Analysis I fiir M, LaG, Ph

4. Ubung

Losungsvorschlag

Gruppeniibung

G1 Surjektivitidt und Injektivitit
Welche der folgenden Abbildungen sind injektiv bzw. surjektiv? Begriinde deine Ant-
wort sorgfaltig.
i) fi:{n € Z | n ungerade} — {n € Z | n gerade}, n +— 2n.
i) fo: Ry — Ry, 2+ 2*+8. (Beweise und verwende dabei, dass z +— 22 : R; — R
injektiv ist.)
iii) f3:{M CR |M # 0, M beschrinkt} — R, M — sup M.

i) f1 ist injektiv, aber nicht surjektiv: fi(x) = fi(y) = 2x = 2y = = = y und
4 € {n € Z | n gerade} hat kein Urbild in {n € Z | n ungerade}.
ii) fo ist injektiv, aber nicht surjektiv. Denn

fQ(x):f2(y):>$4+8:y4+8:>$4:y4:>1‘2:y2:>x:y‘

2 hat kein Urbild, da f(x) > 8 fiir alle x.
iii) fs ist surjektiv, aber nicht injektiv. Sei x € R, dann ist x = f3([x — 1,z]). Aber
f3([0,1]) = 1 = f3({1}) mit [0,1] # {1}.

G2 Uberabzihlbarkeit
Man zeige die folgenden Behauptungen:

i) Die Potenzmenge der natiirlichen Zahlen P(N) ist iiberabzdhlbar.
(Hinweis: Nehme an, es gébe eine Bijektion f : N — P(N). Betrachte dann die
Menge A:={neN|n¢ f(n) } € P(N).)

ii) Die Menge aller Folgen mit Eintrigen 0 und 1, also { (an)nen| an = 0 oder a, =
1 fur alle n € N }, ist iiberabzéhlbar.

i) Wir nehmen an, es géibe eine Bijektion f : N — P(N), d.h. f wiére insbesondere
surjektiv. Nun definieren wir die Menge A :={n € N|n ¢ f(n) } € P(N). Wegen
A CP(N) gébe es einn € N, so dass f(n) = A. Nun gilt es zwei méogliche Félle zu

unterscheiden.

1) Angenommen n € f(n). Nach Definition von A ist dann aber n ¢ A = f(n).
(Widerspruch!)

2) Angenommen n ¢ f(n). Nach Definition von A ist dann aber n € A = f(n).
(Widerspruch!)

Also gibte es keine Bijektion von N auf P(N). Weil aber P(N) eine unendliche
Menge ist, ist sie iiberabzédhlbar.

ii) Wirsetzen A := { (apn)nen| an = 0 oder a,, = 1 fiir allen € N }. Im folgenden zeigen
wir, dass es eine Bijektion g : P(N) — A gibt. Damit wiéire schon die Uberabzihl-
barkeit von A bewiesen. Denn wire A abzéhlbar, géibe es eine Bijektion h : N — A.
Somit giibe es aber auch eine Bijektion (g~' o h) : N — P(N). (Widerspruch nach
Teilaufgabe i) !)

Nun wollen wir also eine Bijektion g : P(N) — A konstruieren. Hierzu ordnen wir
jeder Teilmenge N C N eine Folge (a,)nen € A wie folgt zu: Fiir n € N setzen wir
ap := 1, dagegen fiir n ¢ N setzen wir a,, := 0.

Wir miissen nun zeigen, dass diese Konstruktion tatséchlich eine Bijektion ist:



Analysis I fiir M, LaG, Ph, Losungsvorschlag 2

« Wohldefiniertheit: Jeder Teilmenge N C N wird genau eine Folge (an)nenea
zugeordnet.

« Surjektivitédt: Sei (an)nen eine Folge der Menge A. So ist M := { n € N| a,, =
1 } eine Teilmenge von N mit g(M) = (an)nen-

x Injektivitdt: Angenommen es gidbe zwei ungleiche Teilmengen N1 # Ns von N
mit g(N7) =: (al)pen = (a2)nen = g(N2). Dann existiert ein ng € N, dass
entweder in N1\ N2 oder in No\N; enthalten ist. Nehmen wir an, der erste Fall
gelte, so ist al, =1 und a?, = 0 und damit g(N1) # g(N3). (Widerspruch!)
Analog geht man fiir den zweiten Fall vor.

G3 Folgen und Grenzwerte 1

i) Die Summe und das Produkt zweier konvergenter Folgen ist wieder konvergent
(s. Vorlesung). Gebe jeweils ein Beispiel an, dass die Umkehrung i.a. nicht gilt.
Konstruiere also je eine konvergente Folge bestehend aus divergenten Summanden
bzw. divergenten Faktoren.

ii) Seie > 0 und (ap)nen eine Folge mit

5n + 2
ap = .
n

Bestimme den Grenzwert a dieser Folge und gebe ein ng € N an, so dass
lanp, —al < e fiir alle n > ny.
iii) Gegeben sei die Folge (ap)nen mit
an = (Vn+1—/n)n.
Zeige die Konvergenz dieser Folge und bestimme ihren Grenzwert.

i) % Betrachten (anp)neny mit a, := (—1)" und (b,)pen mit by, := (—1)"*!. Diese
beiden Folgen konvergieren nicht. Aber die Summe ist identisch Null: a,, + b, =
(71)n + (71)71-!—1 =0.
« Wir betrachten wieder die Folgen (a,)nen mit a, = (—1)" und (by)pen mit
by := (—1)"*1. Das Produkt dieser Folgen ist konstant —1:

ap by = (1" (=) = —1.

Als weiteres Beispiel nehmen wir die Folgen (%)neN und (n),.n. Hier konver-

giert nun die Folge (%)neN, aber (n), N divergiert. Das Produkt dieser Folgen

ist identisch 1.
ii) Um die Konvergenz der Folge zu beweisen suchen wir uns einen Kandidaten, wel-
cher als Grenzwert der folge dienen kénnte. Man sieht leicht % =5+ %, und

dass daher 5 als geeigneter Kandidat scheint. Sei also € > 0. Wir erhalten
2 2 2
lap, —al === —-<e¢ fiir allen > ng:= |-+ 1] € N.
n n €

iii) Zunéchst schreiben wir die Folgenglieder um:

T S e (VT Ty Yt ity o Vi
wn = (VA=Y= (Ve L=V e R Y S e e

n__ Vn Voo 1

<ap < —.
+ n

2n+1) ~ 2vnt1 2Vn 2

Die Folge (an)nen konvergiert also gegen %, da ( %)%N gegen % konvergiert.

Damit ist
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Hausiibung

H1 (Uber-) Abzihlbarkeit (4 Punkte)

i)

ii)

Man zeige, dass die Vereinigung abzéhlbar unendlich vieler abzédhlbar unendlicher
Mengen abzihlbar ist. Sei also (M)nen eine Folge von abzihlbar unendlichen
Mengen. Dann ist auch (J, .y M, abzdhlbar.

Gebe ein Beispiel an, welches zeigt, dass das Resultat aus i) fiir das kartesische
Produkt i.a. nicht gilt.

Zunéchst kénnen wir ohne Beschréinkung der Allgemeinheit (oBdA) annehmen,
dass die Mengen M, paarweise disjunkt sind, d.h.

M,NM,, =@ fiir alle n # m.

(Denn sind die Mengen nicht paarweise disjunkt, so konstruieren wir eine Folge
von paarweise disjunkten Mengen (Mn)neN, so dass |J,,cn M, = Unen My gilt.
Wir setzen My := My und My 41 := Mn+1\(U1§¢§n M;).)

Da jede der Mengen M, abzédhlbar ist, kénnen wir die Elemente der Menge M, wie
die natiirlichen Zahlen anordnen (entsprechend der jeweiligen Bijektion N — M, ).
Wir erhalten also fiir jedes n € N eine Darstellung M,, = { m;,| ¢ € N }. Nun
bilden wir ganz analog zu dem Beweis, dass Q abzéihlbar ist (s. Vorlesung), eine
Bijektion f : N — |J, ey My, mit dem sog Cauchy’schen Diagonalverfahren. Wir
zéhlen die Elemente von | J, .y M, wie folgt durch:

f(1):=my1 € My, f(2):=mo1 €M, f(3):=mio€ My, [f(4):=m31€ M,
f(B) :=maog € My, [f(6):=mi3€ Mz, [f(7):=my1€ My, [f(8):=m32€ My,

f(9) :=mo3 € Ms, f(10):=mi4 € My, f(11):=ms1 € My, ... .

Wir setzen fiir alle n € N die Menge M, = {0,1}. Bilden wir nun mit diesen
Mengen das kartesische Produkt, so haben wir:

I M. = [J{0.1} :=={0,1} x {0,1} x {0,1} x ... .

neN neN

Einem Element aus diesem Produkt wird jeder natiirlichen Zahl entweder 0 oder 1
zugeordnet. Das kartesische Produkt [], . My, entspricht also genau der Menge

{ (an)nen| an =0 oder a,, =1 fiir allen € N }

aus der Gruppeniibung G2. Dort wurde nachgewiesen, dass { (an)nen| an = 0 oder a,, =
1 fiir allen € N } und damit auch [], . M, iiberabzéhlbar ist.

H2 Folgen und Grenzwerte II (4 Punkte)

i)
i)

Beweise oder widerlege die folgende Behauptung: Jede beschrinkte Folge konver-
giert.
Die Folge (an)nen sei durch folgende Vorschrift definiert:

(n!)?

Ay = (2n)! fiir alle n € N.

Zeige die Konvergenz dieser Folge und bestimme ihren Grenzwert.
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iii) Zeige, dass (by,)nen mit
by, = VUn
gegen 1 konvergiert.

(Hinweis: Zeige 1 < {/n <1+ %)

i) Die Folge ((—1)")nen ist durch 1 nach oben und durch —1 nach unten beschrénkt.
Allerdings konvergiert diese Folge nicht. Damit ist die Behauptung falsch.

ii) Fiir allen € N gilt:
12 n
0<an= 1 2 ....”<<1> .

2n)!  n+1 n+2 2n —

Da die Folge ((%)n)neN eine Nullfolge ist, konvergiert auch (a,)nen gegen Null.

iii) Fiir alle n > 2 bekommen wir mit der Binomischen Formel:

“*5ﬁ>":k:0mfffw‘<fa>k2HM'<55>2:2<”‘1>2"'

Daraus folgt nun 1 < {/n < 1+ % Da % eine Nullfolge ist, konvergiert die Folge
(bn)nen gegen 1.

H3 Konvergenz des Mittels einer Folge (4 Punkte)
i) Sei (an)nen eine konvergente Folge mit Grenzwert a. Zeige, dass die Folge (b, )nen
mit
ap+az+---+ap
n

S

ebenfalls gegen a konvergiert.
(Hinweis: Benutze folgende Aufspaltung der Folge (b,)nen:

a1—|—a2—|—---—|—ak_1+ak+ak+1+-'-+an
n n '

by =

Wihle hierbei k geschickt anhand der Konvergenz der Folge (ap)nen.)

ii) Zeige mit Hilfe eines Gegenbeispiels, dass aus der Konvergenz von (b,)nen im
allgemeinen nicht die Konvergenz von (ay,)nen folgt.

i) Wir wollen zeigen, dass (b,)nen gegen a konvergiert. Sei dazu e > 0 vorgegeben.
Da (an)nen gegen a konvergiert, gibt es ein k € N, so dass

£
\an—a|<§

fiir n > k. Damit gilt nun

by —a] = | o2, clo—d Jea—al | e —dl
n n n n
k—1
lay —a|  |ag — al lak—1—a] n—(k—1) 1 €
< = - hd
ST b e_n;]al al + 3,
denn "=%=1) < 1. Sei nun ng € N mi k, 25 a; — Fiir all
— < L o € N mit ng > max{k, £> 7 |a; — al}. Fiir alle

n > ng gilt dann

by —a| < S+ = =¢
" 2 2

Damit ist die Konvergenz der Folge (by,)nen gegen a gezeigt.
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ii) Auch hier kénnen wir als Gegenbeispiel die Folge ((—1)") heranziehen. Diese

neN
Folge konvergiert nicht. Allerdings gilt fiir das Mittel:
1 o 1
by, == — -1)" e {——,0}.
v " E - 0)
Fiir n gerade ist b, = 0 und fiir n ungerade ist b, = —%. Damit konvergiert die

Folge (by,)nen gegen Null.



