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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Ungleichungen l6sen)
Geben Sie alle x € R an, fiir die die folgenden Ungleichungen gelten.

(a) 2+ 1<2)z|<z+2
(b) |z —2[ < |z +1]
(c) || = 2

Rechtfertigen Sie Ihre Uberlegungen mit den Anordungsaxiomen und ihren Folgerungen aus dem
Skript.

Loésung:

(a) 1. Fall: Wir suchen zunéchst Losungen = mit « > 0. Fiir solche Losungen ist |z| = = und also
r+1<2x<zx+2

was wegen Anordnugnsaxiom Al12 genau von den z mit 1 < z < 2 erfiillt wird.

2. Fall: Nun bestimmen wir noch die Losungen z mit < 0. Solche Losungen erfiillen |z] = —z
und also auch
r+1< 2 <x+2.

Dies sind mit Axiom Al12 und Folgerung 2 aus den Anordnungsaxiomen genau die x mit

—3<z< -3
Insgesamt erhalten wir also als Losungsmenge: [—%, —%] U [1,2].
(b) 1. Fall: z < —1: In diesem Fall ist |x — 2| = 2 — 2z und |z + 1| = —1 — . Wir l6sen also

2 — 2 < —1 — z und das ist wegen Axiom A12 dquivalent zu 2 < —1, was (fir alle x) falsch
ist. Damit gibt es keine Losungen z mit x < —1.

2. Fall: -1 <z <2:Dannist [xr—2|=2—xaber [r+1|=2+1 Wirlésen2 -z <x+1
was wegen Axiom A12 und Folgerung 2 aus den Anordnungsaxiomen dquivalent zu x > % ist.
Wir erhalten als Losungsmenge [%, 2).

3. Fall: 2 < x: Im letzten Fall 16sen wir z — 2 < x + 1, was dquivalent zu der (fiir alle x)
wahren Aussage —2 < 1 ist. Damit gehort auch [2, 00) zur Losungsmenge.

Die Losungsmenge ist insgesamt also [%, 2) U[2,00) = [%, oo).
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(c) 1. Fall: z < 0: Es gilt dann || = —2 und wir 16sen also —z > x2. Multiplikation der Unglei-
chung mit 2~! ergibt wegen dem Anordnungsaxiom A13 —1 < x, da ™! negativ ist (analog
wie Folgerung 4 aus den Anordnungsaxiomen aus dem Skript). Also losen alle z < 0 mit
x > —1 die Ungleichung.

2. Fall: 0 < 2: Wir lésen dann 2 > 22 und wegen der Positivitit von 27! (Folgerung 4 aus
den Anordnungsaxiomen) folgt mit A13, dass 1 > z. Damit 16sen diejenigen = > 0 mit 1 > =
die Ungleichung.

Insgesamt besteht die Losungsmenge also aus [—1,0) U [0,1] = [-1,1].

Aufgabe G2 (Betrige und Ungleichungen)
Zeige: Fiir alle a,b € R gilt |a|] + |b| < |a + b| + |a — b).
Hinweis: Benutze keine Fallunterscheidung, sondern setze ¢ := a + b und d := a — b und formuliere
die Ungleichung in ¢ und d.
Losung: Es gilt mit ¢ :=a+bund d := a —b, dass a = §(c+d) und b := 3(c —d). Es ergibt sich
mit der positiven Homogenitét des Betrages und Dreiecksungleichung (7b und 7c im Skript):

1 1 1 1 1
o+ 1= Il A + 5o~ = gle + 1+ lo—d = gl d o+ (-0

(lef +[d] + e[ + | = d]) = (2IC\ + |df + | = 1]|d])

[\D\P—‘

= 5(2]c| +2|d]) = |e| +|d| = |a+b] + |a — b].
Damit ist die Ungleichung bewiesen.

Aufgabe G3 (Vollstandige Induktion)
Beweisen Sie die untenstehenden Aussagen mittels vollstdndiger Induktion. Hierbei sei n € N, ¢ € R,

q# 1

2. Es gibt genau n! Mdglichkeiten, n verschiedene Dinge anzuordnen.

n 1
3. 2kt BRI = T

Loésung:
(a) Induktionsanfang: Die Formel stimmt fiir n = 0, denn es gilt Zk 0 F=¢=1= T OqH.
Induktionsschritt: Wir nehmen an, die Aussage ist wahr fir alle n < ng fiir ein festes ng € N.
n 1
Insbesondere nehmen wir an, dass » ;2 Oq =1 lq or gilt. Wir miissen zeigen, dass die
n 2
Aussage dann auch fiir n = ng + 1 gilt; es ist also die Giiltigkeit von E"OH k= % zu
zeigen. Es gilt
no+1 no 1
1— qno+
—q
k=0 k=0
1L—gm* (1 g)g™!
- 1-g 1—q
1— qn0+1 + qn0+1 + qn0+2
= g
1— qn0+2
1—q ’
wobei die Induktionsannahme bei der zweiten Gleichung eingegangen ist. Damit ist der Beweis

vollstandig.
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(b)

Induktionsanfang: Fiir n = 1 hat man nur ein einziges Ding und es gibt auch nur eine (1! = 1)
Moglichkeit, dieses anzuordnen.

Induktionsschritt: Wir nehmen an, die Aussage ist wahr fir alle n < ng fiir ein festes ng € N.
Insbesondere nehmen wir also an, dass es genau ng! Moglichkeiten gibt, ng Dinge anzuordnen.
Wir miissen nun zeigen, dass es (ng + 1)! Moglichkeiten gibt, ng + 1 Dinge anzuordnen.

Dafiir seien ng + 1 Dinge gegeben. Dann gibt es ng + 1 Mdglichkeiten ein erstes Dinge fiir die
Reihenfolge auszuwihlen. Fiir jede Wahl von einem ersten Element bleiben wegen der Induk-
tionsannahme noch ng! Moglichkeiten, die restlichen ng Dinge hinter dem ersten anzuordnen.
Es ergibt sich also, dass wir (ng + 1) - no! = (no + 1)! Moglichkeiten hatten, die ng + 1 Dinge
anzuordnen.

Induktionsanfang: Fiir n = 1 stimmt die Aussage, denn wir haben dann ) ,_,; ﬁ =

1
T = ntl-
Induktionsschritt: Fiir ein festes aber beliebiges ng € N nehmen wir an, dass die Aussage fiir

alle n < ng wahr ist. Insbesondere gilt dann )0, L — ™ _ Nun miissen wir zeigen, dass

D) — not+T-
no+1 1 no+1

k=l FRET) = not2: Die folgende Rechnung beweist dies, wobei die Induktionsannahme in

der zweiten Gleichung eingeht:

no+1 no
= k(k+1) \i—k(k+1))] (no+Dmo+2) no+1  (no+1)(no+2)
no(no+2)+1  n+2ng+1 (no +1)2
(np 4+ 1)(no +2) (no + 1)(no + 2) (no + 1)(no + 2)
) +1
N ng+2°
Hausiibung
Aufgabe H1 (Ungleichungen 16sen) (4 Punkte)

(a)
(b)
()

Bestimmen Sie alle Losungen « € R der Ungleichung = < |z — 1].
Bestimmen Sie alle Losungen = € R der Ungleichung |z + 5| + |z + 3| < 10.

Zeigen Sie, dass fiir alle x,y € R gilt: zy < (L—gy)Q

Loésung:

(a)

1.Fall: x < 1: Dann ist x < —z + 1 zu l6sen. Es ergibt sich x < %
2.Fall: z > 1: Dann miissen wir z < x — 1 16sen. Es gibt aber keine Losungen, da die Unglei-
chung dquivalent zu 0 < —1 ist.

Insgesamt ergibt sich als Losungsmenge (—oo, %] up= (—oo, %]

1. Fall: x < —5: Auf diesem Bereich ist die Ungleichung &quivalent zu —xz — 5 — z — 3 < 10,
was wiederum &quivalent ist zu x > —9. Damit erhalten wir als erstes [—9, —5) als Teill6-
sungsmenge.

2. Fall: —5 < x < —3: Hier l6sen wir z + 5 — z — 3 < 10, was aquivalent ist zu 2 < 10. Dies
ist immer (fiir alle ) wahr und gehort der ganze Bereich [—5, —3) zur Losungsmenge.

3. Fall: —3 < z: Hier miissen wir z+5+z+3 < 10 19sen, was genau von den = € (—o00, 1] gelost
wird. Wir hatten uns aber auf « > —3 eingeschriankt. Als letzten Beitrag zur Losungsmenge
ergibt sich [—3,1].

Die Losungsmenge ist also [—9, —5) U [-5,—3) U [-3,1] = [-6, 1].
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(¢) Wir rechnen

<x+y)2xy:Cﬁ+y”+%w%ﬂwy_a¥+y”—%w_(w—w -0

2 4 - 4 4 =

was die Ungleichung beweist.

Aufgabe H2 (Maximum, Minimum, Betrige) (4 Punkte)
Fir zwel reelle Zahlen a und b definieren wir:

b, a>b
a, a<b

a, a>b
b, a<b’

max{a, b} := { und min{a, b} := {
(a) Zeigen Sie: min{a,b} = — max{—a, —b}.

(b) Zeigen Sie: max{a,b} = % (a+b+ |a —b|).

(c) Folgern Sie aus (a) und (b), dass min{a,b} = % (a+b— |a — b|).

Losung:
(a) 1. Fall: @ > b: In diesem Fall ist —a < —b und also ist —max{—a,—b} = —(=b) = b =
min{a, b}.
2. Fall: a < b: Dann ist —b < —a und also — max{—a,—b} = —(—a) = a = min{a, b}.
Also ist die Aussage fiir alle a und b richtig.
(b) 1. Fall: @ > b: Dann ist a — b > 0 und also

1 1 1
E(a—i—b—l—\a—bD:§(a+b+a—b):§2a:a:max{a,b}.

2. Fall: ¢ < b: Dann ist a — b < 0 und es gilt

1 1 1
§(a+b—|—|a—b\):§(a+b—a+b):§2b:b:max{a,b}.

(c) Es gilt
min{a, b} = —max{~a, ~b} = — (~a) + (=) + (~a) — (D))
= (- Dla+b= (-1 b)) = 5(a+b-la-b),
was die Behauptung beweist.
Aufgabe H3 (Vollstédndige Induktion) (4 Punkte)

Beweisen Sie mit Hilfe vollstdndiger Induktion die untenstehenden Aussagen. Hier sei n € N und
g € R\ {1}.
+1
(2) Tioo b = "5
(b) Die Potenzmenge P(M) einer endlichen Menge M mit n Elementen hat genau 2" Elemente.
Hinweis: Uberlegen Sie sich zuerst, dass es fiir festes a € M genauso viele Teilmengen von M

gibt, die das Element a enthalten, wie welche, die a nicht enthalten.

_ 1— +1 7L+ n—+1
(¢) Sohoy kgh~! = P

Loésung:
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(a)

Induktionsanfang: Fiir £ = 0 ist die Aussage wahr, denn es gilt Y .,k =0= %.

Induktionsschritt: Wir nehmen nun an, die Aussage sei wahr fiir alle n < ng bei einem festen

. 1 . . . .
no € N. Insbesondere nehmen wir an, dass > "%k = % gilt. Wir miissen zeigen, dass

dann auch 2202751 k= (n0+1)(2$1+1) gilt. Dies ist wahr denn es gilt

no+1 no

no(ng + 1
kzzokz<kzok>+(no+l)=°(g)+no+l

= %(no(no +1)+2(ng+1)) = %(no +2)(no + 1)

wobei in der zweiten Gleichung die Induktionsannahme eingeht.

Induktionsanfang: Fiir Mengen M mit nur n = 0 Elementen (also M = ) hat die Potenz-
menge P(M) genau 1 = 2° Elemente, némlich §.

Induktionsschritt: Nehmen wir an, fiir Mengen M mit n Elementen, n < ng, hat die Potenz-
menge P (M) genau 2" Elemente. Wir miissen zeigen, dass dann auch fiir Mengen mit ng + 1
Elementen die Potenzmenge genau 270! Elemente hat.

Sei also M eine Menge mit ng+1 Elementen. Insbesondere ist M dann nicht leer. Sei also a ein
Element von M. Betrachten wir nun die Menge M’ := M \ {a}. Diese Menge hat ny Elemente
und also hat ihre Potenzmenge P(M’) genau 2™ Elemente nach Induktionsannahme. Wir
teilen nun die Potenzmenge von M wie folgt in zwei disjunkte Teile: P(M) = Py U Py, wobei

P ={ACM:ac A} Pr:={ACM:a¢ A}

Offensichtlich gilt P, = P(M’) und also hat P, genau 2" Elemente. Andererseits entspricht
jeder Teilmenge A € Py genau eine Teilmenge B € Pj, namlich B := AU {a}. Es folgt
also, dass P; und Ps gleich viele Elemente haben, also 2. Die Anzahl der Elemente der
Potenzmenge P (M) ist also 270 4 270 = 2. 270 = 2no+l,

Induktionsanfang: Fiir n = 1 stimmt die Formel, denn es gilt

S kgl =1 = (1-¢? 1-(1+1)¢" +1¢'*"

— )2 — )2 :
pet (1-9q) (1—q)
Induktionsschritt: Wir nehmen an, die Formel ist richtig fiir alle n < ng und wir wollen zeigen,
dass sie auch fiir n = ng + 1 gilt. Wir rechnen:

no+1 no

> k= (Z kq’“‘1> + (no +1)g" ™!

k=1 k=1
1= (no+1)g™ + nog™ ™t (1 —q)%(ng +1)g"™
- (1—q)? (1—q)?
1= (no+1)q™ + nog™ ™ + (1 — 2¢ + ¢*)(no + 1)g™
B (1—q)?
1+ (no —2(ng +1))g" " + (ng + 1)g"0*?
B (1—q)?
~ 1—(no+2)¢™"" + (ng +1)¢" ">
B (1—¢)?



