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Il Induktive Statistik

Im Gegensatz zur deskriptiven Statistik, die sich auf die Beschreibung von Daten anhand von
Kennzahlen und Grafiken beschrankt, versucht die induktive (d.h. die schlieBende) Statistik
von beobachteten Daten auf deren Verteilungen (oder Eigenschaften ihrer Verteilungen) zu
schlieBen. Dies kann zum Beispiel dann notwendig sein, wenn eine vollstandige Datenerhebung
unmoglich, zu zeitaufwendig oder zu kostspielig ist, wie es etwa bei Umfragen der Fall ist.

In der schlieBenden Statistik gibt es im Wesentlichen drei zu bearbeitende Problemstellungen:

1. Konstruktion eines Schatzers fiir einen Parameter der unbekannten Verteilung

2. Berechnung von Konfidenzintervallen, d.h. von Schranken, die einen unbekannten
Parameter mit vorgegebener Wahrscheinlichkeit einfangen.

3. Entwicklung statistischer Tests, mit denen vorgegebene Parameter auf Vertraglich-
keit mit Beobachtungen iiberpriift werden kénnen.

1. Schatzen

Ausgangspunkt ist wieder eine Grundgesamtheit G von Merkmalstragern. Unter einer Stich-
probenerhebung versteht man eine zufillige Entnahme von endlich vielen Objekten aus G.
Dabei bedeutet zufillig, dass fiir jedes Objekt die Wahrscheinlichkeit der Entnahme gleich
ist.

In der Sprache der Wahrscheinlichkeitstheorie handelt es sich bei der Stichprobenerhebung
um Zufallsexperimente, deren Ausgang man durch Zufallsvariablen

X1, Xy, ..., X5

beschreiben kann. In diesem Zusammenhang nennt man die X; auch Stichprobenvariablen.
In der Regel betrachtet man nur unabhangige Wiederholungen desselben Zufallsexperiments,
d.h. also, dass die Stichprobenvariablen X7, ..., X,, stochastisch unabhingig und identisch
verteilt sind.

Unter dem Stichprobenergebnis oder der Stichprobenrealisation versteht man dann

das n-Tupel (z1,...,x,) der Realisierung von X1,..., X,,.
Eine Punktschatzung ist eine Funktion g : R™ — R. Sie ordnet der Stichprobenrealisation
x1,...,%, den Schitzwert g(xy,...,z,) zu.

Die zugehdrige Schatzfunktion (oder auch Statistik) g(X7, ..., X,,) ist diejenige Zufalls-
variable, die man durch Einsetzen der Stichprobenvariablen X; fiir x; in die Funktion ¢
erhalt.
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Beispiele X, ..., X,, mit Mittel m und Varianz o2

Schatzfunktion Bezeichnung Erwartungswert | Varianz
X=15" X Stichprobenmittel m <
Jnm Gau-Statistik 0 1
L3 (X — X)? mittlere quadratische nlg?
Abweichung
52 =-L 5" (Xi—X)?*| Stichprobenvarianz o?
S =52 Stichprobenstandard -
abweichung
Jnizm t-Statistik

Im Folgenden wollen wir annehmen, dass die (unbekannte) Verteilung der Stichprobenva-
riablen aus einer Menge moglicher Verteilungen stammt, die iiber einen Parameter § € ©
parametrisiert sind.

Beispiel X; seien N(m,o?)-verteilt mit unbekanntem Mittel m und unbekannter Varianz
o?. In diesem Falle ist also § = (m, 0?) aus © = Rx 0, oo| eine (mdgliche) Parametrisierung
der zugrundeliegenden Verteilungen.

Ist nun 7" = ¢(X1,...X,) ein Schatzer, so wird der Erwartungswert E(T") abhdngen von
der Verteilung der Zufallsvariablen X;. Um diese Abhangigkeit im folgenden kenntlich zu
machen, schreiben wir Ey(T') fiir E(T'), wenn die zu 6 gehdrende Verteilung die tatsachliche
Verteilung der X; ist.

Ein zu schatzender Parameter aus der Menge der zugrundeliegenden Verteilungen kann nun
realisiert werden als Abbildung
7:0 - R

Eigenschaften von Schitzern

Erwartungstreue

Ein Schitzer T' = ¢g(Xj, ..., X,) heilt erwartungstreu fiir den Parameter 7, falls
EQ(T) = E@ (g(Xla S 7X7L)) = 7(9)
fir jedes 0 € ©.

Mit anderen Worten: Bestimmt man den Erwartungswert von 7" unter der Voraussetzung,
dass der Parameter 6 zugrundeliegt, ergibt sich 7() als Erwartungswert.
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Beispiele

(i) Das Stichprobenmittel X = 1 3" | X, ist ein erwartungstreuer Schitzer fiir das Mittel
m = FEy(X), denn

(ii) Die mittlere quadratische Abweichung
1< =\ 2
T=-% (x-X)

n <
=1

ist kein erwartungstreuer Schitzer fiir die Varianz 0% = Fy (X — Ep(X))?), denn

Ey(T) = % Xn: Ey(X2) — 2B(X;X) + Eo(X")

— Ey(X?) — E, (72) _role

n

denn

n—1 1
Eo(X)* + EEQ()@).

Ey (72> - % zn: Eo(XiX;) =

i,7=1

Im Gegensatz hierzu ist die Stichprobenvarianz S? = =T ein erwartungstreuer Schat-

zer fiir 02, denn
n

Ey (5%) = Eo(T) = 0.

n—1

Als Abschwichung der Erwartungstreue betrachtet man asymptotische Erwartungstreue
bei wachsender Stichprobenlange. Dazu nimmt man an, dass zu jeder Stichprobenlange n ein
Schétzer T), = ¢, (X4, ..., X,,) fir 7(0) gegeben ist. Die Folge 71,75 . . . heift asymptotisch
erwartungstreu (fir 7), falls

lim Ey(T,) = 7(0)

n—oo

fir jedes 0 € O.
Beispiel Die mittlere quadratische Abweichung

1 & —\2
Tn_ﬁiZ:;(Xi—X)

ist asymptotisch erwartungstreu fiir die Varianz, denn

—1
Eo(T}) = 2 — Varg(X) = Varg(X).

Fiir einen nicht erwartungstreuen Schatzer T' bezeichnet man die Abweichung

Bias(;(T) = E@(T) — T(Q)
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als Bias (oder Verzerrung).

Der mittlere quadratische Fehler
MSE(T) = Ey ((T —7(0))?)
ist ein Mal fiir die Schatzgiite. M SE steht dabei fiir mean squared error.
Struktur des mittleren quadratischen Fehlers
MSE(T) = Eo((T — 7(6))?) = Vary(T) + Bias (T)>.

Beweis

Es sei 11, T3, ... wieder eine Folge von Schatzern fiir 7(0). Dann heifit diese Folge

e konsistent im quadratischen Mittel, falls

lim Ey (T, — 7(6))*) =0

n—oo
e schwach konsistent, falls

lim Py (|T,, —7(0)| >¢) =0 Ve>0.

n—o0

Aufgrund der Ungleichung von Tschebychev ist klar, dass aus Konsistenz im quadratischen
Mittel immer schwache Konsistenz folgt, denn

Py (IT, — 7(0)] > &) < E—leg (T, —7(0)2) =0  fiirn — oo.

Beispiel Das Stichprobenmittel X = %Z?:l X; ist konsistent im quadratischen Mittel fiir
das Mittel m = Ey»(X) (und damit auch schwach konsistent), denn

Ey(X —m)?) = % Varg(X) — 0 fiir n — oo

Effizienz von Schatzern

Der mittlere quadratische Fehler eines Schatzers liefert ein Vergleichskriterium zwischen den
verschiedenen Schatzern fiir 7. Offensichtlich ist von zwei Schatzern T, T, mit

MSE (T) < MSE(T)

der Schatzer T7 mit dem kleineren mittleren quadratischen Fehler wirksamer fiir die Schat-
zung von 7(6).
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Beschrankt man sich beim Vergleich zweier Schitzer auf erwartungstreue Schatzer, also
Schatzer mit
Bias (7;) = 0 und damit M SE(T;) = Var(T;),

so reduziert sich der Vergleich der mittleren quadratischen Fehler auf den Vergleich der
Varianzen.

Sind Ty, T zwei erwartungstreue Schatzer fiir 7(0), so heilt 77 effizienter (bzw. wirksa-
mer), falls
Var(Ty) < Var(Ty).

Bemerkung (Cramér-Rao Schranke) Die Varianz eines erwartungstreuen Schitzers kann
nicht beliebig klein werden, sondern wird nach unten beschrankt durch die "Cramér-Rao
Schranke". Wir wollen diese Schranke hier nicht angeben, sondern nur bemerken, dass sie
von der Variation der Verteilungen in Abhangigkeit von 6 abhangt. Ein erwartungstreuer
Schitzer, dessen Varianz diese untere Schranke annimmt, heilt effizient (oder wirksamst).

Beispiele fiir effiziente Schatzer
X = %2?21 X; fur den Erwartungswert, wenn man

e alle Verteilungen mit endlicher Varianz zuldsst

e alle Normalverteilungen zulasst.

Prinzipien zur Konstruktion von Schitzern
(a) Maximum Likelihood Schatzer

Es seien X, ..., X,, zunichst diskret verteilt und
floy, ...z | 0) = Fp(Xy =21,..., X, =)

die Wahrscheinlichkeitsfunktion zur gemeinsamen Verteilung der Stichprobenvariablen bei
zugrundeliegender Verteilung zum Parameter 0. Zu gegebener Stichprobe x4, ..., x, heift
die Funktion

L:0— f(x1,...,2,]0),0 €0,

die Likelihoodfunktion, denn sie gibt an, wie wahrscheinlich die gewonnene Stichprobe
x1,...,x, bei angenommener zugrundeliegender Verteilung zum Parameter 0 ist.

Die Grundidee der MaximumALikeIihood Schatzung besteht darin, als Schatzer fiir ¢
gerade denjenigen Parameter ¢ zu wahlen, fiir den die gewonnene Stichprobe am wahr-
scheinlichsten ist, also 6 mit

Der Einfachheit halber betrachten wir im folgenden nur unabhangig und identisch verteilte
Stichprobenvariablen. Dann bekommt die Likelihoodfunktion die Produktgestalt

LO) = (o1, 0 0) = f(1]6) . f(2a]6) (3.1)
mit f(z|0) = Pp(X = z).
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Sind die Stichprobenvariablen zu 6 € O stetig verteilt mit Dichte f(z | ), so ersetzt man in
der Likelihoodfunktion (3.1) die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Verteilung durch die ent-
sprechende Dichte.

Bemerkung Uber Existenz (und Eindeutigkeit) des Maximums der Likelihoodfunktion wird
hier keine Aussage gemacht! Insbesondere muss i.a. der Maximum-Likelihood Schatzer nicht
existieren, oder er muss nicht eindeutig bestimmt sein.

Die Bestimmung der Maximum-Likelihood Schitzung erfolgt in der Regel durch Nullsetzen
der Ableitung der Likelihoodfunktion L. Wegen der Produktgestalt von L in (3.1) ist es
zweckmaBig, L zunichst zu logarithmieren:

InL() =) In f(x;]0) (3.2)
i=1
und dann zu maximieren. In L heift Log-Likelihood Funktion.

Beispiele

(a) Bernoulli-Experiment

sei die Anzahl der Erfolge in einem Bernoulli-Experiment der Linge n bei unbekanntem
Erfolgsparameter p. Die Likelihoodfunktion hat die Form

L(p) = (gn)ps"(l —p)" % pe0,1],

wobei S,, die beobachtete Anzahl der Erfolge ist. In diesem Falle ist p = % das eindeutig

bestimmte Maximum, also
S,
p=—
n

die (eindeutig bestimmte) Maximum-Likelihood Schatzung fiir p.

Insbesondere Die Maximum-Likelihood Schitzung p = 22 = 1 (X, 4+ ... + X,,) ist gerade
das Stichprobenmittel!
(b) Normalverteilung

X1,...,X, unabhingig N(m,c?)-verteilt, also § = (m, o), und die zugehorige Likelihood-
funktion hat die Gestalt.

L(m,o) =} fre2(z;) = ( ﬂl—w)nexp <‘% Z @;—27”)2)

=1

Logarithmieren ergibt

n

InL(m,o) =—nln (\/ﬁa) - %Z M

: o?
i=1
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mit partiellen Ableitungen

om ~ o

Oln L i — 2
Bl gy = gy )
do o o3

=1

Nullsetzen der partiellen Ableitungen liefert die Maximum-Likelihood Schatzung
ﬁm:li){- und 82:li(X'—m)2 (3.3)
[ Z [ Z ' |

Hier hat man schlieBlich noch zu iberpriifen, dass (3.3) tatsdchlich (eindeutig bestimmtes)
Maximum der Likelihoodfunktion ist.

Insbesondere Die Maximum-Likelihood Schatzung m fiir m entspricht dem Stichproben-
mittel, diejenige fiir 0 der mittleren quadratischen Abweichung.
(b) Kleinste Quadrate Schitzung

Ein weiteres Prinzip der Parameterschatzung besteht in der Minimierung der Summe der
quadratischen Abweichungen zwischen Beobachtungswert und geschatztem Wert. Dies haben
wir bereits bei der Regression kennengelernt.

Beispiel Arithmetisches Mittel

- 2
min X —
meR ( ! m)
i=1
fiihrt wieder auf das Stichprobenmittel
1 n
m= — T;
n
=1
Intervallschiatzungen
Die bisher konstruierten Schatzer liefern zu gegebenen Beobachtungen x4, . .., z, eine Schat-
zung g(x1, ..., x,) fir den unbekannten Parameter 7(6). Daher spricht man auch von Punkt-

schitzungen. In den seltensten Fillen wird die Schatzung exakt mit 7(6) libereinstimmen,
sondern bestenfalls “in der Nahe" liegen.

Daher ist es zweckmalRiger, zu gegebener Beobachtung ein Intervall
Iz, ..o ) = [U(zr, ..o ), O(z1, .. 1))

anzugeben, in dem der wahre Parameter 7(0) mit einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeit
1 — « liegt, also:

Py(r(0) € [U(Xy,...,X,), O(Xy,..., X)) > 1—afiralled € ©.

1 — a heit Konfidenzwahrscheinlichkeit, das Intervall I( X}, ..., X, ) Konfidenzinter-
vall fiir 7(0) (zur Konfidenzwahrscheinlichkeit 1 — «).
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Konfidenzintervalle fiir unabhingige normalverteilte Stichprobenvariablen
Es seien (X7, ..., X,,) unabhingig N(m,o?)-verteilt.

(i) Konfidenzintervall fiir m bei bekannter Varianz ¢* = o2

© = {(m,09) : m € R}, 7(m,00) =m.

Eine Punktschatzung fiir 7 ist das Stichprobenmittel

. 1
T=— T
n <
=1
Die zugehérige Schatzfunktion
1<
X=-Y"x,
n <

ist bei zugrundeliegendem Parameter 6 = (m, o) N(m, %‘%)—verteilt und damit ist die
zugehorige GauB-Statistik

X—-m

0o

Y =+n

N(0,1) — verteilt. (3.4)

Zu gegebener Konfidenzwahrscheinlichkeit 1 — « ist also

P(—zl,% <Y <z_ )zl—a,

o
2

wobei z, das p-Quantil der Standard-Normalverteilung bezeichnet, denn

P (—21_% <Y < zl_%) = (zl_%) — q)(—zl_%) =20 (zl_g) —-1=1-a.

Das zugehorige Konfidenzintervall hat also die Form

I(X1,... . X,) = X—zl_g%,7+zl_g

0o
NLD

(i) Konfidenzintervall fiir m bei unbekannter Varianz o2

© ={(m,o0):meR,0>0},7(m,0) =m.

Bei unbekannter Varianz o2 muss diese erst anhand der Stichprobe z1, . . . , x,, geschitzt
werden. Dafiir bietet sich die Stichprobenvarianz an:
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(iii)

mit zugehoriger Schatzfunktion

1 «— —
S2:n_1Z(Xi—X)2.
=1

Einsetzen in (3.4) liefert als Schatzfunktion

X —m
v S

und diese ist t,_1-verteilt. Zu gegebener Konfidenzwahrscheinlichkeit 1 — « ist also

X —
P <—tn—1,1—g <+vn 5 o < fn—1,1—g) =1-a,

wobei ¢,,_1 , das p-Quantil der ¢-Verteilung mit n — 1-Freiheitsgraden bezeichnet. Das
zugehorige Konfidenzintervall hat somit die Form

s
NG

— — S
I(Xy,...,X,) = [X —tp-11-2 , X 1ty ] .

1—-2—
2 \/ﬁ

Konfidenzintervall fiir o2

O ={(m,0):0 >0}, 7(m,0) = o>

Eine Punktschitzung fiir die Varianz o? ist die Stichprobenvarianz

i=1

Da Xi,..., X, unabhingig N(m,o?)-verteilt, also ¥; = %= unabhingig N (0, 1)-
verteilt, folgt, dass

na—g152_i<xi;7)2_im_?)2

i=1 =1

X2 _-verteilt ist. Zu gegebener Konfidenzwahrscheinlichkeit 1 — « ist also
2 n—1_, 2
P Xn—l,% < 75 < Xn—l,l—% =1- a,

wobei X7,  das p-Quantil der x7,_,-Verteilung bezeichnet, denn

n—1
P (Xi—l,‘; < 752 < Xi_u—g) =Fe, <X%—1,1—%)_in_1 (Xi—l,%) =1l-a.
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Es ergibt sich als Konfidenzintervall zur Konfidenzwahrscheinlichkeit 1 — o

n—15% (n—1)5?
I(Xl,...,Xn): (2 ) ,( 3 )
Xn—l,l—% Xn—l,%

Einschub (zur y?-Verteilung)

Bemerkung lhre Bedeutung erhilt die x2-Verteilung in der induktiven Statistik durch
folgende Beobachtung: Sind X, ..., X, unabhingig N(0,1)-verteilt, so gilt fir die
Stichprobenvarianz

1 _
52 = n_lz(Xi—X)Q
i=1

(mit X = 15" X)), dass (n — 1)5? x2_,-verteilt ist.

Bemerkung Ist die Normalverteilungsannahme an die Stichprobenvariablen Xi,... X,
nicht gerechtfertigt, so kann man unter Ausnutzung des zentralen Grenzwertsatzes eine
Normalapproximation fiir die standardisierte Summe /n*=" betrachten (sieche Bemerkung
zu Konfidenzintervallen in Abschnitt 2.4).

Zum Abschluss noch der wichtige Spezialfall von unabhangig Bernoulli-verteilten Stichpro-
benvariablen
Xy, X,

In diesem Falle ist die Summe

Bin (n, p)-verteilt, bei unbekannter Erfolgswahrscheinlichkeit p. Nach dem zentralen Grenz-
wertsatz ist

niherungsweise N (0, 1)-verteilt, also
P (—21_% <Sr< zl_%) ~1—a.

Auflésen der Ungleichungen

S, —np
—21-g £ ———=<21-¢
np(1 —p)
nach p liefert
— X(1-X — X(1-X
X —zi_¢e ( )§p§X+zl_g ( )7
n 2 n
also ist
— X(1-X) — X(1-X
I(Xla 7Xn> = | X - Z1—2 ( ) y X + zi_a ( )
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ein (approximatives) Konfidenzintervall fiir p zur Konfidenzwahrscheinlichkeit 1 — a.

Beispiel zur lllustration In einem Warenposten aus DVD-Scheiben soll der Anteil der
defekten Scheiben geschatzt werden. Dazu wird eine Stichprobe von 200 DVD-Scheiben
iberpriift. Angenommen, es werden dabei 6 defekte Scheiben gefunden, so ergibt sich fiir
die Ausschusswahrscheinlichkeit bei Konfidenzwahrscheinlichkeit 0.95, also o = 0.05, das
approximative Konfidenzintervall

[0.0063, 0.0537] .

Mit einer Wahrscheinlichkeit von 95% liegt also der tatsachliche Anteil der defekten DVD-
Scheiben im getesteten Warenposten zwischen 0.6 Prozent und 5.37 Prozent.
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2. Testen

Ein zentrales Problem der Statistik ist die Frage, wie eine Vermutung iiber eine Eigenschaft
der Verteilung einer Grundgesamtheit anhand einer Stichprobe iiberpriift werden kann.

Eine solche Vermutung bezeichnet man als Nullhypothese H,. Ein statistischer Test ist
dann zunichst einmal eine Entscheidungsregel

o(x1,...,x,) € {0,1}

die als Funktion der n Beobachtungen 1, . .., z,, die Nullhypothese Hy annimmt (¢(x1, ..., 2z,) =
0) oder verwirft (o(xq,...,x,) = 1).

Demnach ist ein Test durch seinen Verwerfungsbereich (oder auch kritischer Bereich),

also durch die Menge

K=A{(x1,...,2n) : @(x1,...,2,) =1}
eindeutig bestimmt.

Beispiel Wir betrachten wieder das Beispiel der Warenposten aus DVD-Scheiben. Als Ver-
mutung ber den Anteil der defekten DVD-Scheiben soll die Nullhypothese

Hy: Anteil der defekten DVD-Scheiben betragt 10%

mit Hilfe eines statistischen Tests anhand einer Stichprobe von n = 100 DVD-Scheiben
tiberpriift werden.

In diesem Fall wird man den Verwerfungsbereich mit Hilfe einer kritischen Schranke ¢ de-
finieren, ab der man sagt: Ist die beobachtete Anzahl Sipy = Zg{i X, > ¢, so wird die
Nullhypothese verworfen.

Es kann nun allerdings vorkommen, dass die Hypothese in Wahrheit zutrifft, aber aufgrund der
getroffenen Entscheidungsregel verworfen wird, da die beobachtete Anzahl s, der defekten
DVD-Scheiben die kritische Schranke iibersteigt (Fehler 1. Art). Die Wahrscheinlichkeit
fiir eine solche falschliche Ablehnung von Hj soll moglichst klein sein. Dazu gibt man sich
ein Niveau « vor (etwa a = 0.05) und bestimmt die kritische Schranke ¢ so, dass die
Wahrscheinlichkeit fiir eine filschliche Ablehnung der Hypothese maximal « ist.

Jetzt kdnnte man natirlich ¢ so wahlen, dass die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art Null
ist (einfach: Hypothese immer annehmen!). Dann wird der statistische Test aber sinnlos,
da nicht mehr zwischen “guter’ und “schlechter” Warenprobe unterschieden wird. Deshalb
wahlt man ¢ minimal, um damit die Wahrscheinlichkeit dafiir, die Nullhypothese zu verwerfen,
wenn sie tatsichlich nicht zutrifft, zu maximieren. Diese Wahrscheinlichkeit nennt man die
Macht des statistischen Tests. Das Komplementarereignis hierzu, d.h. die Nullhypothese zu
akzeptieren, obwohl sie in Wahrheit nicht zutrifft, heilt Fehler 2. Art.

Die mdglichen Ausginge eines statistischen Tests im Uberblick:

Entscheidung

fir H, gegen H,
Hy wahr richtig falsch
Fehler 1.Art
Hy falsch falsch richtig
Fehler 2.Art

o Niveau = Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 1. Art
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e Macht = Komplementarwahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 2. Art

Ein Signifikanztest zum Signifikanzniveau «, 0 < o < 1, ist ein statistischer Test zum
Niveau «, d.h. ein Test mit
P ( Fehler 1. Art ) < «v.

Im Beispiel geht man also wie folgt vor: Zu o wahle ¢ minimal mit
Po1(Si00 > ¢) < .

Hierbei deutet der Index 0.1 an, dass Sy unter P Bin (100, 0.1)-verteilt ist. Normalappro-

ximation fur
. S100 — 100 - 0.1 B S100 — 10

e /100-01(1—0.1) 3

c—10 c—10
P0.1(5100>C):P0.1(ST00> >%1—CI)< )

ergibt

3 3

Also ist ¢ minimal zu wahlen mit

—1
) (C 3 O) =1 — o und das liefert ¢ = 32;_, + 10.

Allgemein: Approximativer Binomialtest (“Gut - Schlecht” Priifung)

Gegeben sei die Summe
S, =Xi1+...+X,

von n unabhingig Bernoulli-verteilten Zufallsvariablen X; mit unbekanntem Parameter p und
die Nullhypothese

Hy : p=po

zu fest gewahltem Parameter py € [0, 1].

Zu gegebenem Niveau a bestimme man dann die kritische Schranke

c=/npo(l —po)z1-a +npo.

Dann ist die Hypothese zu verwerfen, falls die Stichprobensumme s,, = >"" | x; groRer als ¢
ist.

Bemerkung (zweiseitiger approximativer Binomialtest) In Wahrheit haben wir bei obigem
Test nur getestet, ob der Anteil der defekten DVD-Scheiben gleich 10% ist, wenn der unbe-
kannte Parameter p aus der Menge [0.1, 1] stammt. Ist allerdings auch p < 0.1 mdglich, so
setzt sich der Verwerfungsbereich aus einer unteren kritischen Schranke ¢, und einer oberen
kritischen Schranke ¢, zusammen:

K={(z1,...,2,) : sy <,y U{(x1,...,2,) 1 Sp > Co}

und man spricht von einem zweiseitigen Ablehnungsbereich.
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ZweckmalRigerweise wahlt man dann zu gegebenem Niveau «

cu = —v/npo(l — po)zi—g + npo
co = v/npo(l —po)zi-2 +npo

d.h., die Nullhypothese wird verworfen, wenn die Stichprobensumme kleiner ¢, oder gréBer
¢, ist, oder in GroRen der standardisierten Summe

Sn — Npo

Vrpo(1—po)

St =

falls [S}] > 21-a.

Der approximative Binomialtest im Uberblick:
Test auf den Parameter p einer Binomialverteilung

Annahme X1, ..., X, unabhangig Bernoulli-verteilt, also S,, = X; +...+ X, binomialver-
teilt.

Hypothese
(@) Ho : p=1po (b) Ho : p < po (c) Ho : p=>po
Entscheidungsregel Betrachte als TestgroRe

T<X177XH)ZM:\/E X_po

————— (approx. N(0,1)-verteilt, falls p = py)
npo(1 — po) Po(1 — po)

Hierbei ist X := 1 3"" X, das Stichprobenmittel.
Ablehnung, falls

@[T >z (B)T>zn. (T<-2a

Will man die Annahme an die Verteilung der Stichprobenvariablen fallenlassen, muss man
sich im allgemeinen auf das Testen einiger weniger Kennzahlen beschranken.

GauR-Test
Test auf das Mittel m einer Verteilung bei bekannter Varianz

Annahme X, ..., X, unabhingig, identisch verteilt mit bekannter Varianz Var(X;) = o2

und X; ~ N(m,c?) oder bei n > 30 X; beliebig verteilt mit F(X;) =m
Hypothese
(a) HO LM =my (b) H() :m < my (C) H() m 2> my

Entscheidungsregel Betrachte als TestgroRe

T(X1,..., X)) =vn (approx. N(0,1)-verteilt, falls m = my)

wobei

_ 1 <&
X::E;Xi
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das Stichprobenmittel bezeichnet.
Ablehnung, falls
(@) [T > z1-¢ (b) T'> 214 ()T < —21-q.

Der Rest dieses Abschnittes dient der Ubersicht einiger wichtiger Testprobleme. Dabei wird
danach unterschieden, ob es sich um Ein-Stichproben oder Mehr-Stichproben Tests handelt.

Ein-Stichproben Tests

t-Test
Test auf das Mittel m einer Verteilung mit o unbekannt

Annahme X, ..., X, unabhingig, identisch verteilt mit
X; ~ N(m,0?) bzw. bei n > 30 beliebig verteilt mit £(X;) = m und Var(X;) = o*

Hypothese
(a)HO:m:mg (b)Ho:m§m0 (C)H()Zmzmo

Entscheidungsregel Betrachte als Testgrole

7—m0

T(X,.... Xa) = V=

( approx. t,_1 — verteilt, falls m = my) .

Hierbei ist

n

Z(Xi — X)? die Stichprobenvarianz.

=1

1
n—1

Ablehnung, falls
(a) |T‘ > tn_171_% (b) T > tn—l,l—a (C) T < _tn—l,l—a-

Fiir n > 30 kann man die Quantile der ¢-Verteilung durch die entsprechenden Quantile der
Standardnormalverteilung ersetzen.

y2-Test fiir die Varianz

Annahme X, ..., X,, unabhingig N(m,c?)-verteilt, m unbekannt
Hypothese

(a) Hy: 0® =0} (b) Hy: 0* <o} (c) Hy:0?> 0o}

Entscheidungsregel Betrachte als TestgroRe

n—1
T(Xy,...,X,) = 5
99

S? (2, — verteilt, falls 0 = 7).

Ablehnung, falls
(a) T < X%—l,% oder T' > Xi—m—% (b)) T >x2 114 (o) T < X2

n—1,a"

Mehr-Stichproben Tests
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Bei mehr-Stichproben Tests sollen Zusammenhange mehrerer unabhangiger Stichproben mit
moglicherweise verschiedenen Langen

xMxWm
X2 xP
XM x®

getestet werden. Die zentrale Frage in diesem Zusammenhang ist dann die nach der Gleich-
heit der zugrundeliegenden Verteilungen bzw. nach der Gleichheit gewisser Kennzahlen der
zugrundeliegenden Verteilungen.

Zwei-Stichproben GauB-Test
Test auf Gleichheit der Mittel mx und my- zweier Verteilungen bei bekannten Varianzen

Annahme X, ..., X,, unabhingig, identisch verteilt
Y1, ...,Y, unabhangig, identisch verteilt mit

X; ~ N(mx,ox) Y; ~ N(my, o} )-verteilt

oder

X, Y; mit beliebiger (stetiger) Verteilung

E(X;) = mx,Var(X;) = 0%, E(Y;) = my , Var(Y;) = oy und m,n > 30.

In beiden Fillen seien 0% und 0% bekannt.
()Ho mx = my (b)HO mX<my ()HO mX>my

Entscheidungsregel Betrachte als TestgroRe

X-Y
T( Xy, , Xm, Y1,...,Y,) = = approx. N(0,1)-verteilt, falls mx = my .
Ix

_|_
3 |».<w

m

Ablehnung, falls
(a) |T| > z1-2 (b) T > 2z, ()T < —21_q-

Bei unbekannten Varianzen verwendet man

Zwei-Stichproben ¢-Test
Test auf Gleichheit der Mittel mx und my zweier Verteilungen bei unbekannten Varianzen

Annahme X, ..., X,, unabhingig N(mx,o%)-verteilt
Yi,...,Y, unabhingig N(my, 0% )-verteilt

2 _ 2
0% = 0y unbekannt.

Hypothesen wie im zwei-Stichproben GauR-Test
Entscheidungsregel Betrachte als TestgroRe

mn(m +n — 2) X-Y
m+n V(m—1)S% + (n—1)S2

T(X1,. .., X, Ve, ., Y,
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mit
1 & _ 1 _
2 2 2 2
=X, - XPund §f = —— > (¥, - V).
Sk m—1 i:1< i )" und Sy 0 i:1( i )
(tinan_o-verteilt, falls myx = my.)

Ablehnung, falls

(a) ‘T‘ > tm+n72,1f% (b) T > tm+n72,1fo¢ (C) T < _tm+n72,1fa-

Fiir eine Erweiterung des zwei-Stichproben t-Tests auf den Fall ungleicher Varianzen siehe
[2].

F-Test

Test auf Gleichheit der Varianzen zweier Normalverteilungen

Annahme X, ..., X,, unabhingig N(mx,o%)-verteilt

Y, ..., Y, unabhingig N(my, 0% )-verteilt

Mittel unbekannt

Hypothese

(a) Hy: 0% =0 (b) Hy : 0% < 0} (c) Hy : 0% > 0}
Entscheidungsregel Betrachte als TestgroRe

_ 5%

T(X1,---,Xm,Y1,-.-,Yn)—S—2
Y

(Fp11 — verteilt, falls 0% = 07,)
Ablehnung, falls

(a) T < mel,nfl,% oder T' > mel,nfl,lf%
(b) T > mel,nfl,lfa (C) T < mel,nfl,a-

Statt Mittel und Varianzen auf Gleichheit zu {iberpriifen kann man schlieBlich auch zwei
(oder mehr) Verteilungen auf Gleichheit iiberpriifen.

Y?-Homogenititstest

Annahme

X{l), L XW unabhangig und identisch verteilt mit Verteilungsfunktion F}

’ “Xnq

X{z), X unabhangig und identisch verteilt mit Verteilungsfunktion F,

n2

ka), e ,ng) unabhingig und identisch verteilt mit Verteilungsfunktion Fj
Hypothese
HO:FIZFQZ...:Fk

Um die Hypothese zu testen, unterteilen wir zunichst die z-Achse in m > 2 disjunkte
Intervalle
Al :] — 00, ZIL AQ :]Zh 22]’ cee 7Am :]Zm—la OO[
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und bestimmen fiir jedes Intervall die Haufigkeiten
hy=#{X" : XD eA},i=1,.. . kj=1..m
und bilde hierzu die Spaltensummen
hj=hy+...+hgy,j=1,...,m

Begriindung Unter der Hypothese sind die Stichprobenvariablen identisch verteilt und damit
sollten fiir alle 5 die relativen Haufigkeiten

— 1=1,...,k
n;
nahezu ubereinstimmen, d.h.
hii  h. nih.;
- oderhij— Zjf\JO.
n; n

Hierbei ist n = ny + ... + ns.

Entscheidungsregel Betrachte als TestgroRe

T(x®, . xE) = ZZ]—

TL,L]’L]
=1 j5=1 n

Ablehnung, falls
T> X%k:fl)(mfl),lfa'

x2-Anpassungstest

Haufig ist man daran interessiert, ob die unbekannte Verteilung einer Grundgesamtheit gleich
einer gegebenen hypothetischen Verteilung ist.

Dazu stellen wir uns vor, dass die Stichprobenvariablen X7, ..., X, unabhdngig und identisch
verteilt sind mit einer Verteilungsfunktion F' und wir stellen zu gegebener Verteilungsfunktion
Iy die

Hypothese H, : F' = F;
auf.

Im nichsten Schritt unterteilen wir die z-Achse in k > 2 disjunkte Intervalle

Ay :] - 00721], Ay 2]21722], co Ay :]Zk—laoo[

und bestimmen fiir jedes Intervall A,

e die Anzahl h; der in A; liegenden Stichprobenwerte

hj = #{xl x; € AJ}
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e die theoretische Wahrscheinlichkeit p;, dass eine Stichprobenvariable X mit Vertei-
lungsfunktion Fj einen Wert in A; annimmt

pj = P(X € A;j) = Fo(z) — Fo(zj-1) -

Hierbei setzt man Fy(zp) = 0 und Fy(zx) = 1.

Hinweis: Ist der Wertebereich der Stichprobenvariablen endlich, etwa {a, ..., a;}, so kann
man auf die Klassifizierung verzichten und h;, p; definieren durch

hj:#{xi:xi:aj} pJ:P<X:CLJ)

Entscheidungsregel Betrachte die TestgroRe
k k72
1 h
T(Xi,...,X Z ”pf = (=32 -n).
Jj=1 " Pj
Ablehnung, falls
T > Xi—l,l—a :
Dieser Test hat dann das approximative Niveau .
Hinweis Die Anzahl der Beobachtungen sollte mindestens so groR sein, dass np; > 5 gilt
firj=1,...,k
x%-Test auf Unabhingigkeit (Kontingenztest)

Ausgangspunkt des Tests auf Unabhangigkeit ist die Frage, ob zwei Merkmale X und Y in
einer gegebenen Grundgesamtheit voneinander unabhangig sind oder nicht. Es ist also ein
statistischer Test zu konstruieren, der aufgrund einer zweidimensionalen Stichprobe

(I’l, y1)7 ey (I‘n, yn)
entscheidet, ob die folgende
Hypothese Hy: X und Y sind unabhingig

angenommen werden kann oder nicht.
Wie beim y2-Anpassungstest unterteilen wir die z-Achse in & > 2 disjunkte Intervalle

A =]—00,21), Ay =]z1, 2], ..., Ak =] 21, 0]
und die y-Achse in [ > 2 disjunkte Intervalle
By =]—00,%], By =%, %),..., B =]%_1,00].

Hierzu stellen wir dann die zughdrige Kontingenztabelle mit Randhadufigkeiten auf

Yy
T B1 B2 e Bl
Al hll h12 e h’ll h1~
A2 hoi hos ... ho | ho.
A | it hie -+ hig | hy.
he ho ... hy
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und bilden die Grole h
hij =——21<i<k 1<j<I
n

Begriindung Unter der Hypothese sind die Merkmale X und Y unabhangig und damit

Bei groBer Stichprobenldange n sollte zudem die relative Haufigkeit in der Nahe der theoreti-
schen Wahrscheinlichkeit liegen, also

hij
n

n n
Ingesamt sollte also gelten
n

n

7 )
also h/z'j ~ il”

Folglich fiihren wir nun einen y2-Anpassungstest gegen die Produktverteilung B,j/n durch
und bilden dementsprechend die TestgroRe

T(Xy,...,X,) =

k
1=

:-z

T LD P S

Entscheidungsregel
Ablehnung, falls 7' > x¢, 1y, 1),

Bemerkung (zur Anzahl der Freiheitsgrade)

Da pro Zeile (bzw. Spalte) eine der Haufigkeiten h;; von den iibrigen | — 1 (bzw k — 1)
Haufigkeiten iiber die entsprechende Randhaufigkeit h;. (bzw. h.;) abhdngt, ergibt sich als
Anzahl der Freiheitsgrade in der TestgroRe

Kl—l—k+1=(k-1)(1-1).
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