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I. Deskriptive Statistik
1. Grundbegriffe

Die deskriptive oder auch beschreibende Statistik beschaftigt sich mit der Erhebung und
Aufbereitung von Daten, die im Rahmen von Erhebungen, wie zum Beispiel Volkszdhlungen
und Umfragen, oder bei Messungen gewonnen werden.

Erhoben werden Merkmale wie zum Beispiel Alter, Geschlecht, Einkommen, Temperatur
oder Druck. Unterschieden werden Merkmale nach qualitativen Merkmalen, wie Ge-
schlecht, Nationalitdt oder Beruf, und quantitativen Merkmale, die man ihrerseits noch-
mals in diskrete Merkmale, etwa Alter und Einkommen, und stetige Merkmale, etwa Tem-
peratur und Geschwindigkeit unterteilt.

Die Merkmalsauspragungen sind die Gesamtheit der moglichen Werte eines Merkmals,
also:

Beispiele
Geschlecht: mannlich, weiblich
Alter: 0,1,2,3, ...

Temperatur: die reellen Zahlen R oder Teilmengen der reellen Zahlen

Als Merkmalstrager bezeichnet man die fiir die Erhebung der Daten relevanten Objek-
te. Das sind also zum Beispiel bei einer Umfrage die Menge der relevanten Personen. Die
Gesamtheit der fiir eine statistische Erhebung relevanten Merkmalstrager heilt Grundge-
samtheit.

Bei Erhebungen unterscheidet man zwischen einer Vollerhebung, bei der alle Merkmalstra-
ger der Grundgesamtheit erfasst werden (etwa Volkszdhlung) und einer Teilerhebung oder
Stichprobenerhebung, bei der nur eine zufallig gewonnene Teilmenge der Grundgesamtheit
erfasst wird, wie es bei Umfragen der Fall ist.

Merkmalstypen, Skalierung, Klassierung
Wir haben bereits die Unterscheidung zwischen quantitativen und qualitativen Merkmalen
angesprochen. Durch Quantifizierung kann ein qualitatives Merkmal in ein quantitatives
umgewandelt werden, z.B.:

grin =23 Europa =3

blau = 14 oder Asien =1

Skalierung
Bei quantitativen Merkmalen spielt die Skalierung eine wichtige Rolle. Man unterscheidet
folgende Skalen:
Nominalskala: die zugeordneten Zahlen dienen lediglich zur Unterscheidung der Merk-
malsauspragungen
Beispiel Steuerklassen |, Il, ..., V.
Ordinalskala, Rangskala: die Merkmalsauspragungen werden zueinander in einer
Rangfolge in Beziehung gesetzt
Beispiel Schadstoffklassen 1, 2, 3, 4.
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Kardinalskala: zusatzlich zur Rangfolge spielt auch noch der Abstand zwischen zwei
Merkmalsauspragungen eine Rolle

Beispiele Temperatur, Einkommen.

Klassierung
Ein stetig verteiltes Merkmal kann durch die Aufteilung der Merkmalsauspragungen in
Teilintervalle (Klassen) in ein diskretes Merkmal iiberfiihrt werden.

Beispiel
< 160 cm 180...189cm

Korpergrofe in cm  —— Klassen 160...169cm 190...199cm
170...179cm > 200 cm

Bei der Erhebung statistischer Daten unterscheidet man zwischen

e Befragung (z. B. Umfrage, Volkszdhlung)
e Beobachtung (z. B. Verkehrszdhlung, Messung,...)

e Experiment (Messung im “physikalischen” Experiment).

Bei der Teilerhebung statistischer Daten wird die Stichprobenauswahl entscheidend, d. h.
von welchen Merkmalstragern werden die Daten erhoben. Es gibt hierzu, neben willkiirlicher
Auswahl, Stichprobentechniken.

Beispiel Quotenauswahl

Bei der Auswahl achtet man darauf, dass bestimmte Merkmalsauspragungen in der Teil-
gesamtheit dieselbe relative Haufigkeit besitzen wie in der Grundgesamtheit. Man spricht
dann von einer "reprasentativen” Auswahl, im Zusammenhang mit Umfragen etwa von einer
reprasentativen Umfrage.
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2. Auswertung eindimensionaler Datensatze
Die Gesamtheit der Daten aus der statistischen Erhebung bezeichnet man als Urliste. Wird
nur ein Merkmal erhoben, so kann man die erhobenen Merkmalswerte als Folge aufschreiben:

T1,22,T3,...,Tn

Auf diese Weise erhilt man eine Stichprobe der Linge n. Alternativ spricht man auch
von einer Messreihe, sowie statt von Merkmalswerten auch von Messwerten oder Beob-
achtungen.

Beispiel Jahreshdchsttemperaturen (in °C) in Darmstadt in den Jahren 1996 - 2005

33.0 33.2 36.5 322 342 344 372 381 323 347

Absolute und relative Haufigkeiten

Es seien a1, as, . . . , ay die moglichen Merkmalsauspragungen. Die Anzahl der Merkmalswerte
T1,...IT,, die mit a; libereinstimmen, heift absolute Haufigkeit von a; und wird mit i(a;)
bezeichnet (j =1,...,s).

Der Anteil
h(a;)
n

flaj) = (j=1,...,9)

des Merkmalswertes a; an der Gesamtzahl n der erhobenen Merkmalswerte heilt relative
Haufigkeit. An den relativen Haufigkeiten kann man insbesondere sofort die Prozentanteile
ablesen.

Offenbar gilt:

S

S h(a)=n  und Zf(aj)zl.

j=1

Graphische Darstellungen der Haufigkeitsverteilung

Die gangigen graphischen Darstellungen von Haufigkeitsverteilungen sind
e Tabellen
e Stabdiagramme und Histogramme

e Kreisdiagramme.

Beispiel Stimmenverteilung bei der Bundestagswahl 2005

Das erhobene Merkmal ist in diesem Falle die mit der Zweitstimme gewahlte Partei. Eine
Beobachtungseinheit ist ein Stimmzettel. Die Gesamtheit der Merkmalswerte sind die zur
Wabhl stehenden Parteien, also SPD, CDU, CSU, usw. Um die Darstellung zu vereinfachen,
sind die weniger haufig gewahlten Parteien in der Klasse “Sonstige” zusammengefasst. Die
Anzahl n der Merkmalswerte ist gleich der Anzahl der giiltigen Zweitstimmen, in diesem
Falle n = 47 287 988.
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Haufigkeitstabelle

In der Haufigkeitstabelle werden die ermittelten absoluten und/oder relativen Haufigkeiten
tabellarisch erfasst.

Partei Zweitstimmen | Anteil in Prozent
SPD 16 194 665 34.2
Cbu 13 136 740 27.8
csu 3 494 309 7.4
Grune 3 838 326 8.1
FDP 4 648 144 9.8
Die Linke 4118 194 8.7
Sonstige 1912 665 4.0
Stabdiagramm Kreisdiagramm
..
SPD
S -
. cou
£ 8 ~SONST
LINKE
" CSCLEJRUENE FOP

SPD Gbu GsU GRUENE FDP LINKE SONST

Bei stetigen oder quasistetigen Merkmalen ist die Aufstellung einer Haufigkeitstabelle oder
eines Stabdiagramms sinnlos, denn die meisten Werte sind nur einfach oder gar nicht besetzt.

Beispiel
Jahrliche Milchleistung von Kiihen (in 100 Litern) (n=100).

374 |37.8]29.0(351|309]|285|384 347363304
39.1 | 37.3 453|322 274 |37.0|251|30.7|37.1]|37.7
26.4 | 39.7 | 33.0 | 325 | 24.7 | 35.1 | 33.2 | 424 | 37.4 | 37.2
375|442 139.2 | 39.4 | 43.6 | 28.0 | 30.6 | 38.5 | 31.4 | 29.9
345|343 (350|355 326 |33.7|37.7|353|37.0]|37.8
325(329(38.0|36.0|353|31.3|39.3|344|37.2]390
418 | 32.7 | 33.6 | 43.4 | 30.4 | 25.8 | 28.7 | 31.1 | 33.0 | 39.0
37.1 1 36.2 284|371 |374|308|41.6|33.8|35.0]|37.4
33.7 (338|304 |37.4|39.3|30.7|306|351|33.7]|329
35.7{329(39.2 | 375|26.1|29.2|348|33.3|28.8] 389
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Stabdiagramm

Ein Ausweg liefert hier die Klassierung. Bei der Wahl der Anzahl der Klassen ist allerdings
zu beachten, dass

e bei zu groRer Klassenanzahl viele Klassen unbesetzt bleiben,
e bei zu geringer Klassenanzahl Information verloren geht.

Als Faustregel gilt, dass die Anzahl der Klassen in etwa y/n entsprechen sollte, wobei n die
Anzahl der Beobachtungen ist.

In obigem Beispiel erhalten wir bei der Wahl von 8 Klassen der Form
[ala a2[7 [a27 CL3[, [a’37 CL4[, [a47 CL5[, [a57 a6[7 [a67 CL7[, [a'?a aS[a [a87 ag[

mit a1 = 24, ay = 27, az3 = 29.6, a,, = 32, a5 = 34.3, ag = 36.5, a;y = 38.4, ag = 40.5,
ag = 45.5 die folgende Hiufigkeitstabelle:

Milchleistung [24, 27| [27, 29.6] [29.6, 32| [32, 34.3]
Anzahl der Milchkiihe 5 8 13 18
Milchleistung [34.3, 36.5[ | [36.5, 38.4] | [38.4, 40.5[ | [40.5, 45.5]
Anzahl der Milchkiihe 17 20 12 7

Im folgenden bezeichne K; die Anzahl der Merkmalswerte in der Klasse [a;, a;41]. K heilit
Klassenhaufigkeit oder auch Besetzungszahl. Den zugehdrigen relativen Anteil

bezeichnet man als relative Klassenhaufigkeit.

Zur graphischen Darstellung klassierter Daten eignen sich Histogramme. Hierbei wird iiber
jedem der Teilintervalle [a;, a;;1[ ein Rechteck mit der Flache k; errichtet. Die Hohe d; des
Rechtecks errechnet sich also gemal der folgenden Gleichung

dj(aj1 —a;) = k;.

Man beachte, dass bei gleicher Klassenbreite nicht nur die Fliche, sondern auch die
Hohe der Rechtecke proportional zur relativen Klassenhaufigkeit k; ist.
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Histogramm zu obigem Beispiel

Jaehrliche Milchleistung (in 100 Litern)
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Kumulierte Haufigkeitsverteilung

Die Funktion
H(z) =) h(a;) firr € R
a; <
heift absolute kumulierte Haufigkeitsverteilung. Sie z3hlt zu gegebenem z € R die
Anzahl der Beobachtungswerte die kleiner gleich x sind. Die Funktion

Fa) = %H(m) =Y fla), weR

heilit relative kumulierte Haufigkeitsverteilung oder empirische Verteilungsfunkti-
on.

Eigenschaften der empirischen Verteilungsfunktion

e F'ist eine monoton wachsende Treppenfunktion
e 0 <F<L1

e F' besitzt Spriinge an den Merkmalsauspragungen a;

Als Beispiel fiir den typischen Verlauf einer empirischen Verteilungsfunktion im folgenden die
Verteilungsfunktion zu den Jahreshochsttemperaturen in Darmstadt aus den Jahren 1996-
2005.

Jahreshoechsttemperaturen (Da, 1996-2005)
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Lagemale

Modalwert /.4

Diejenigen Auspragungen a; mit der groRten Haufigkeit werden als Modalwerte bezeichnet.
Die Verwendung des Modalwertes zur Beschreibung von Datensdtzen sollte auf den Fall
unimodaler Verteilungen beschrankt bleiben.

Median z /.4

Der Median oder auch Zentralwert ist derjenige Wert z),.4, fiir den mindestens 50 % aller
Merkmalswerte kleiner gleich x ;.4 und mindestens 50 % aller Merkmalswerte groBer gleich
Tared sind.

Zur Bestimmung des Medians ordnet man die Werte x4, ..., x,, zunachst der GréBe nach an,
T STR) S - S I
und erhilt auf diese Weise die sogannte geordnete Urliste. Dann definiert man

T(ng1y falls n ungerade

(1.1)

3 <x(g) - x(%ﬂ)) falls n gerade

Arithmetisches Mittel (Durchschnittswert)
Der bekannteste Lageparameter ist das arithmetische Mittel

n S

T = E T; = Zajf(aj) .

i=1 j=1

Beispiel Preise fiir Normal-Benzin an 20 értlichen Tankstellen der GroRe nach geordnet:

129.4 1299 1299 1304 131.4
131.4 1329 1329 1329 1339
1344 1344 1349 1349 1349
1349 1354 1354 1359 136.4

In diesem Beispiel ist zp70q = 134.9, Tpeq = 134.15, T = 133.325. Wiirde eine Tankstelle
als besondere WerbemaRnahme den Benzinpreis von 132.9 auf 125.9 senken, so wiirde dies
den Durchschnittswert T von 133.325 auf 132.975 senken. Einen Einfluss auf den Median
(oder auf den Modalwert) hitte die Senkung dagegen nicht.

LagemaRe, die nicht empfindlich auf Extremwerte oder Ausreiller reagieren heillen robust.
Der Median ist also ein robustes LagemaR.
Bemerkung
(i) Median und arithmetisches Mittel stimmen i.a. nicht mit einer der moglichen Merk-
malsauspragungen iiberein.

Prominentes Beispiel: Durchschnittliche Anzahl der Kinder pro Familie.
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(i) Aquivarianz unter linearer Transformation Transformiert man die Daten gemaiR

(iii)

einer affin linearen Transformation der Form
yi = a+ bx;,
so gilt fiir das arithmetische Mittel
7=a+0bT

und ebenso
YMod = @+ bTprod,  YMed = @+ bTpreq -

Optimalititseigenschaften Das arithmetische Mittel 7 = £ 3™ | 2; minimiert die
Summe der quadratischen Abstande, d.h. es gilt

Z(ﬂﬁz —7)’ < Z(xl —r)firaller cR,r #£7.
i=1 i=1
Beweis
Z(l’z —r)? — Z(aﬁl —7)’ = (x5 — 1) — (2; — T)?
i=1 i=1 i=1 ~

—2x;7+7r2422,T— T2

= —2nTr + nr? + 2nT? — nT>

=n(r—3)>>0firr £7.
Auch Median und Modalwert erfiillen entsprechende Optimalitatskriterien.
— Der Median x);.q minimiert die Summe der Abstidnde, d.h. es gilt
n n
Z|xZ — Tpfed| < Z|xZ —r| firaller € R,r # Zpeq -
i=1 i=1

— Der Modalwert minimiert die Summe

- _ 1 falls z; £ r
D Lory Mit Lo,y = {
i=1

0 fallsx; =1r.

Weitere Lagemalie

Annahme: z1,...,2, >0

Geometrisches Mittel Z,.,,

3=

Tgeom = (1 ... Tp)

Findet Verwendung im Zusammenhang mit Wachstums- und Zinsmodellen. Sind etwa 1, . . ., x,,
die beobachteten Wachstumsfaktoren eines Portfolios mit Anfangsbestand K, so ist

Kn:KO'l’l'...'lL’n
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der Bestand am Ende der Periode n. Schreibt man

1 _
Kn:KO (l’ll’n)" :Ko'x;leom
—_——
:igeom
so ldsst sich Z e, als mittlerer Wachstumsfaktor iiber die n Perioden 1, ..., n interpre-

tieren.
Beziehung zum arithmetischen Mittel

Logarithmiert man die Messwerte y; := In x; so folgt

lnfgeom = Eln(xl e xn) = EZIH%‘Z = EZyl
i=1 i—1

d.h., In Z o, stimmt mit dem arithmetischen Mittel der logarithmierten Messwerte y; = In x;
tiberein.

Harmonisches Mittel ;1

N 1
Lharm ‘= 1 Zn 1
n i=1 g

Typische Anwendung: Ermittlung von Gesamtdurchschnittswerten aus Durchschnitten iiber
einzelne Teilbereiche.

Beispiel Der ICE von Frankfurt nach Berlin fahrt

e 150 km mit durchschnittlich 100 km pro Stunde

e 450 km mit durchschnittlich 200 km pro Stunde

Es sei x; die Durchschnittsgeschwindigkeit bei Kilometer i, i = 1,...600. Dann betragt die
Durchschnittsgeschwindigkeit iiber die gesamte Strecke

km
=160 | —| .

a0 (100 T 200)

Quantile und Box-Plots

LagemalRe alleine reichen zur Beschreibung der Daten einer Urliste nicht aus. Vergleicht man
etwa eine Einkommenserhebung in zwei Landern, so konnen die Durchschnittseinkommen
gleich sein, jedoch in einem Land groRere Einkommensunterschiede bestehen als im anderen
Land. Daher bendtigt man zusatzliche Kennzahlen, um die Lage der Daten moglichst effizient
erfassen zu kdnnen. Eine wichtige Methode sind Box-Plots, die mit Hilfe von Quantilen
definiert werden.
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Definition Es sei 2(1) < x(2) < ... < 2, eine geordnete Urliste und p €0, 1]. Jeder Wert
x, mit der Eigenschaft

1
—( Anzahl der Messwerte < x,) > p

n

und

1
ﬁ(/-\nzahl der Messwerte > z,) > 1 —p.

heilt p-Quantil.

Damit folgt
Tp = T([np+1) falls np nicht ganzzahlig

Tp € [T(np), T(np+1)) falls np ganzahlig.

Der Median x4 ist also insbesondere ein %—Quantil.

Spezialfille
ZTo.25 = Unteres Quartil 2o.75 = Oberes Quartil

Die Distanz dg = xo.75 — To.25 heillt Quartilsabstand.

Aufbau eines zugehdrigen Box-Plots

xmax -_r

L0.75

ol

Z0.25

Lmin —

Modifikationen
Die Lange der Linien (engl. “whiskers”, Barthaare) ober- bzw. unterhalb der Box kdnnen
variieren. Eine gangige Variation besteht darin, die untere von
maX{.CEQ.25 — 1.5 % dQ, xmin} bIS Z20.25
und die obere von
To 75 bis min{zg 75 + 1.5 % dg, Tmax }

zu fiihren. Messwerte, die darunter bzw. dariiber liegen, kdnnen gegebenenfalls als Ausreiller
durch einzelne Punkte explizit kenntlich gemacht werden.
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Streumalle

Neben der absoluten Lage der Messdaten ist auch ihre Streuung von groRer Bedeutung. Die
bekannteste MaRzahl fiir die Streuung einer Messreihe ist die empirische Varianz oder
auch mittlere quadratische Abweichung:

s

62 e %Z(m — )2 = (0, — 1) fay). (12)

Jj=1

Sie ist also definiert als das arithmetische Mittel der quadratischen Abstdnde der einzelnen
Messwerte zu ihrem Mittelwert. Die Wurzel hieraus

1 n
et —_ . 72
s " ;:1 (r; — )

heift Standardabweichung.

Der Zusammenhang zwischen der Standardabweichung s und der Streuung der Messwerte
kann folgendermalen prazisiert werden:

Fiir k > 1 liegen mindestens 100 - (1 — 75) Prozent der Messwerte 1. ..z, im Intervall
[z — ks, T + ks|. Insbesondere:

im Intervall
- [T — /25,7 + /25| liegen mindestens 50 % der Daten
- [ — 25,7 + 2s] liegen mindestens 75 % der Daten

- [ — 35,7 + 3s] liegen mindestens 90 % der Daten.

Begriindung der Abschatzung: Es reicht zu zeigen, dass
H := Anzahl der z; mit |x; —Z| > k- s

kleiner gleich 75 ist. Zur Abschatzung von H beachte man, dass

H = Z Vjzi—z|>k-sy Mt Lz, z>ks) =

i=1

1 falls |z, —z| > k-s
0 falls|z;—z| <k-s.
Offensichtlich gilt nun aber

n

n n 9
Ty — X 1 9 n
i=1 i=1

i=1

=n-s2

Diese Abschatzung ist allgemein giiltig und daher in vielen Fallen sehr ungenau. Wir werden
spater im Zusammenhang mit einem wahrscheinlichkeitstheoretischen Resultat sehen: Ist das
Merkmal in etwa normalverteilt, so gilt:

im Intervall
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- [T — 5,7 + s] liegen etwa 68 % der Daten

- [ — 25,7 + 2s] liegen etwa 95 % der Daten

- [ — 35,7 + 3s] liegen etwa 99 % der Daten.
Diese Abschatzung ist also deutlich besser!

Bemerkung

In der induktiven Statistik verwendet man statt (1.2) die modifizierte Form

1
2 _ )2
s-n_lg(xl T)°.

=1

Sie heillt Stichprobenvarianz und ist in vielen Statistikprogrammpaketen voreingestellt.
Fiir groBen Stichprobenumfang n ist der Unterschied zwischen den beiden Normalisierungs-

faktoren 1 und — vernachlissigbar.
n n—1

Die Normierung mit —L- statt mit = liegt darin begriindet, dass die Beziehung """ | z;—T =
0 eine der Abweichungen x; — T bereits durch die iibrigen n — 1 eindeutig festlegt. Die Anzahl
der Freiheitsgrade in der Summe Y7 | (z; — T)? betragt also n — 1 und nicht n.

Eigenschaften der empirischen Varianz
(i) Transformationsregel Werden die Daten gemil
Y; = a + bx;

linear transformiert, so folgt fiir die empirische Varianz 532; = %Z?:l(yl — 7)? der

transformierten Daten

si =b*s2.
Beweis
1l & ]l —
2 N2 32+ 2
S=pX oW —PrNw-a O

7 (at+bx;)—(a+bT)

Insbesondere folgt fiir die Standardabweichungen:

Sy = |b] 5.

(i) Verschiebungssatz

denn

1 1 < 1< 1
st == (z; — T)* ———E xf—Z—g 9(;@—1—52———5 L
i=1 i=1 i=1 i=1

=2 —2x,T+7T>
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Konzentrationsmale

Als Ausgangspunkt betrachten wir folgende aus [2] entnommene Statistik zu monatlichen
Umsatzen der Mobelbranche in 1000 Euro in den drei Stadten G, M und V:

Einrichtungshduser | G MV
1 40 180 60
2 40 5 50
3 40 5 40
4 40 5 30
5 40 5 20

In der Stadt G ist der Umsatz unter den 5 Mobelhdusern also ausgeglichen, wahrend in
der Stadt M ein Mobelhaus quasi eine Monopolstellung besitzt. Zur Quantifizierung solcher
Konzentrationen gibt es Konzentrationsmafe. Zur Diskussion solcher Male betrachten wir
folgende Ausgangsposition:

Gegeben sei ein kardinalskaliertes Merkmal mit nichtnegativen Merkmalsauspragungen. Wei-
terhin sei 1 < x5 < ... < x, eine bereits geordnete Stichprobe der Lange n mit positiver
Merkmalssumme >~ | x; > 0.

Lorenzkurve

Es sei i
Zi:l i
Z?:l i

der Anteil der k kleinsten Merkmalstrager an der gesamten Merkmalssumme. Tragt man die

Punkte "
(—,Uk) ,k:O,1,2,...,n
n

in das Einheitsquadrat ein und verbindet sie durch einen Streckenzug, so erhdlt man die
zugehorige Lorenzkurve.

Vg = k=0,1,2,....n

In obigem Beispiel erhilt man:

Stadt G | Stadt M | Stadt V
Vi Vi Vi
0.2 0.025 0.10
0.4 0.050 0.25
0.6 0.075 0.45
0.8 0.100 0.70
1.0 1.0 1.0

gl wWw N =X
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Man erhilt als zugehorige Lorenzkurven

A A A

Stadt G Stadt M Stadt V
Eigenschaften der Lorenzkurve

e Die Lorenzkurve ist immer monoton wachsend und konvex (d.h. nach unten gewdlbt).

e Die Starke der Wolbung, also ihre Abweichung von der Winkelhalbierenden, ist ein
MalR fiir Konzentration. Verlduft die Kurve auf der Winkelhalbierenden, so liegt ein
ausgewogener Markt vor.

Der Gini-Koeffizient G ist definiert durch

Flache zwischen Diagonale und Lorenzkurve

G

" Fliche zwischen Diagonale und horizontaler Achse
= 2 - Flache zwischen Diagonale und Lorenzkurve

Fiir die Berechnung des Gini-Koeffizienten gilt die folgende Formel:

230 iz n+1
G= 2%zt :
nY i Ti n

Beweis

7

L I I3 Iy

Y

Die Flache der I; betragt gerade

1 1
I; = o li-1 + %(Uz — V1)
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also summiert sich die Gesamtflache der I; zu

n n n—1
1 1 1 1
n 2 171+%Z(Ui— 171)——2 z+2_
=1 =1 =1
=vnp—v9=1

so erhalt man nach Einsetzen in die obere Gleichung

=2 (1_ (1_EZ?:1]'% n 1 >) _ EZ?:J% n+1

2 noYy T m noy T n

16
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3. Auswertung zwei- und mehrdimensionaler Messreihen

Zweidimensionale Messreihen

Werden bei einer Erhebung zwei Merkmale X und Y zugleich erhoben, so besteht die Urliste
aus Wertepaaren

(xla yl); (x27 ?J2)7 ey (ITLJ y”)

Typische Fragestellungen im Zusammenhang zweier Merkmale sind die nach Abhangigkei-
ten/Unabhingigkeiten zwischen den beiden erhobenen Merkmalen. Zur Darstellung der zwei-
dimensionalen Daten gibt es zunachst zwei Moglichkeiten:

e Kontingenztabelle: geeignet fiir nominalskalierte Merkmale
e Streuungsdiagramm: geeignet fiir kardinalskalierte Merkmale

(A) Kontingenztabelle

Bei diesem Verfahren werden die absoluten Haufigkeiten der méglichen Paare von
Auspragungen des Merkmals = und des Merkmals y tabellarisch aufgelistet:

Auspragungen von Y
Auspragungen von X | by ... b
aq hll Ce hll
Qg hkl C hkl

Hierbei steht h;; = h(a;,b;) fiir die absolute Haufigkeit der Wertepaare (a;, b;).

Beispiel (entnommen aus [1])

Zur Untersuchung von Abhangigkeiten zwischen Berufsgruppen und sportlicher Betati-
gung werden 1000 Personen befragt. Es entstand dabei folgende Kontingenztabelle:

sportl. Bet.
nie | gelegentlich | regelmaRig
Arbeiter 240 120 70
Angestellter 160 90 90
Beamter 30 30 30
Landwirt 37 7 6
sonst. freier Beruf | 40 32 18

fij = flai, b;) = —

Die Eintrage in der Kontigenztabelle heiRen gemeinsame Haufigkeiten. Statt der
absoluten, lassen sich hier natiirlich auch die relativen Haufigkeiten betrachten:
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Fragt man nach der absoluten Haufigkeit einer Merkmalsauspragung a; (bzw.b;) so
hat man die gemeinsamen Haufigkeiten h;; der entsprechenden Zeile (bzw. der ent-
sprechenden Spalte) aufzusummieren:

l
h(az) = hl = Z hij
j=1

k
h(b]) = h.j = Z hij
i=1
Diese Haufigkeiten werden auch als Randhaufigkeiten bezeichnet.

In obigem Beispiel

sportl. Bet.
nie | gelegentlich | regelmaRig | Randhiufigkeiten
Arbeiter 430
Angesteller 340
Beamter s.0. s.0. S.0. 90
Landwirt 50
sonst. freier Beruf 90
Randhaufigkeiten | 507 279 214 1000

Um nun die beiden Merkmale auf Abhingigkeit/Unabhangigkeit hin zu untersuchen,
bildet man die bedingten relativen Haufigkeiten

hi; : .
fx(a;|b;) = h_] der Auspragung a; gegeben die Auspragung b;
J
und

fy(bjla;) = h—] der Auspragung b; gegeben die Auspragung a; .

Die bedingte relative Haufigkeit fx(a;|b;) gibt also die relative Haufigkeit der Auspra-
gung a; an unter allen Merkmalstragern, die bzgl. des anderen Merkmals die Auspra-
gung b; besitzen. Sind die bedingten relativen Haufigkeiten

fx(ai]by), fx(az|b;), ..., fx(ax|b;)

der Auspragung as, ..., a;, des ersten Merkmals unabhangig von b; (also gleich fiir j =
1,...,1), so beeinflussen sich die Merkmale nicht und man sagt, dass sie unabhangig
sind.

Dieser Fall tritt genau dann ein, wenn auch die umgekehrten bedingten relativen Hiu-
figkeiten

fy (bilai), fy(b2las), ..., fy (bi|a;)

unabhangig sind von q; firi=1,..., k.
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Im Falle der Unabhangigkeit gilt insbesondere

Ix(ailbj1) = fx(ailbjo)

und damit
hijl ) h'jz - hij2 : h'jl

Summation iiber j; = 1,...,1 ergibt

hih.j, = hijy - 10
also .
hij, = l.n.n
und somit - da j, beliebig:
hi.h.;
hij - n J . (13)

Die gemeinsamen Haufigkeiten sind in diesem Falle iiber (1.3) also bereits durch
die Randhaufigkeiten bestimmt.

Fiir die bedingten relativen Haufigkeiten folgt hieraus insbesondere

hij _ hs. hi;  h.;
fx(aslb;) = h_j = bzw. fy(bjla) = hﬂ =,

sie sind also unabhangig von der Auspragung des jeweils anderen Merkmals.

Der Kontingenzkoeffizient

Um die Abhangigkeit zwischen zwei Merkmalen X und Y quantitativ erfassen zu
konnen, bildet man die folgende, als Chi-Quadrat Koeffizient, bezeichnete GroRe:

Syt

i=1 j=1

hij)

>z|

hih.;
—L

Hierbei ist ﬁij =

X? ist genau dann 0, wenn die Merkmale unabhingig sind, also wenn h;; = fzij gilt.
Je kleiner also der x2-Koeffizient, umso stirker spricht dies fiir die Unabhingigkeit der
beiden Merkmale X und Y. Allerdings hiangt die GréRenordnung des x2-Koeffizienten
von der Dimension der Kontingenztafel ab. Daher geht man vom Y2-Koeffizienten iiber
zum Kontingenzkoeffizienten

2

K= -
n—l—XQ

Der Kontingenzkoeffizient K nimmt Werte an zwischen 0 und

M —

7 1, wobei M = min{k,}.

Kma:p -
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Durch Normierung mit K,,,, erhalt man hieraus schlieRlich den normierten Kontin-
genzkoeffizienten

Beispiel (obiges Beispiel zum Zusammenhang zwischen Berufstatigkeit und sportlicher
Betatigung)

In diesem Falle ist x? = 38.55412 und wegen n = 1000 folgt fiir den Kontingenzkoef-
fizienten K = 0.192673 sowie wegen k = 5, | = 3, also M = min{k,(} = 3, folgt fiir
den normierten Kontingenzkoeffizienten K, = 0.2359753.
Streuungsdiagramm
Bei kardinalskalierten Merkmalen kann man die Wertepaare

($17 y1)7 R (Ina yn)

der Urliste als Punkte der Ebene auffassen und somit ein zugehériges Streuungsdia-
gramm erstellen:

Beispiel

In einem Krankenhaus wurden von 5 Neugeborenen Kérperlange X und Kopfumfang
Y (in cm) gemessen. Es ergab sich folgende nach Kdperlange geordnete Messreihe:

(48.6, 35.1), (49.5, 34.1), (50.7, 36.8), (51.1, 35.7), (52.4, 37.4)

Zu den jeweiligen Messwerten bildet man zunichst die beiden Mittelwerte

B R I
IZE;%a yzﬁ;yi
Im Beispiel 7 = 1 252.3 = 50.46, = £ 179.1 = 35.82.

Liegt bei einem Wertepaar (z;,y;) der erste Wert um den Durchschnitt z; ~ T, aber
der zweite Wert y; deutlich iiber oder unter dem Durchschnitt 7, so spricht dies eher
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fir die Unkorreliertheit der beiden Merkmale Korperlange X und Kopfumfang Y. Lie-
gen jedoch bei diesem Wertepaar bei beiden Merkmalen deutliche Abweichungen vom
Durchschnitt vor, so spricht dies fiir Korrelation. Folglich liefert das Produkt

(i =) (yi — )
einen brauchbaren Ansatz fiir ein KorrelationsmaR.

Aufsummieren iiber die gesamte Stichprobe und Normierung ergibt die empirische

Kovarianz
1 & _ B
Sxy = " E (s = Z)(yi — 7).

i=1

Nach Normierung mit den jeweiligen Standardabweichungen
1 1
L 7)) undor = (2392
sSx = | — T, — X und sy = [ = P
" n =1 ' n i=1 ! !

erhilt man den empirischen Korrelationskoeffizienten

Sxy Z?ﬂ(%‘ - T) (?Jz - @)

xy = = - = = =
SXSy \/21:1(3@‘ —Z)? 3 (v —Y)?
Eigenschaften
- —1<rxy <1
— rxy = —1 (bzw. rxy = +1) genau dann wenn die Wertepaare (z;,y;) auf einer

Geraden mit negativer (bzw. positiver) Steigung liegen.

— rxy = 0 spricht fiir die Unkorreliertheit der Merkmale X und Y. In diesem Falle
sind die Wertepaare (z;, ;) “regellos” verteilt.

— Die Merkmale X und Y heillen
x positiv korreliert, falls rxy > 0

x negativ korreliert, falls rxy < 0.

rxy = 0.827 rxy = 0.046 rxy = —0.999

-0 -05 00
.

-15

0
-30 -25 -20
I

— eine rechentechnisch giinstigere Darstellung fiir den Korrelationskoeffizienten ist

Yo LY — NTY

rxy = —= = = =
\/(Zz‘:1 x? - nx2>(zz':1 %2 - TWQ)
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Regressionsrechnung

Liegen die Wertepaare der n Beobachtungen (z;,y;) anndhernd auf einer Geraden, so
kann man von einem linearen Zusammenhang der Form

y=a-+bx (1.4)

sprechen. Die Koeffizienten a und b wahlt man dabei so, dass sich die zugehodrige
Gerade der gegebenen Punktwolke am besten anpasst. “Beste Anpassung’ bedeutet
dabei, dass die Summe der quadratischen Abstande

n

Q(a,b) =) [y — (a+ bax;)]*,

i=1
zwischen Messwert y; und entsprechendem Punkt a + bz; auf der Geraden y = a + bz,
minimal wird. (“Prinzip der kleinsten Quadrate” nach C.F. GauR).

Diejenige Gerade, die sich der Punktwolke dabei am besten anpasst, heillt Ausgleichs-
gerade oder Regressionsgerade. lhre Koeffizienten sind bestimmt durch

2 SXY
=220

., a=7—bT. (1.5)
Sx

Beispiel In obigem Beispiel ist
1
Sxy = 1(9043.6 —9037.386) ~ 1.55

und damit rxy ~ 0.8 (d. h. KorpergroBe und Kopfumfang sind (erwartungsgemaR)
stark positiv korreliert). Die Koeffizienten der zugehdrigen Regressionsgeraden sind
gegeben durch

b~ 0.72 und d ~ —0.51

also hat die Regressionsgerade die Form
y=—0.51+0.72z.

Mit Hilfe der Regressionsgeraden konnen wir nun zum Beispiel einen Vorhersagewert
("Prognose") fiir den Kopfumfang eines Neugeborenen bei einer Kdrperlange von 50
cm bestimmen: y(50) = 35.49.

Zu gegebenem Wertepaar (x;,y;) heift die Differenz
wi =y — 9 = yi — (@ + bay)

zwischen beobachtetem Wert y; und dem durch die Regressionsgerade erklarten ent-
sprechenden Wert 3; = a + bx; Residuum. Den Quotienten

n ~ —\2 n
R? — 2oim Wi —y)” 1_ D U 2
= n —2 — 'xy
>t (i —7)

> (i —9)°



2. November 2009 23

bezeichnet man als BestimmtheitsmaB. Er ist ein Mal fiir die Giite der Approxi-
mation der Messwerte 1; durch die berechnete Ausgleichsgerade und stimmt mit dem
Quadrat des Korrelationskoeffizienten iiberein.

Zur Optimalitat der Regressionsgeraden

Satz Es sei 5% # 0 und @, b wie in (1.5). Dann gilt:

Q(a,b) > Q(a,d) fiir alle (a,b) # (a,b) .

Beweis:
n

Qa,b) =Y lyi — (a+bz)))

=1

ist ein Polynom vom Grad 2 mit Gradient

grad Q(a,b) = (%—S(a, b), %—Cbg(a, b))

=2 (Z[yz- —(a+ba)l, Y wily — (a+ bxi”)

=1 =1

und Hesse-Matrix

Hof(a,b) = [ AL 3;%(a,b; ] , [ n nf} |

2
s (a:b)  GF nT 3T

Also
det Hy(a,b) =4 (nZw? — n252> = 4n’s3 >0,
i=1

damit ist H positiv definit und somit () gleichmaRBig strikt konvex.

Folglich besitzt () genau ein eindeutig bestimmtes Minimum und dies wird an der
“Nullstelle” (bzw. der kritischen Stelle) des Gradienten angenommen:

0 g,
grad Q(a,b) =0 & a—cj(a,b) =0 und a—cbg(a, b) =0

& Y =a+ bx und

n

0= Zmz(yz — (a+bxy)) = Zacz(yZ —bx; — (y — bT))

i=1
= inyi —bef — nTY + nbz?
i=1 i=1
< a =7 — bx und

b— Yo TilYfi —NTY  SXy

S a2 —nw? 83 -
i=1 T X
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Bemerkung (Nichtlineare Regression)

Bei vielen zweidimensionalen Messreihen ist von vorneherein klar, dass kein linearer Zu-
sammenhang zwischen den beobachteten Messwerten erwartet werden kann, sondern ein
funktionaler Zusammenhang der Form

y=[f(z)
fir eine geeignete nichtlineare Funktion f, z.B.
y = ae® fir b € R,a > 0.

Gesucht sind wieder diejenigen Parameter a und b, fiir die sich der zugehdrige Funktionsgraph
der gegebenen Punktwolke am besten anpasst. Hiufig kann man durch geeignete Transfor-
mation der Daten das Problem auf einen linearen Zusammenhang zuriickfiihren, wie etwa im
Beispiel y = ae®

logy = loga + bx

und zu bestimmen ist die Regressionsgerade zu den transformierten Beobachtungswerten

(1’1, IOg y1>7 (132, IOg y2)7 ) (Z‘n, IOg yn) .

Ausblick auf mehrdimensionale Messreihen

Bei einer statistischen Erhebung kdnnen natiirlich mehr als zwei Merkmale zugleich erhoben
werden. Als Urliste enstehen Tupel (d.h. geordnete Mengen) von Messwerten

($117-~71‘1m),($21,--->$2m),.--(xnl,--wl”nm),

die man in einer Datenmatrix zusammenfasst:

11 .. Tim
o1 ... Tom
Tpnl --- Tpm

Die graphische Darstellung der Urliste als Streuungsdiagramm ist fiir m > 4 nicht mehr
moglich. Zur Aufklarung von Abhangigkeiten zwischen den erhobenen Merkmalen kénnte
man zwar fiir jedes Paar von Merkmalen das zweidimensionale Streuungsdiagramm bzw.
die zweidimensionale Kontingenztabelle aufstellen. Da aber die Anzahl der Merkmalspaare
mit der Anzahl m der erhobenen Merkmale sehr schnell anwachst, ist dieser Ansatz sehr
aufwandig. Effizientere Methoden sind Gegenstand weiterfiihrender Veranstaltungen in der
Statistik.
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