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3. Ubung zu Lineare Algebra f. Ph.

Aufgabe 7 — Minitest:

In dieser Aufgabe sei V' der reelle Vektorraum R™, n € N mit n > 0.
Welche der folgenden Aussagen ist richtig? Begriinden Sie Thre Antwort.

1) Die Losungsmenge jedes linearen Gleichungssystems dndert sich nicht, wenn man
von einer Gleichung das A-fache einer anderen Gleichung substrahiert.

2) Es gibt einen Vektorraum, der nur zwei Elemente enthélt.
3) Sei f: V — R eine lineare Abbildung. Dann ist Kern(f) ein Unterraum von V.
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)
)
4) Jeder R-Vektorraum ist isomorph zu R3.
) 2009 ist ein Vektor in dem Vektorraum R.
)

6) Eine lineare Abbildung f: V — R ist genau dann injektiv, wenn Kern(f) = {0}.

Loésung:
1) Richtig.

2) Richtig. z.B Iy iiber Fy := {0, 1}.

4) Falsch. z.B. R? ist ein R-Vektorraum, aber nicht isomorph zu R3.
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)
)
3) Richtig. Folgt aus der Linearitét von f.
)
) Richtig.

)

6) Richtig. Sei uw # v € V. Dann ist f(u) # f(v) genau dann, wenn f(u — v) # 0.

Aufgabe 8 — Konvexitit:

i) Seien A, B € R" konvexe Mengen. Entscheiden Sie, ob auch der Schnitt AN B und
die Vereinigung A U B konvexe Mengen sind.

ii) Betrachten Sie in R” mit Standard-Skalarprodukt folgende Mengen

a)  Gy={zeR": (z,y) =0}, y € R",
b) Hy:={xeR": (z,y) <0}, ye R",

Skizzieren Sie beide und zeigen Sie, daf} sie konvex sind. Man bezeichnet H, auch
als Halbraum.

iii) Zeigen Sie, daff der Tetraeder mit den Eckpunkten p; = (1,1,0) , po = (1,—1,0),
ps = (0,—1,0) und py = (0,0, 2) konvex ist. Versuche hierbei den Tetraeder geeig-
net durch eine Anzahl von Halbrdumen zu beschreiben.
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i)

ii)

iii)

Seien A, B € R" konvexe Mengen. Die Vereinigung A U B ist nicht immer eine
konvexe Menge. Der Schnitt A N B ist wieder eine konvexe Menge. Dazu seien
x,y € AN B. Fiir die Verbindungstrecke z(A) =z + (1 — A\)(y — =) gilt wegen der
Konvexitiat von A und B die Zugehorigheit z(\) € A und z(\) € B.

Betrachten Sie in R™ mit Standard-Skalarprodukt folgende Mengen

a) Gy={zeR": (z,y)=0}, ye R",
b)  Hy:={zeR": (z,y) <0}, y € R",

Skizzieren Sie beide und zeigen Sie, daf} sie konvex sind. Man bezeichnet H, auch
als Halbraum.

Der Tetraeder mit den Eckpunkten p; = (1,1,0) , po = (1,—1,0), ps = (0,—1,0)
und py = (0,0,2) kann als der Schnitt von vier Halbrdumen dargestellt werden.
Jeder Halbraum ist nach ii) konvex, somit ist der Tetraeder nach i) als Schnitt von
konvexen Mengen wieder konvex.

Aufgabe 9 — Kreuzprodukt:

Gegeben sei eine Ebene E := {v + Aw; + pwy: A\, u € R} C R3. Zeigen Sie: Setzt man
a:=w; X we und b := (v, a), so gilt

E={rcR* (2,a) = b}

Losung: Aus (z,a) = b und b := (v, a) folgt

(x,a) = (v,a) = (x —v,a) =0

D.h. der Vektor (z — v)La := w; X wy. Aber wir wissen, dass alw; und alws,. Somit
muss x — v eine lineare Kombination von w; und w, sein.
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Hausaufgabe 5 — Lineare Formen: (4 Punkte)

Seien f1, fa, ..., fr lineare Formen.

a) Zeigen Sie, dass M (xy,xa,...,xx) = fi(x1) - fa(xe) ... - fr(zg) eine k-lineare Abbil-
dung ist.
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b) Zeigen Sie, dass Z fi(x;) f2(x;) f3(x) eine symmetrische 3-lineare Form ist.
i#i#k=1

c) Zeigen Sie, dass fi(x1) fa(xe) — fi(z2) f2(x1) eine antisymmetrische lineare Form ist.

Losung:

a) Zeigen Sie, dass M (x1,x2,...,xx) = fi(z1) - fo(xa) ... fr(xy) eine k-lineare Abbil-
dung ist.

b) Die Symmetrie folgt aus der Definition. Aus Teil a) folgt, dass die eine 3-lineare
Form ist.

c) fi(xy)fa(xe) — fi(xs) fo(xq) ist antisymmetrisch ist klar. Die ist eine lineare Form,
folgt aus a).

Hausaufgabe 6 — Lineare Gleichungssysteme: ( 2 + 4 Punkte)

1) Losen Sie das lineare Gleichungssystem iiber R mittels Gauss-Jordan-Algorithmus.

Ty + 2I2 + 31’3 + 41’4 =1
5ZL‘1 + 6[)32 + 71’3 + 85(74 =1
9!131 + 10I2 + 11l‘3 + 121}4 =1

2) Bestimmen Sie die Losungsmenge des folgenden linearen Gleichungssystems iiber
R in Abhéngigkeit von r € R:

r-r+ y+ z2z=1
r+r-y+ z=1
r+ y+r-z=1

Loésung:
1) Die Stufenform lautet

r1 + 229 4+ 3x3 + 4dxy = 1
—4$2—8$3—12$4:1

Im verbleibenden System

x1+2$2+31’3: 1
- 4]}2 — 8:1,’3 = —4
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2) e Falls r = 0, so hat das Gleichungssystem eine eindeutige Losung © =y = z =
1

5
e Falls r #£ 0 und r # +1 und r # —2 so ldBt sich das Gleichungssystem in die
Stufenform bringen

x4 Y+ z=1
r?—1 r—1 r—1

0 . P
+ ( )y + (——)z=—
2)(r—1 -1
0+ 0+w.zzr_
r+1 r+1

Also erhalten wir z = in die zweite Gleichung einsetzten erhalten wir

1
=20
Yy = 7"1% Also das Gleichungssystem besitzt eine eindeutige Losung x = y =
e Fallsr =1, (z,y,2) = (1 = A — p, A\, ) mit A\, u € R.
e Fallsr=—-1,z=y=2=1.

o Falls r # —2, keine Losung.



