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2. Ubung zu Lineare Algebra f. Ph.

Aufgabe 4 — Unterrdume:

a) Ist U := {(z,y,2) € R*: z +y = 0} ein Unterraum vom R3?
b) Ist V := {(x,y,2) € R*: z +y = 1} ein Unterraum vom R3?

c) Sei W :={(z,y,2) € R*: x + 2z = 0}. Zeigen Sie: R* = U + W.

Losung:
a) U ist ein Unterraum des R3.
b) V ist kein Unterraum des R3. Es ist zB 0 ¢ V.

c) Es ist klar, dass U + W C R3. Es bleibt zu zeigen R* C U + W. Sei (z,v, ) € R?
beliebig. Es gilt

(x,y,2) = S:c, —x, z)J+£O, T+, OZ.

evu ew

Aufgabe 5 — Lineare Abbildungen:
Gegeben sei der R-Vektorraum Ps := {a + bx + cz? + dz3: a,b,c,d € R}.

a) Wir betrachten die Abbildung f: P3 — R, f(a + bx + cz? + dx®) = a+ b+ c + d.
Zeigen Sie, dass f eine lineare Abbildung ist.

b) Bestimmen Sie den Kern und das Bild vom f.
c) Ist f injektiv bzw. surjektiv?

d) Sei D: Py — P, D(f) = %. Zeigen Sie, dass D eine lineare Abbildung ist. Be-
stimmen Sie Kern(D?) und Bild(D?).

e) Warum ist R* isomorph zu P3?

Losung:

a) fMa+bx+cx?+da®))=X-(a+b+c+d).
Seien A\, u € R und v = a; + asx + azx? + a2, w = by + boxw + bgx? + byx®. Dann
gilt f(Av + pw) = Af(v) + pf(w).

b) Aus f(a + bz + cx® + da®) = 0 folgt a + b+ ¢+ d = 0. Somit ist Kern f :=
{a+br+cx?+da:a+b+c+d=0} Esgil Bild f = R.

c) f ist surjektiv, aber nicht injektiv. Es ist z.B. f(1) = f(z) = 1.

d) Aus (D?)(f) = 0 folgt 2c+6dx = 0, somit ist Kern(D?) := {a+bx+cz*+dz®: c =
d=0} = P,. Und Bild(D?) = {¢+ 3dz: ¢,d € R} C P,.

e) Die Koeffizienten jedes Polynoms aus P entspichen genau einen Vektor aus R* .
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Aufgabe 6 — Normen:
a) Seien || - || und ||| - ||| Normen auf R". Zeigen Sie, daf§ dann auch
) b=l Il A € R¥\{0)
T [PPSR T}
i) [ [lmaz == max{|[ - [[, I - [[|}
V) | xmae = max{|] - [, Alll - [[[}, A € RT\{0}
Normen sind.
b) Zeichnen Sie die Einheitskugeln folgender Normen im R?:
DAl i) -l A0 [ fle i) ([ e v) o max][- [l ] 12}

vi)  max{Z[| - [J1, || - [lec}
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Hausaufgabe 3 — Geraden: (2 + 2 + 2 Punkte)

Sei L eine Gerade in R? bestimmt durch u, v mit v # v. Ferner seien n ein zu w := u — v
orthogonaler Vektor und p € L.

i) Zeigen Sie, daf} sich der Abstand der Geraden zum Nullpunkt mittels d = ‘<|T|Lﬁp>
bestimmen 148t. Zerlegen Sie p in seine Anteile beziiglich w und n und fertigen %ie
eine Skizze an.

ii) Sei x € R2 Zeigen Sie, daB z € L genau dann, wenn der Zerlegungsanteil von
x beziiglich n <‘7“1’1’|’|> betriagt, d.h.  die Gleichung < %7, —p >= 0 bzw.

[Inl]?
< e r >=< e p > erfiillt.

[Inl]” |||

iii) Sei L die Gerade durch die Punkte (0,1) und (1,0). Bestimmen Sie den Abstand
zum Nullpunkt sowie zum Punkt (2, 1).

Hausaufgabe 4 — Skalarprodukt: (2 + 2 + 20* Punkte)

Zeigen Sie, dass fiir einen R-Vektorraum V der folgende Zusammenhang zwischen Nor-
men und Skalarprodukten gilt:

a) Ist (-, ) ein Skalarprodukt auf V' mit zugehoriger Norm ||v|| = 1/ (v, v), so gilt die
Parallelogramm-Gleichung:

o+ wl|* + [Jo — wlf* = 2[jv]|* + 2| [w]].

b) Zeigen Sie

(v,w) = =({w+v,w+v) — (W —v,w—"0)).

4

c*) Ist umgekehrt || - || eine Norm auf V', die die Parallelogrammgleichung erfiillt, so

existiert ein Skalarprodukt (-,-) auf V' mit ||v|| = v/ (v, v).
Loésung:
a) Es folgt aus der Linearitit des Skalarproduktes.

b) Es folgt ebenfalls aus der Linearitit des Skalarproduktes.

¢*) Wir definieren

(v,0) = 3l + ] = [jo —w|P)
1. Es ist klar, dass die Symmetrie-Eigenschaft giiltig ist
(v, w) = (w,v)
2. Wir zeigen (v,w) > 0. Aus @) und b) erhalten wir
[[0l[* + [|w][* = 2(v, w) = [[v — w|[.

Daraus folgt
2(v,w) = ||vlf* + [Jw]]* = |lv — w||* > 0.

~
A-Ungleichung
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3. Wir zeigen die Linearitdt. Geméfider Parallelogrammgleichung gilt es
[lu+ v +wl|[* = 2fju+wl|* + 2|v]]* — [lu— v+ 0[]’ = o
sowie
[lu+ v+ wl|* = 2o+ wl* + 2[ul* = || = w+ v+ w|* =: 5.

Zusammen ergibt es sich:

l|u+ v+ wl||]* = %(a—l—ﬁ)
ZHU+MW+HW2HW+MW+HMP—%NU—U+MF+H—U+U+MR
Analog erhalten wir
HU+U—WH2=|W—ﬂ4V+HMP+ﬂv—wH%Hhﬂf—%Qhkﬂ%ﬂﬂf+H—U+v—WH%-
Es folgt
(-t 0,0y = (llut v+ wl? =t o~ wl?)

1
szu+ww+ﬂv+ww—HU—MW—HU—MW)
= (u,w) + (v, w)

Es gilt also fiir A € N, A(u, v) = (Au,v) = (u, Av). Und nach der Konstruktion
gilt es auch fiir A = 0, A = —1 und somit auch fiir A € Z. Deshalb gilt es auch
fir A == € Q:

n{iu,v) = n(%u,v) = m(u,v) = n\(u,v)

Wegen der Stetigkeit von || - || gilt die Homogenitat auch fiir A € R.



