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Aufgabe 37 (3 Punkte)
(a) Fiir die Zufallsvariable X gelte:

P{X =2} =03,P{X =4} =04, P{X =5} =0.3.

Bestimmen Sie die Varianz der Zufallsvariablen X.
(b) SeiY eine U(1,2)-verteilte und sei Z eine von Y unabhéngige U (0, 4)-verteilte Zufallsvariable.
Bestimmen Sie die Varianz von Y + Z.
Losung:

(a) Fiir eine diskrete Zufallsvariable X, die nur die Werte {x1,x9,z3,... } annimmt, gilt:
E(X) =) - P[X =),
k=1

Da X nur die Werte 2,4 und 5 mit einer Wahrscheinlichkeit groffer 0 annimmt, ergibt obige
Formel:

EX = 2-PX=2/+4-P[X=4]+5-P[X = 5]
= 2.03+4-04+5-03=3.7
EX? = 22.P[X =2]+4?-P[X =4] +5° - P[X = 5]
= 4-03+16-04+25-03=124+64+75=15.1
Var(X) = E[X?] - (EX)?=15.1—(3.7)> =15.1 — 13.69 = 1.41

(b) Laut Vorlesung gilt fiir eine U(a, b)-verteilte Zufallsvariable A

PRy
vVar(4) = L=
12
Also )
Var(Y) = @-1" _1
12 12
und

(4-0° 16 _4
12 12 3
und wegen der Unabhéngigkeit von Y und Z ergibt sich

Var(Z) =

1 1 1
Var(Y + Z) = Var(Y) 4+ Var(Z) = 5 + 1—2 = 1—;
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Aufgabe 38 (3 Punkte)
Die Zufallsvariable X ist stetig verteilt mit Dichte

Fa) = Sx(2—2) fir0<az<2,
o sonst.

Bestimmen Sie den Erwartungswert und die Varianz von X.

Losung: Der Erwartungswert ist
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und es gilt

23 2
:/ —-2x3da:—/ 2t dx
0o 4 0
2 2

_3. 2.4 315

4 4 |,_y 4 5 |,
6 3
—E-16—2—0'32
_6
5

womit die Varianz

VarX =E[X?] — (EX)?

_6
5
_1
5
ist.
Aufgabe 39 (3 Punkte)

In einem Fischteich befinden sich insgesamt 5 Fische. Jeder der Fische ist entweder ein Goldfisch
oder ein Bitterling. Wir fangen dreimal jeweils einen Fisch den wir sofort wieder in den Teich



10. Ubung Mathematik und Statistik fiir Biologie

zuriickwerfen und erhalten folgendes Ergebnis: Bitterling, Goldfisch, Goldfisch. Gesucht ist die
Anzahl 0 € {0,...,5} der Goldfische. Die Zufallsvariable X; habe den Wert 1, falls beim i-ten Fang
ein Goldfisch ins Netz ging und Null sonst (fiir ¢ = 1,2, 3). Die Idee beim Maximum-Likelihood-
Prinzip ist es, den Parameter 6 so zu wéhlen, dass die Wahrscheinlichkeit fiir das oben angegebene
Fangresultat maximal ist. Dabei kann man davon ausgehen, dass die Zufallsvariablen X, X5, X3
unabhéngig und identisch verteilt sind. Bei obigen Féngen wurde fiir X; der Wert 0, fiir X5 der
Wert 1 und fiir X5 der Wert 1 beobachtet.

(a) Bestimmen Sie die Verteilung von X; in Abhéngigkeit von 6.
(b) Bestimmen Sie dasjenige 0 fiir 6 € {0,1,...,5}, fiir das die Funktion

L(O)=Py[X1=0,Xy=1,X3=1]
maximal wird.

Bemerkung: Mit L bezeichnen wir die Maximum-Likelihood-Funktion.

Losung:

(a) Aufgrund der Art des Experiments handelt es sich um eine Binomialverteilung mit n = 1. Es
ist also lediglich p zu bestimmen. Sind im Teich § Goldfische, so ist die Wahrscheinlichkeit

zufillig einen Goldfisch zu fangen g. Somit folgt:
0
p=Po{X1=1} = .

(b) Aufgrund des Ergebnisses bei obigem Experiment reicht es, die Fille 6 € {1,2,3,4} zu be-
trachten (da fiir # = 0 bzw. 6 = 5 obiges Ergebnis nicht auftreten kann). Wegen der Unab-
héngigkeit gilt

LO)=Py[X1=0,Xo=1,X3=1]=Py[X; =0] - Py[Xo=1] - Py[Xs=1]=(1—p)-p-p

4 1 1 4
L = 5535 15
3 2 2 12
Loy = 555 15
2 3 3 18
L - ..z -
(3) 5 5 5 125
Ly~ LAA_ 6
5 5 5 125

Da L(3) maximal ist, entscheiden wir uns fiir § = 3.

Aufgabe 40 (3 Punkte)
Drei perfekten Schiitzen stehen drei unschuldige Enten gegeniiber. Jeder Schiitze wahlt zuféllig
und unbeeinflusst von den anderen Schiitzen eine Ente aus, auf die er schiefst. Sei X die zufillige
Zahl iberlebender Enten. Bestimmen Sie Erwartungswert und Varianz von X unter Verwendung
der Darstellung

3
X = ZXi’ wobeil X; =

{ 1 , falls Ente 7 iberlebt
i=1

0 , falls Ente ¢ nicht iiberlebt
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Losung: Es gilt:

P{X, =1} = <§>3

3
= E(X)=1-P{X;=1}= <§> ~ 0,296

3
= EX)=E (Z XZ-> ~3-0,296 = 0.89
=1

Fiir die Varianz gilt

Var(X) = E[X? - (EX)?=E[X| + X2+ X3)}] - (EX)?
= EB[X?+ X2+ X2 42X X0 4 2X1 X3 42X, X3] — (EX)?
E[X?] + E[X3] + E[X3] + 2E[X Xo] + 2E[X; X3] + 2E[X2X3] — (EX)?

und wir berechnen fiir ¢ = 1,2, 3

92 3
E[X?] =1 P{X; =1} = <§> .
Zur Berechnung von E[X;X;] mit ¢ # j iiberlegen wir uns zunéchst, dass X; - X; = 1 genau dann,
wenn Ente ¢ und Ente j iiberleben, wenn also alle drei Jéager auf die verbleibende dritte Ente
schiefien, was mit einer Wahrscheinlichkeit P{X;X; = 1} = (%)3 = 2—17 geschieht. In allen anderen
Féllen ist X;X; = 0. Damit folgt

1
E[X:X)] =1 P{X;X; =1} = &

2\? 1 2
Var(X):3-<—> +6 ——(3-§> ~ 0.321

und somit

3 o7



