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Aufgabe 1. (1-Kozykel und verschrinkte Homomorphismen) Seien g and
V' Lie-Algebren sowie a:g — der(V) ein Homomorphismus. Wir bilden dann die
semidirekte Summe V' x, g mit der Lie-Klammer

[(v,2), (v, 2")] := ([v,0'] + a(x)v — a(z")v, [z, 2]).

Eine lineare Abbildung f:g — V heifit verschrankter Homomorphismus (crossed homo-
morphism), wenn

(f?idg)3g_>v>4ag

ein Homomorphismus von Lie-Algebren ist. Das sind dann genau die homomorphen

Schnitte der Quotientenabbildung ¢: V' x, g — g. Zeigen Sie:

(a) Ist V abelsch, so ist f genau dann ein verschrankter Homomorphismus, wenn
feZYg,V), also wenn f ein 1-Kozyklus ist.

(b) Im allgemeinen ist f genau dann ein verschriankter Homomorphismus, wenn f die
Maurer—Cartan-Gleichung

4o +5f /] =0

erfiillt.

(¢) Ist @« =0, soist f genau dann ein verschriankter Homomorphismus, wenn f ein
Homomorphismus ist.

(d) Jede Unteralgebra a C V' %, g mit g(a) = g und anNV = {0} ist Graph genau
eines verschrankten Homomorphismus f:g — V.

(e) (Deformation von Homomorphismen) Sei 5:g — V' ein Homomorphismus von Lie-
Algebren. Wir definieren a:g — der(V) durch a(z) := ad(8(x)). Sei (B¢)o<i<1
eine differenzierbare Familie von Homomorphismen g — V' mit §y = 4. Dann ist

fi=2_0B € Z(g,V)a. n

Aufgabe 2. Sei ¢:g — g eine abelsche Erweiterung der Lie-Algebra g durch den
g-Modul V. Zeigen Sie, dass diese Erweiterung genau dann trivial ist (d.h. es existiert
ein Homomorphismus ¢: g — g mit g oo = idy ), wenn die Lecomte-Abbildung

Cr1:Hom(V,V)? — H*(g,V), Ci(p)=lpoRs], Ro(z,y) = [o(x),0()] —o(lz,y]),

verschwindet. Hinweis: Betrachte ¢ = idy . [ ]



Aufgabe 3. (Polynome und multilineare Abbildungen) Sei U C V offen und W ein
endlichdimensionaler Vektorraum. Fiir eine C**1-Abbildung f:U — W definiert man
die k-te Ableitung in x durch

ak
a*u(ha, .. hy) = ———— |4 tihe + ...+ tphy).
(@°f)e(ha k) 8t1-~-8tk|tz of(@+tihi + ...+ tihy)
Zeigen Sie:
(a) (d¥f), ist eine symmetrische k-lineare Abbildung V% — W,
(b) Ist U =V und f ein homogenes Polynom vom Grad k, so ist

@) = %(dkf)o(:z;, Lz fir zeV

Man kann also jedes Polynom durch eine symmetrische k-lineare Abbildung beschreiben.
Diesen Prozess nennt man Polarisierung. [ ]

Aufgabe 4. Auf der Lie-Algebra g = gl(V), dimV < oo, wird fiir jedes £ € N durch
fi(a) = tr(z"), ke N,

ein Polynom definiert. Zeigen Sie:
(a) Die Zugehorige k-lineare symmetrische Abbildung ist

ﬁ(ajl,...,xk) = Z tr(xa(l) ---xa(k)).

oESE

(b) fk: gl(V)¥ — R ist invariant bzgl. der adjungierten Wirkung von gl(V) auf sich
durch z.y := [z,y] und der trivialen Wirkung auf R. Hinweis: Betrachte zuerst
den Fall £ =1.

(c) Wir betrachten nun den Fall dim V' = 2. Fiir jedes = € gl(V) ist dann

? — (trz)z+detx-1=0

(wieso?). Schliessen Sie daraus
1
detz = §(tr(x2) — tr(z)?).

Die Determinante liefert also kein “neues” invariantes Polynom.

(d) tr(z®) = $(tratr(z?) + (traz)?).

(e) Ist dimV = n, so kann man zeigen, dass die Polynome fi, k < n, die Algebra
der invarianten Polynome auf gl(V') erzeugen. Wie sieht man, dass die Polynome
fr, k> n, in der Algebra liegen, die von fo, f1,..., fn erzeugt wird? |



