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Losungen zum 1. Aufgabenblatt zur Vorlesung
Einfiihrung in die numerische Finanzmathematik

Gruppeniibungen:

Aufgabe G1: Wir betrachten einen linearen Kongruenzgenerator der

Form
Tpt1 = (ax, +¢) mod m .

(i) Bestimmen Sie die Folge fiir den Fall m =10, zp =a=c=T.

(ii) Finden Sie ein Beispiel mit m = 10, in welchem z( nur als Startwert
auftaucht.

(iii) Ist es eine gute oder eine schlechte Idee, a, m teilerfremd zu wéhlen?
(iv) Zeigen Sie
Tpap = (aFz, +c- (" —1)/(a—1)) mod m .

Losung: (i) 7,6,9,0,7; da der Generator nur auf den letzten Wert von
x, zugreift, wiederholt sich diese Folge bestandig.

(ii)) m = 10,a = 4,¢ = 1,29 = 2. Dann ist xy gerade, und jedes weitere
xr, ungerade; genauer ist die Sequenz 2,9,7,9,7,9, ...

(iii) Wenn r = ggt(a,m) > 1, so ist fiir jedes x die Zahl az + ¢ mod m
in {c, c+r,c+2r,....om—1r+ c}, also durchlauft dann die Folge nur eine
Teilmenge von {1, e ,m}. Das ist keine gute Idee.

(iv) Per Induktion iiber k: Es ist (a* —1)/(a — 1) =1+a+---+a* 1,
und damit

Tnik+1 = ATpip+c mod m
= a(d’z, +c(l+a+---+d ') modm)+c modm
", +e(l+a+---a*) modm.
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Aufgabe G2 (diskrete aus stetigen Verteilungen):

(i) Wie kann man aus [0, 1]-verteilten Zufallsgrofien diskrete Zufallsgrofen
gewinnen?

(ii) Welche Moglichkeit sehen Sie, dies Verfahren moglichst effizient zu ge-
stalten?

Losung:

(i) Sei p diskret auf {z;i € I}, I C N mit diskreter Dichtefunktion p; =
M({%}) Wir setzen ¢; = > i< pi und verfahren nach folgendem Algorithmus:
t = rand();
i=1;
while(t > q[i]){i++;}
return(x[i]).

(ii) Der obige Algorithmus wird natiirlich beschleunigt, wenn man die p;
am Anfang der Grofle nach fallend sortiert. Bei einer endlichen Menge von
Punkten bietet sich als wesentliche Verbesserung grundsatzlich eine binare
Suche an. Um die hierbei anfallende durchschnittliche Anzahl an Abfragen
gering zu halten, ware es ideal, in jedem Schritt eine Frage zu stellen, wel-
che in der Halfte der (noch verbleibenden!) Fille positiv, ansonsten negativ
beschieden wiirde. Man kann also versuchen, die Intervalle der Lange p; so
zu gruppieren, dafl dies Ideal zumindest im ersten oder in den ersten beiden
Schritten moglichst weitgehend erreicht wird. Eine Erweiterung dieser Idee
besteht darin, langere Intervalle aufzuspalten, um eine bessere Uniformitéat
zu erzielen. Dies fiihrt allerdings auch zu einer Erhohung der Anzahl der In-
tervalltests, sodaf} eine genauere Analyse von Kosten und Nutzen nétig wéare.
Wir verweisen auf die angegebene Literatur zur Zufallszahlenerzeugung fiir
weiterfithrende Uberlegungen.

Aufgabe G3 (Die Verwerfungsmethode): Eine messbare Teilmenge
A C[0,1]% mit volg(A) = A\g(A) > 0 ist gegeben, Ag(A) soll geschéitzt werden.

(i) Wenn Sie perfekte Zufallszahlen auf [0, 1] (nicht sofort auf [0, 1]¢!) er-
zeugen konnen, wie konnte man A;(A) mittels Simulationen schétzen?

Losung: Sofern wir eine Methode haben, um fiir einen Punkt 2 € [0, 1]¢
entscheiden zu konnen, ob x € A, bietet sich folgende Methode sofort an:
x_in A = false;



while( ! (x_in A)){
for(i=1:d){x[i] = rand(); }
x_in A = is_in_ A(x);
} return(x);
Es sei R die Zeit, um is_in A(x) auszufiihren; dann ist die erwartete
Wartezeit im wesentlichen

R/Aa(A) .

Fiir Mengen A mit kleinem Ag(A) ist diese Methode also nicht sehr emp-
fehlenswert. Hier wiirde sich z.B. anbieten, die Menge mit einem Gitter aus
kleineren Wiirfeln zu iiberdecken, mit einem Zweischrittverfahren dann eine
Gleichverteilung auf dem Gitter zu simulieren, und dann die Verwerfungsme-
thode zu nutzen.
Heimiibungen:

Aufgabe T1 (stetige aus diskreten Verteilungen): Es sei (X;);cn ei-
ne i.i.d.~Folge von auf {0, 1} gleichverteilten Zufallsgrofien ('zufélligen Bits’).

(i) Zeigen Sie, daB der (fast sicher existente) Grenzwert

1=1

eine auf [0, 1] gleichverteilte Zufallsgrofie ist.
(Hinweis: Es gentgt zu zeigen, dafl die Verteilungsfunktion auf einer
dichten Teilmenge von [0, 1] gleich der Identitét ist.)

(ii) Der Wasserstein-Abstand einer Zufallsgroffe X zu einer Verteilung v
ist wie folgt erklart: d(X,rv) < € genau dann, wenn es eine geméaf§ v
verteilte ZufallsgroBe Y gibt mit E|X — Y| < e. Folgern Sie aus (i): Fiir
die endliche Summe

X, =Y 27X,

i<n

ist d(Xp, A1) < 27" (Tatséchlich gilt hier viel mehr.)

Losung: (i): Zunachst liegt der +—te Summand zwischen 0 und 27¢, also
konvergiert die Summe. Es geniigt nun, fiir eine dichte Teilmenge @) von [0, 1]
zu zeigen: Fy = id. Wir wahlen dazu die Menge ) der dyadisch rationalen
Zahlen. Fir n € N, j < 2" sei j = (ju_1- - Jo)2 die Bindrdarstellung. Dann
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ist X < j/2" genau dann, wenn entweder X; = j,_; fiir alle ¢ < n und
X; = 0 fir alle i > n, oder wenn >, 27'X; < j/2". Das erste Ereignis
hat Wahrscheinlichkeit 0 (warum?). Die Wahrscheinlichkeit fiir das zweite
Ereignis ist am einfachsten durch Abzéahlen zu finden: Die Binardarstellung
von 2™ - Y. 27'X; ist gleichverteilt, es gibt 2" mogliche Ausginge, und j
Ausgéinge, in denen ein Wert < j herauskommt (es gibt j Zahlen in { 0,...,5—
1}, also j Bindrdarstellungen von Zahlen < j). Also ist

P(X <j/2")=P (Z 271X, < j/2"> —j/2" .

i<n
(i) X ist geméB A; verteilt, damit folgt
d(X,, M) <d(X,, X)=E ) 27X, <27,

i>n

Aufgabe T2: (random number recycling, Bakhvalov 1964) Es
seien U, V' zwei unabhéngige, auf [0, 1] gleichverteilte Zufallsgrofien. Fiir n €
N definieren wir

Y,=U+nV)—|U+nV].
Zeigen Sie:
(i) Jedes Y, ist auf [0, 1] gleichverteilt.

(ii) Je zwei Y, Yy sind unabhéngig.

Losung: (i) Der Einfachheit halber setzen wir x mod 1 : =z — |x]. Sei
n fest. Als erstes machen wir uns klar, dafy ganz allgemein folgendes richtig
ist: Wenn X eine Zufallsgrofie auf [0, o) ist mit Dichte p, so hat X mod 1

die Dichte
F(z) =) plz—1i).
i>0

(Denn X mod 1 <t genau dann, wenn ein ¢ existiert mit ¢ < X < i+ t¢.)
Im Falle von X = U + nV ist die Dichte p gegeben durch

1
p(x) =L * (0 L () = nl/ Lo (z —y)dy,
0

also p(z) = x/n auf [0, 1], p(x) = 1/n auf [1,n], p(x) = (n — (x — 1))/n auf
[n,n + 1]. Dies ergibt mit obiger Formel leicht

F(x) =z, x€[0,1].



