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9. Tutorium

(T 38)

Es seien K einem Korper, V, W endlichdimensionales K-Vektorrdume und A : V. — W
ein Homomorphismus. Die zu h transponierte Abbildung, h' : W* — V* ist dann durch
h'(f) = foh,Vf € W* definiert.

(a) Zeigen Sie, daf wenn A die Koordinatenmatrix zu h ist, dann hat die zu h transponierte
Abbildung At : W* — V* die Koordinatenmatrix A’.

(b) Zeigen Sie, dak wenn h ein Isomorphismus ist, dann ist A’ auch ein Isomorphismus.

(T 39)
Es seien K,V und W als in aufgabe T 38 und sei § : V x W — K eine Bilinearform
mit Strukturmatrix B beziiglich der Basen vy,...,v, von V und wq,...,w, von W. Die

transponierte von 3, ' : W x V' — K ist dann durch f'(y,z) = B(x,y),Vo € V.Vy € W
definiert und die lineare Abbildungen 3; : V' — W* und f5 : W — V* ist dann durch

() (y) = B(z,y), Ve e V,y e W und  (Bey)(x) = B(x,y), Ve e V,y e W
definiert.

(a) Zeigen Sie, dafs f B als Koordinatenmatrix beziiglich der Basen wy, ..., w,, von W
und v, ..., vy von V* hat.

(b) Zeigen Sie, dak die Abbildung
Bil(V, W) — Hom(W, V")
B B
ein kanonisches Isomorphismus von Vektorrdumen ist.

(c) Zeigen Sie: Ist W endlich-dimensional und W** mit W identifiziert ist, so hat man fiir
die Transponierte (3;)" von f; die Gleichung;:

(B1)" = (61 = Pe.

(d) Es sei dimV = dim W. Zeigen Sie, daf eine Bilinearform 5 : V x W — K ist genau
dann nicht ausgeartet in der ersten Variablen, wenn sie nicht ausgeartet in der zweiten
Variablen ist.

(T 40) Isometrie

Es seien K,V und W als in aufgabe T 38 und § : V x W — K eine Bilinearform. Sind
h € End(V) und j € End(W), so ist die Adjungierte von h, h” bzw. j, "j durch B(hz,y) =
B(z, h’y) bzw. ((z, jy) = B("jx,y), YVx € V,Vy € W definiert.

Sind s € End(V) und ¢t € End(W), so sagen wir das Paar (s, t) lasse die Bilinearform g inva-
riant, wenn gilt G(sx,ty) = B(x,y), Vo € V,Vy € W. Zeigen sie, dak wenn dim W = dim V'
und [ ein nicht-ausgearte Bilinearform ist, dann sind die folgenden Aussagen Aquivalent:



(i) Das Paar (s,t) lasse 3 invariant.

(i) Es gilt “ts = idy .

(iii) s und ¢ sind invertierbar, und es gilt s~! = "t sowie t ! = 5".

(iv) Gehoren bei fester Basiswahl in V' bzw. W zu f3,s,t die Matrizen B,S,T, so gilt
B = S'BT.

(T 41)
Es seien K ein Korper, W,V K-Vektorrdume und 5 : V x W — K ein Bilinearform. Sind X
bzw. Y Teilmenge von V bzw. W, so definieren wir

Xt={yeW|Bay =0,VeeX},'Y ={zeV|px,y =0 VyeY}.

(a) Zeigen Sie, dak X+ = (6, X)° und -Y = (5,Y)°.

(b) Seien V, W endlich-dimensionaler K-Vektorrdume und 5 : V' x V' — K ein Bilinearform.
Zeigen Sie, dafl *W = Kern(#;) und V+ = Kern(fs).

(c) Seien V, W endlich-dimensionaler K-Vektorrdume und 3 : V' xW — K ein Bilinearform.
Zeigen Sie, dals fiir jede Teilraum X C V gilt

dim X + dim X+ = dim W + dim(*W N X)

(d) Zeigen Sie, dafs wenn (3 nicht-ausgeartet ist, und dimV = dim W dann gilt, fiir ein
beliebiges Teilraum X C V

dim X + dim X+ =dimV

(e) Es seien jetzt V =R*> (z,y,2,t) und 3: V x V — R die durch
B((x1,y1, 21, 1), (T2, Y2, 22, 12)) = 2122 + 1Yz + 2122 — tity

definierte Bilinearform.
(i) Geben Sie die Strukturmatrix fiir 4 an.
(ii) Ist (3 ausgeartet oder nicht?
(iii) Finden Sie ein Teilraum X C V so dak X & X+ £ V.
)

(iv) Finden Sie ein Orthogonal-Basis fiir V' = R* beziiglich 3, daf kein O-Basis
beziiglich der Standardskalprodukte ist. D.h. geben Sie Vektoren vy,...,v4 an
so dak B(v;,v;) = 0 genau wenn i # j. Gibt es ein ON-Basis beziiglich 3 fiir R*?
Fiir C*?



