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5. Tutorium mit Losungshinweisen

(T 21) Irreduzible Polynome

Sei K ein Korper und sei P(K) der Vektoraum der Polynome mit Koeffizenten aus K. Ein
Polynom p € P(K) heift irreduzibel, wenn es keine Polynome ¢, r € P(K) vom Grad grofier
0 gibt, mit der Eigenschaft, dass p = qr.

(a) Wie sehen irreduzible Polynome in P(C) aus? Wie in P(R)?

(b) Geben Sie ein Beispiel fiir ein irreduzibles Polynom in P(Q), dessen Grad grofler als
2 ist.

LOSUNG:

(a) Da jedes Polynom iiber C in Linearfaktoren zerfillt, sind die irreduziblen Polynome in
P(C) genau die linearen Polynome.

Die irreduziblen Polynome in P(R) sind entweder linear oder quadratische Polynome der

Form
Q(X)=aX’+bX +¢, mit b*—dac<D0.

(b) Ein mogliches Beispiel ist etwa
X’ -2

Natiirlich zerfallt dieses, wie jedes solche Beispiel, in P(R),
X3 —2= (X —V2)(X?+ V2X + (V2)?).

(T 22) Euklidscher Algorithmus

In der Vorlesung wurde ein Verfahren zur Ermittlung des ggT zweier Zahlen behandelt,
der sogenannte Fuklidsche Algorithmus, den man kurz folgendermaflen beschreiben kann.
Bestimmung von ggT(a,b):

e Schritt 0: Setze a; = min{a, b}, ap = max{a, b}.

e Schritt k, k =1,2,...: Fiihre eine Division mit Rest aus,

k-1 = QrQg + Tk.

Ap41 = Tk

e Falls ap11 =0, so ist a;, = ggT(a,b) und man kann authoren.



(a) Sei n die Zahl an Schritten, die der Algorithmus benétigt, um ggT'(ag, by) zu ermitteln.
Betrachten Sie die Matrix M € My(Z),

()00l

Zeigen Sie, dass M ! ebenfalls nur ganzzahlige Eintréige hat, und berechnen Sie

M1 51
Qo '
Welche Bedeutung haben die Eintrige von M ™17

(b) Finden Sie eine Folge fo, f1,... von ganzen Zahlen mit der Eigenschaft, dass die Be-
rechnung von ggT(fy., fm+1) genau m Schritte benétigt (ohne Schritt 0).
Hinweis: Fibonacci-Zahlen, vgl. letztes Semester, Aufgabe (A 37) in der 12.Ubung.

(c) Zeigen Sie, dass es kein Paar (a,b) ganzer Zahlen gibt mit a < f,4+1 und b < f,,, fiir
welches m Schritte oder mehr benétigt werden.

LOSUNG:

(a) Jede der Matrizen ((f - ), aus denen M zusammengetzt ist, hat Determinante gleich

—1. Also ist det M = (—1)*. Folglich ist

-1
— mip Mi2 Moo  —Mi2
M~ = = (—=1)F

ma1 M2 —Ma1 T

ebenfalls in M,,(Z). Mit den obigen Bezeichnungen gilt folgende Gleichung:

1 qk Qg Ag—1 ‘
Also hat man

) 0a) Gl 6 ()
- <(1) ql) <(1) qnll) (g qlz> (ZQ - (ggT(gom))‘

Sei M~ = (} 1). Dann sind m, n die Koeffizenten, um ggT(ag, a;) als ganzzahlige Linear-
kombination von ag, a; darzustellen. Fiir k und [ gilt hingegen kag = kgV(ag, a1) = —la.

(b) Idee: Man geht den Euklidschen Algorithmus riickwérts durch und betrachtet ihn als
Rekursionsvorschrift. Im letzten, mten Schritt ist immer a,,+; = 0. Also setzt man fy = 0.
Man iiberlegt weiter, dass der Algorithmus am langsten lauft, wenn ag, a; teilerfremd sind
und alle Reste moglichst grof} sind, also aj, = ggT(ag,a;) = 1 und ¢, = 1 fiir alle k.

Behauptung: Die rekursiv definierte Folge

Jo=0,fi=1, foug1 = fon + frn—1,

hat die gewiinschte Eigenschaft.
Induktionsbeweis. Verankerung: Die Berechnung von ggT(f1, f2) lauft so ab:

al:f1:17a2:f2:1, SChrltt 1: a’2:f2_f1:()-



Induktionsschritt: Bei der Berechnung des ggT von (ag, a1) = (fimt1, frm) erhilt man ¢; = 1
und as = f,,_1, da
fm+1 > fm > fm—l = fm+1 - fm

Dazu benotigt man einen Schritt. Per Induktionsvoraussetzung sind nun noch m—1 Schritte
notig, um den ggT zu berechnen.

(c) Annahme: Es gibt ein solches Paar (a,b). Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit neh-
men wir an, dass a > b und dass a, b teilerfremd sind (sonst briuchte man weniger Schrit-
te). Es ist also a,, = ggT(a,b) =1 = f; und a,,11 = 0 = fo. Induktiv ergibt sich hieraus
Ai1—k > fr, fiir alle k =0,...,m+ 1, denn

Umt1—k = Qi 1—(k—2) T Gt 1—(k—1)@mr1—(k—1) = fo—2 T fr—1 = [i-

(Beachte: Die ¢g > 1,1 = 1,...,m.) Insbesondere sind also a = ag > f41 und b = a; >
fm-Widerspruch!

(T 23)

Sei P,, der Vektorraum der Polynome vom Grad < m iiber dem Korper K = R, C. Weiterhin
sei D € End P definiert durch die Ableitung, also

Df = f'.

Zeigen Sie, dass D nilpotent ist und bestimmen Sie eine zyklische Basis fiir D. Geben auch
eine Basis an, in der D Jordan-Normalform hat.

LOSUNG:

Dass D nilpotent ist, ergibt sich daraus, dass Dc = 0 fiir jede Konstante ¢ € K und sich
der Grad eines nicht-konstanten Polynoms beim Ableiten jeweils um 1 reduziert. D.h. fiir
ein Polynom f vom Grad k ist D* f konstant. Also ist D™*! auf P, die 0-Abbildung.

Bestimmung einer zyklischen Basis: D hat den einzigen Eigenwert 0. Jedes konstante
Polynom ist somit Eigenvektor. Wie wéhlen ey = 1 als ersten Basisvektor.

Ein Vektor e; € Py mit De; = 1 ist offenbar durch e; = X gegeben.

Induktiv erhdlt man nun weitere Vektoren einer zyklischen Basis e, £ =0,1,2,...,m:
e, = lX’“ da Deg = EX’“’1 = L Xkt =g, und DFe, =e
kU k! (k—1)! - o

Da D nilpotent ist, ist die angegeben zyklische Basis auch schon eine Jordan-Basis.

(T 24)
Im Folgenden bezeichnet K einen Korper, K = R oder C.

(a) Betrachten Sie einen Jordanblock der Grofie 2 x 2, zu einem Eigenwert A € K, also

eine Matrix
Al
=2 1)

Finden Sie eine Formel fiir J™(X), m > 0.



(b) Betrachten Sie die Matrix

-1 0 1
A=11 -1 2
0 0 1

Bestimmen Sie die Eigenwerte von A und finden Sie Transformationsmatrizen S und
S~ so dass S7'AS Jordan Normalform hat.

(Hinweis: Bendtigt wird hierzu eine zyklische Basis fiir jeden (verallgemeinerten) Ei-
genraum von A. )

(c) Berechnen Sie die Matrix A20%.
LOSuNG:

(a)Wie man schnell sieht, etwa indem man fiir einige m J(A)™ berechnet,

O R ARG R

lautet der gesuchte Ausruck

m A ATt
o= (g ")

Dies beweist man einfach durch Induktion nach m.
Induktionsanfang: siche oben,

Induktionssschritt:
m m A7 mAmL Al AL mAAm 1™
s = = (o) (5) = (5 ).

(b) Bestimmung der Eigenwerte:

A+1 0 1
det \E—A)=] 1 A+1 2 |=A+1D*AN-1).
0 0 A—1

Die Eigenwerte von A sind +1 und —1, letzterer mit algebraischer Vielfachheit 2.

Zum Eigenwert —1: Die Matrix

B=A4+F=

O = O
o O O
NN =

hat Rang 2. Somit ist die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts —1 gleich 1. Wir be-
stimmen nun eine zyklische (Orthogonal-)Basis des verallgemeinerten Eigenraums V2 (A).

Bestimmung eines Figenvektors: Der Kern der linearen Abbildung B wird von dem Eigen-
vektor (0,1,0)" aufgespannt.

Bestimmmung eines Hauptvektors: Gesucht ist ein Losungsvektor @ = (x1, 22, 23)" fiir die
Gleichung

00 1\ [/ 0
Br=[10 2| [z]|=]1
00 2/ \as 0



Offenbar ist x = (1,0, 0)" eine solche Losung, welche auBerdem senkrecht auf (0, 1,0)" steht.
Somit sind (0, 1,0)" und (1,0,0)" eine zyklische Basis von V2 (A).

Zum Eigenwert +1: Die geometrische Vielfachheit ist 1, einen Eigenvektor v erhélt man
aus der Gleichung

0=A—-Ew=[1 -2 2| (v

Fiir die Komponenten hat man vs = 2v; und vy = 5/2vy, also ist (1, 2,2)" ein Eigenvektor
(, welcher den Eigenraum V;(A) aufspannt.

Eine Jordan-Basis fiir A setzt sich nun aus den Basen von V? (A) und V;(A) zusammen,
ist also zum Beispiel durch die Vektoren

0\ /1) /1
L. |of, |3
o/ \o/ \2

gegeben. Damit erhélt man die Transformationsmatrizen

01 1 01 -2
S=(10 2] uwd S'=(10 —3
00 2 00 3
und rechnet nach:
1 -5 1\ /0 11
J=STTAS=1[1 0 —3 12 102
00 1 1/ \0 0 2
1 -1 3\ /011 -1 1 0
=({-1 0 5|10 3 0 —-10
0 0 3/ \0 0 2 0 0 1

(c) Es gilt A2 = § J29085-1 Da die in der Jordanzerlegung auftretenden Teilrdume
zueinander orthogonal sind, ist offenbar

11,2008 (—1)20% 2008 (—1)29°7 1 —2008 0O
J2008 _ (071) (9) —(a) 0 (_1)2008 0l =10 1 0
(O O) 12008
’ 0 0 1 0 0 1
Man berechnet nun noch
011 1 —2008 0O 01 -2
A2008 _ g q2008g-1 _ [ 1 g 0 1 0 1 0 _%
002/ \0 0 1/\00 3
o 1 1\ /01 -2 1 0 -3
= (1 —2008 2|1 0 —5|=1[-2008 1 3
0 0 2 00 3 0 0 1

(T 25) Polynome von Jordan-Blocken



Sei p(X) ein Polynom und J ein Jordan-Block der Gréfie n x n,

A1 0 ... 0
O X 1 ... 0
J=": ' :
......... 0 A
Zeigen Sie, dass
/ Z (n—1)
) B e
/ (n—2)
0 ) TP gy
p(J) =1 . ; :
................ 0 p\)

wobei wie iiblich p*) die k-te Ableitung von p bezeichnet.
LOSUNG:

Am Besten beweist man die Aussage zunéchst fiir das Polynom p(X) = X™, fiir m > 0.
Bekanntlich gilt

0)(X) = m(m —1)--(m—k+1)Xm* firm > k
b o sonst '

Also ist
1

|
S (x) = M yem—k [TV ym—k
) = Y (k)X ’

Fiir p(X) = X™ lautet die Behauptung also:

(™), = (P)A™U=0 e j > und m o> (j — i)
“ ) fir j <4 oderm < (j —1).
Wir fithren den Beweis per Induktion. Induktionsverankerung: Auf der rechten Seite

der Gleichung sind fiir m = 0 nur die Eintrige auf der Diagonalen # 0, ndmlich \° = 1.
Und in der Tat steht links J° = FE.

Induktionsschritt m — m + 1: Der Eintrag in der i-ten Spalte und j-ten Zeile von J™+!
ist 0 fiir j < ¢ (Produkt oberer Dreiecksmatrizen!). Fiir j > i ist eine Fallunterscheidung
notig: Falls m > j — 1 gilt

(" )i = (I )i

m

N D N I T B D VN G W I
j—i j—(+1)

L[ ) ()= (7 e
Jg—1—1 J—1 J—t

Falls hingegen m < j — 7, so muss man m = j — ¢ — 1 gesondert betrachten. Hier hat man
m m—+1 m+1 o
J"J)i; =0-1 Nod=)\= A= A=)
s +<0) ( 0 ) <<m+1>—<j—z'>)
——

=1



Sonst, also fiir m < j — i — 1, verschwinden alle Summanden, die zu (J™!), ; beitragen,
also (J™*1), ; = 0. Zusammen ergibt sich die Behauptung fiir p(X) = X™.

Nun ergibt sich der allgemeine Fall fiir ein Polynom p(X), vom Grad M

M
p(X) = Z e X™
m=0
einfach aus der Linearitdt der Ableitung und der Vektorraumsstruktur der n x n Matrizen:

M m M d \m M 42 ™
2 im=0 CmA™ 2o Cmﬁ)‘ > im0 Cm (dn)? 2!



