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4. Tutorium mit Losungshinweisen

(T 16) Wiederholung

Es sei p € C[z] ein Polynom mit reellen Koeffizienten.

(a) Zeigen Sie, da zu jeder Nullstelle z von p auch Z eine Nullstelle ist.

(b) Beweisen Sie, dafl p in lineare und quadratische Faktoren mit reellen Koeffizienten
zerfillt.

Nun sei A eine reelle n x n-Matrix.

c) Zeigen Sie, daB, falls jeder Eigenwert nur einfach vorkommt, R™ die direkte Summe
@V, endlich vieler hochstens 2-dimensionaler A-invarianter Untervektorrdaume V; ist.

d) Welche Eigenwerte konnen auftreten, wenn A orthogonal ist? Wie sehen in diesem Fall
die Einschriankungen auf die 1- und 2-dimensionalen invarianten Untervektorrdume
aus?

LOSUNG:

(a) Es sei p(z) =Y i, a;z" mit reellen Koeffizienten a;. Ist z eine Nullstelle von p so gilt

d.h. 7 ist eine Nullstelle von p.

(b) Da jedes Polynom iiber C in Linearfaktoren Zerfillt, folgt
p(z) = (= 2)(AM = 2) - (M = 2) Ak = 2) - M1 = 2) -+ (A — 2) (1)
mit nicht-reellen Nullstellen Aq, ..., Ay und reellen Nullstellen \gi1, ..., \,. (Da nicht

reelle Nullstellen in Paaren auftreten gilt hier Py = Gradp = n = 2k + m.)

(¢) Nach b zerfillt das charakteristische Polynom det(z- E — A) in lineare und quadratische
Faktoren mit reellen Koeffizienten

Pa(z) = (M = 2) (A —2) - (A = 2) (W = 2) - (ign = 2) -+ (A — 2)

mit nicht-reellen Nullstellen Ay, ..., Ax und reellen Nullstellen Axyq,..., \,. Die Fak-
toren sind nach Annahme teilerfremd und es gilt P,(A) = 0. Somit ist R™ die direkte
Summe der 2-dim. Untervektorrdume ker(\; — A)(A\; — A), ..., ker(\, —2)(Ax — A) und
der 1-dim. Untervektorrdume ker(A\gi 1 — 2), -+, ker(\,, — 2).



(d) Falls A orthogonal ist, haben alle Eigenwerte Betrag 1. Es kénnen daher nur Eigen-
werte der Form \ = e auftreten. Die Einschrinkung auf einen eindimensionalen A-
invarianten Untervektorraum kann nur die Identitéit oder die Spiegelung am Ursprung
sein. Die Einschrédnkung auf einen 2-dimensionalen A-invarianten Untervektorraum
wird durch eine orthogonale 2 x 2-Matrix beschrieben. Diese hat die Form

cosp —singp
sing  cosp ’
ist also eine Drehung.

(T 17) 2 x 2-Matrizen

Bestimmen Sie fiir die folgenden beiden Matrizen ihre Jordanform sowie die Figen- und
Hauptvektoren und geben Sie die Transformationsmatrizen an:

5 -1 1 4
A.:(_l 5) und B.:(_15)

e Wir bestimmen zunéchst die Eigenwerte von A:

LOSUNG:

Damit sind A\; := 4 und Ay := 6 die Eigenwerte von A.

(05)

Weiterfithrende Rechnungen bestimmen zudem die Transformationsmatrix. Es gelten

Cofst)= () e (05055 =(53)

damit ist

Somit ist die Jordanform von A

171:<1> einEVzu)\lundﬁlz(_ll) ein EV zu A\

Wir machen die Probe. Sei Ty := ( 1 _11 ) die Transformationsmatrix. Zunéchst
gilt
1 1 1
-1+
T =3 ( -1 1 )
Es folgt:
1 1 1 5 -1 1 -1
-1 2
Ty ATy = 2(—1 1)(—1 5 )(1 1 )
1 4 4 1 -1
2\ -6 6 11
(8 0
2\ 0 12

Das ist tatsachlich die Diagonalmatrix der Eigenwerte, was auch die Jordanmatrix von
A ist.



e Wir bestimmen zunéchst die Eigenwerte von B:

det( 1__1A 5fA ) =(1=XNB-N)+4=N=06A+5+4=X1—6A+9=(A—3)

Damit ist A\; := 3 der einzige Eigenwert von B.

Es gilt:
1-3 4 (=2 4
-1 5-3) \ -1 2

Damit hat A; die geometrische Vielfachheit 1 mit dem Eigenvektor

()

Die Matrix a3t sich nicht diagonalisieren. Da wir aber nur eine 2 x 2-Matrix betrachten,
3

1
0 3
noch ein Hauptvektor bestimmt werden. Der Ansatz ist:

(23)-(2)

Dieses LGS wird von ( i ) gelost, d.h.,

wissen wir, dafl die zu B gehorige Jordanmatrix sein mufl. Als néchstes mufl

ist der gesuchte Hauptvektor.

Wir machen noch die Probe. Sei T := ( 2

_ 1 -1
w47

ot = (405 )(4s) (01
(5 )
- (03)

Das ist tatsachlich die Jordanmatrix von B.

) die Transformationsmatrix. Zunachst

gilt

Es folgt:

(T 18) Jordannormalform in Beispielen

Geben Sie reelle Matrizen A; in Jordannormalform mit den folgenden Eigenschaften an:

1. A; hat den Eigenwert 1 mit algebraischer Vielfachheit 3 und geometrischer Vielfachheit
1.

2. As hat den Eigenwert —1 mit algebraischer Vielfachheit 3 und geometrischer Vielfach-
heit 2.



3. As hat den Eigenwert 2 mit algebraischer Vielfachheit 2 und geometrischer Vielfachheit
1 und den Eigenwert —2 mit algebraischer Vielfachheit 2 und geometrischer Vielfach-
heit 1.

4. Die Matrizen A4 und A5 haben beide den Eigenwert 1 mit algebraischer Vielfachheit 4
und geometrischer Vielfachheit 2, haben keine weiteren Eigenwerte und sind trotzdem
nicht &hnlich.

LOSuUNG:

Mogliche Losungen sind:

110
LA =(011

00 1

1 1 o0
2. Ay = 0 -1 0

0 0 —1

21 0 0

02 0 0
3'145"_()0—21

00 0 —2

1100 1100

0100 0110
LAdi=1 g |md A=1q g

000 1 000 1

(T 19) Jordannormalform

Die Matrix A € R** besitze die Eigenwerte 1 und —1. Geben Sie die Jordannormalform
von A an fiir die folgenden Fille an:

(a) Die algebraische Vielfachheit sowie die geometrische Vielfachheit beider Eigenwerte ist
zZwel.

(b) Die algebraische sowie die geometrische Vielfachheit vom Eigenwert 1 ist eins, die
algebraische Vielfachheit vom Eigenwert —1 ist drei und die geometrische zwei.

(c) Die algebraische sowie die geometrische Vielfachheit vom Eigenwert 1 ist eins, die
algebraische Vielfachheit vom Eigenwert —1 ist drei und die geometrische ist eins.

LOSUNG:

Aus den Vielfachheiten der Eigenwerte lassen sich die folgenden Informationen iiber die
Jordanblécke ablesen:

e [st die Summe der algebraischen Vielfachheiten gleich der Raumdimension, dann exi-
stiert eine Jordannormalform.

e Die algebraische Vielfachheit ist die Summe der Groflen der Jordanblocke zum ent-
sprechenden FEigenwert.

e Die geometrische Vielfachheit ist die Anzahl der Jordanblécke zum entsprechenden
Eigenwert.

Damit folgt:



(a) Eine Jordannormalform J von A besitzt zu jedem Eigenwert zwei Jordanblocke der
Grofle eins, zum Beispiel

10 0 0
01 0 0
T=100 -1 o
00 0 -1

(b) Eine Jordannormalform J von A besitzt einen Jordanblock zum Eigenwert 1 der Groe
eins und zwei Jordanblécke zum Eigenwert —1 der Gréfie eins bzw. zwei, zum Beispiel

10 0 O
0 -1 1 O
T = 0 0 -1 0
0 0 0 -1

(¢) Eine Jordannormalform J von A besitzt einen Jordanblock zum Eigenwert 1 der Grofie
eins und einen Jordanblock zum Eigenwert —1 der Groéfle drei, zum Beispiel

1 0 0 0
0 -1 1 O
I= 0 0 -1 1
0 0 0 -1

(T 20) Idempotente Involutionen

Definition: Eine Selbstabbildung f : M — M einer Menge heiflt idempotent, falls f = fo f
gilt. Eine Selbstabbildung f : M — M einer Menge heifit Involution, falls sie invertierbar
ist und f~! = f gilt.

Es sei f : R%2008 _, R042008 oine jdempotente Involution. Welche Form kann die Jordan-
Normalform annehmen?

Hinweis: Es gibt nicht viele Moglichkeiten
LOSUNG:

Esgilt f = fof = f~lof = idposzo0s. Somit gibt es genau eine mogliche Jordan-Normalform,
namlich die 042008 x 042008-Einheitsmatrix.



