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3. Tutorium mit Losungshinweisen

(T 11) Positiv definiter Endomorphismus

Es seien V ein endlich dimensionaler reeller Vektorraum mit Dimension nund A:V — V
ein symmetrischer Endomorphismus. Zeigen Sie, daf die folgenden zwei Bedingungen fiir
A Aquivalent sind:

(a) Alle Eigenwerte von A sind positiv.
(b) (Av,v) > 0 fiir alle v € V.

Ein Endomorphismus, der diese Bedingungen erfiillt, wird positiv definit genannt.

LOSUNG:

Lassen Sie vy, ..., v, ein ON-Basis von Eigenvektoren zum A mit zugehorigen Eigenwerten
ALy ooy Ap

(a)=-(b): Lassen Sie v € V beliebig # 0, dann gilt v = > | a;v;, a; € R (und an mindesten
ein a; # 0) und

(Av,v) = <A2aivi, Zakvk> = <Z aiAvi,Zakvk>
= <Z Aiaiv;, Zakvk> = > Najag (v;, vy)

ik=1
n
= E i@ a0,

ik=1
n
= Z )\kai >0
k=1

weil alle A\, > 0.

(b)=(a) Jetzt haben wir
<AUZ',’UZ‘> = )\z <Ui,UZ'> = >\z >0

weil (Av;, v;) > 0.

(T 12) Wurzel eines positiv definiten Endomorphismus

Es sei V wie in (T11) und A ein positiv definiter Endomorphismus. Zeigen Sie, dafs es einen
symmetrischen Endomorphismus B : V — V gibt, so dak B?> = A und AB = BA.

LOSUNG:



Sei vy, ..., v, ein ON-Basis von Eigenvektoren zu A mit zugehoriger Eigenwerten Ay, ..., \,.
Es ist bekannt, dafl wir A darstellen kénnen als

A=U"DU

mit U unitdr und D = Diag (Mg, ..., \,) die Diagonalmatrix mit Aq, ..., A, auf der Diago-
nalen. Sei

B=U"D'U

mit D' = Diag (v/A1,...,+/A,). Dann gilt natiirlich D? = D und

B> =U'D'UU'D'U =U'D*U = U'DU = A.
Wir haben auch

AB=U'DUU'D'U =U'DD'U =U'D'DU = U'D'UU'DU = BA

weil D'D = DD,
(T 13) Zerlegung einer invertierbaren linearen Abbildung
Es sei A: R" — R” eine invertierbare lineare Abbildung.

(a) Zeigen Sie, dak A'A positiv definit ist.

(b) Aus Aufgabe (T12) wissen wir, dak es einen symmetrischen positiv definiten Endo-
morphism B gibt, so dal B2 = A'A. Sei U = AB~!. Zeigen sie, dak U unitér ist.

(c) Zeigen Sie, daly A =UB.
LOSUNG:
(a) Offensichtlich ist A'A" = A*A" = A'A also A'A ist symmetrisch. Es gilt auch daf

spAt Avv = (Av, Av) = ||Av]| > 0 fiir alle v € V' \ 0 weil A invertierbar ist.

(b) Wir haben, dak U~ = BA™' und U' = B" 'A' = B-'A! und UU' = AB"'B 1At =
AB72A' = AA7' = 1. Also ist U' = U~! und U ist unitér.

(c) A= UB folgt direkt aus Aufgabe (b).

(T 14) Existenz einer nichttrivialen Polynomgleichung fiir eine Matrix

Zeige elementar (d.h. insbesondere ohne den Satz von Cayley-Hamilton), dafs jede Matrix
ein nichttriviales Polynom erfiillt, d.h. dafs das Einsetzen der Matrix in dieses Polynom auf
die Nullmatrix fiihrt.

Hinweis: Betrachte dazu M,,(K) als K-Vektorraum.

LOSUNG:

Man betrachte M(n x n,K) als n?>-dimensionalen K-Vektorraum. Dann ist die Menge

2

(B, A, A2, A"}

iiber K linear abhéngig. Ist eine solche Relation Zio a;A' = 0, so ist A Nullstelle des
nichttrivialen Polynoms Z?:Qo a;x".



(T 15) Trigonalisierung von Endomorphismen

Es sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum mit Dimension n tiber C und A : V — V
ein Endomorphismus von V. Eine A-invariante Fahne in V ist eine Reihe aus Unterrdumen
von Vi {V,Vo,.... Vb wobei V; C Viyy, i =1,....,n—1, dim(V;) =i, A(V;) CV;, i =
1,...,nund V,, = V. Eine Fahnen Basis von V ist eine Basis {v1,...,v,} so, dak V; =
Span(vy, ..., v;).
(a) Zeigen Sie, dal A durch eine Dreiecksmatrix darstellbar ist, genau wenn es eine A-
invariante Fahnen Basis gibt.

(b) Zeigen Sie, dak, wenn A durch eine Dreiecksmatrix darstellbar ist, das charakteristische
Polynom von A iiber C in Linearfaktoren zerfillt, d.h. p4(t) = c¢(A —t)(Aa—1) - - - (A —
t), mit \; € C und ¢ = £1.

LOSUNG:

(a) =: Sei A = (a;;) eine Dreiecksmatrix und {es,...,e,} die Basis von V, beziiglich
welcher A Dreiecksmatrix ist. D.h.

aix Qa2 -+ Qip
Q22 A2p

A=
ann

Dann ist Ae; = ajle; = v; = e; und V; = Span(ey). Weiter gilt: Aes = ajze; + agnes €
Span(ey, e3) = vy = ey und Vi = Span(vy, v2). Wir mochten damit zeigen, daf v; = e; mit
Hilfe von Induktion. Die Induktionsverankerung ist klar und der Induktionsschritt ist wie

folgt: Sei V; = Span(vy,...,v;) mit v; = e;, j = 1...,4. Dann ist Ae;1 1 = @ir1ip1€i41 +
aiir1€; + - agir1er € Span(vy, ..., v, e,41). Damit ist der Beweis klar.
<: Sei {vy, 09, ..., v, } eine A-invariante Fahnen Basis fiir V. Dann gilt Av; € Span(vy, ..., v;)

also ist Av;, = ayvg + -+ + aiv;, @ = 1,...,n. D.h. die Matrix fiir A beziiglich der Basis
{v1,...,vn} ist genau die Matrix (a;),; ;-, mit a;j wie oben gegeben und man sieht, daf
a;; = 0 fiir j <14, also ist die Matrix eine Driecksmatrix.

(b) Das charakteristische Polynom einer Dreiecksmatrix A ist genau pa(t) = det(A — tE)
also die Determinante der Dreiecksmatrix mit Diagonale a;; —t =

pA(t) = (all — t)<G22 — t) cee (ann — t),



