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Gruppeniibungen

(G 33) Wiederholung

(a) Bestimmen Sie die Jordan-Normalform der folgenden Matrizen:

1 0 00 1
1 -3 3 0 1 110

i) B=([3 -5 3 (i) A=[-1 -1 3 10
6 —6 4 0 0 021

-1 0 00 3

1 1 1 1 1
—iV3+3 —iv2 VB4

ist eine Drehung um eine Achse. Bestimmen Sie die Richtung der Drehachse und den

Drehwinkel.
LOSUNG:
1—A -3 3 1—XA =2-2A 3 1—-X 1 3
(a) (i) 3 —=5-X 3 |=]3 -2-X 3 |=(-2-XN] 3 1 3
6 -6  4-A 6 0 4— )\ 6 0 4—2)\
1-X 1 0
—(—2-n] 3 1 0 :(—Q—A)(4—)\)‘1;)‘ ﬂ
6 04—\
= (2= NA-N1-X2=3)=(=2-)N)?*4-N)
Also sind A\; = —2 und A\, = 4 Eigenwerte.
Eigenvektoren zu A\ = —2:
3—3311[1[12]1000 0 0 0
3 —g g| PO e g5 1 11
6 —6 6 0 0 0 0 0 O
1 0
= Alle Vektoren der Form A [ 1 | +u | 1] , A\, € Rmit A-u # 0, sind Eigenvektoren.
0 1

Eigenvektoren zu Ay = 4:
-3 -3 3 1 1 -1 T 0 2 -1 0 0 0
3 -9 3| — |1 —3 1 |CMRICEED g 5 1) |0 —2 1
6 —6 0 1 =1 0 1 -1 0 1 -1 0



Setze 19 = A = x3 =2\ und z; = \.
1

Also sind alle Vektoren der Form A [ 1 | , A € R\ {0}, Eigenvektoren.
2

(ii) Zunéchst sind die Eigenwerte von A zu bestimmen. Fiir das charakteristische
Polynom von A gilt

1-XA 0 0 0
1

Xa(A) =det(A—A)=det| -1 -1 3—-X 1

Entwicklung 1 - )\ 0 O ]‘ ]- - A O 0 O
npch dor 0 1-X 1 0 0 1-x 1 1
=@ Ndet gy g | e 30
—1 0 0 3—A —1 0 0 0

Entwicklung
nach der

FEE 2N =B =N =NEB =N+ D)+ (1 =N)B =)+ 1)]
=2=-N(A=NE-N+1)*=2-NN -4 +4)"=(2- 1) -2)
—2-)

Folglich besitzt A den Eigenwert A; = 2 mit der algebraischen Vielfachheit fiinf, womit
A eine Jordannormalform besitzt.

Da A nur einen Eigenwert besitzt, gibt es auch nur einen verallgemeinerten Eigenraum,
womit VA = R® gilt. Mit dem Verfahren aus der Vorlesung kommt man nun sehr
schnell zum Ziel, da das Berechnen von ker(A — 2I)7 entfallen kann. Als Basis des
verallgemeinerten Eigenraums zur Eigenwert 2 kann zum Beispiel die Standardbasis
des R® gewiithlt werden. Daraus lassen sich nun Jordanketten bilden.

Es sei
1 —1
0 0
v3:=e; = |0 ve = (A —2[)vs -1
0 0
0 -1
0
-1
vp:=(A-2Nvy=1 0 vo:=(A—20)v; =0
—1
0

Aus vy = 0 folgt, daB v; ein Eigenvektor ist und vz ein Hauptvektor der Stufe 3. Daher
ist (v1,vq,v3) eine Jordankette.



Weiter sei

0 0

1 —1
Wy :=ey= |0 wy = (A—=2Nwy = | —1

0 0

0 0
wo = (A—2Nw; =0

Aus wy = 0 folgt, daB w; ein Eigenvektor ist und ws ein Hauptvektor der Stufe 2.
Daher ist (wy,ws) eine Jordankette.

Da v; und w; linear unabhéngig sind, sind auch vy, vo, v3, wy, wo linear unabhéngig
und daher

0 —1 1 0 0
—1 0 0 —1 1
(v1, Vg, U3, W1, We) = ofl,1-11,10],1-11].,|0
-1 0 0 0 0
0 -1 0 0 0

eine Jordanbasis von A und

S OO O NN
S OO N
S O N OO
SN = OO
N = O OO

die zugehorige Jordannormalform.

Alternativ hétte auch folgende Rechnung zum Ziel gefiihrt: Fiir den Eigenraum zum
Eigenwert \; gilt

-1 0 0 01 0 0

0 -1 110 1 1
Ey:=ker(A—M\I)=ker|-1 -1 1 1 0f=<s|1]|+¢t|0]]|s,teR

0 0 001 0 1

-1 0 0 01 0 0

Folglich gibt es zum Eigenwert \; zwei Jordanblocke.

Zum Bestimmen der noch fehlenden Basisvektoren des verallgemeinerten Eigenraums
zum Eigenwert A\; sind zwei Jordanketten zu finden. Wir 16sen zunéchst das Glei-
chungssystem:

-1 0 0 01 0

0 -1 1 10 1
(A-MIv=|-1 =1 1 1 0|lov=]1]=: 0.

0 0 001 0

-1 0 0 01 0

Die Losungsmenge des obigen Gleichungssystems ist

0 0 0

1 1 —1
Ly:=<s|1]|+t[0]+] 0 |]|steR

0 1 0

0 0 0



Um zu testen, ob sich die Jordankette fortsetzen 148t betrachte das Gleichungssystem

-1 0 001 0 0 0

0 -1 110 1 1 -1
(A-=MIv=|-1 =1 1 1 O|lv=vy+s|1|+¢|O0|+] O
0 0 001 0 1 0

-1 0 001 0 0 0

Die erweiterte Systemmatrix lautet

-1 0 0010 0/0 -1 0 0010 0|0
0O -1 110110 r+1 -1 -1 1111 1|0
-1 -1 110101 "™ -1 -11111T1]|1
0 0 001010 0O 0 0010 1(0
-1 0 001000 -1 0 0010 0|0

Folglich besitzt das Gleichungssystem keine Losung und die Jordankette ist nicht weiter
fortsetzbar.

Wir wéhlen einen Vektor vy = (0,—1,0,0,0) € L; und erhalten die Jordankette
(v1, v2).

Nun ist noch eine Jordankette der Linge drei zu finden mit w; = (0,1,0,1,0)7 als
ersten Vektor. Dazu ist zunédchst das folgende Gleichungssystem zu losen:

-1 0 0 01 0
0 -1 110 1
(A-Mllv=|—-1 -1 1 1 0]lov=|0]|=w.
0O 0 001 1
-1 0 0 01 0
Die Losungsmenge des obigen Gleichungssystems ist
0 0 1
1 1 -1
Ly:=q¢s|1]+t]0]+]| 0 [||steR
0 1 0
0 0 1

Wir wihlen (auf gut Gliick) wy := (1, —1,0,0,1) € Ly und betrachten das Gleichungs-
System

-1 0 0 01 1

0 -1 110 —1
(A-=MIHv=|-1 =1 1 1 0Jo=]| 0 | =w,.

0 0 001 0

-1 0 0 01 1

Der Vektor wz := (—1,1,0,0,0)T ist eine Losung des obigen Gleichungssystems. Folg-
lich ist (wy,ws,ws) eine Jordankette und

0 0 0 1 -1
1 —1 1 -1 1
(v1, Vg, w1, Wa, w3) = 11,10 (,{0f,] O01],]0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0



eine Jordanbasis von A und

S OO O NN
S OO N
S o N OO
O = OO
N = O OO

die zugehorige Jordannormalform.

(b) Bei einer Drehung sind die Vektoren der Drehachse dadurch ausgezeichnet, da sie
durch die Drehung nicht verdndert werden, da also Az = x gilt. D.h. x ist Eigenvektor
zum Eigenwert 1. Wir bestimmen diese Eigenvektoren:

RCETIRTCRES NERS
-2 L3-1 V2
VBEE V2 VB
V3—-2 V2 —V3+2
V2 2V3-4 V2

0 0 0

vioy [0 V2(8—4V3) 0
I+(¥352)

— | =v2  2v3-4 V2

0 0 0

AIT T11+41
—

Also ist (1,0,1)T ein solcher Eigenvektor und damit ist (1,0,1)” die Richtung der
Drehachse.

Um den Drehwinkel zu bestimmen, bilden wir einen zur Drehachse senkrechten Vektor.
z.B. z = (0,1,0)” mit der Drehung ab. Es gilt

0 V2
Ar=Al1]| = %\/5

0)  \-1v2

und der Winkel « zwischen x und Az ist der Drehwinkel:

T - Ax %\/gi\/g

osO) = Al "1 2

also gilt a = %.

(G 34) Adjungierte Abbildungen

Beweisen Sie: Sind g : U — V, f : V. — W zwei lineare Abbildungen zwischen K-
Vektorrdumen, so gilt (fg)* = g*f*.

LOSUNG:

Nach Definition bildet die Abbildung (fg)* : W* — V* eine Linearform L € W* auf die
Linearform Lo (fg) ab. Desgleichen gilt f*(L) = Lo f und g*(Lo f) = (Lo f)og. Es folgt
g°f*(L) =g*(Lo f)=Lo(fg) = (Fg)(L).

Definition: Die darstellende Matrix A = (f(v;,v;)) einer Bilinearform V x V. — K

beziiglich einer Basis B = (vq,...,v,) von V (vgl. 7. Tutorium) wird die Gram-Matriz
von f beziiglich B genannt.



(G 35) Bilinearformen

(a)

(b)

Die Bilinearform F(z,y) : R? x R® — R sei beziiglich der Standardbasis durch die
Gram-Matrix

A=

Ot W N
=~ = W
O = Ot

gegeben. Gibt es einen Unterraum U < R3, so daf fiir alle € U die Abbildung
fr:= F(z,—) : R® — R identisch Null ist, d.h. f,(y) = 0 fiir alle y € R3 gilt?
-2 2

2 1

beziiglich der Standardbasis. Gibt es einen Unterraum U wie in a), d.h. so, dafl
G(z,—) =0 fir alle x € U gilt?

Sei ) die G entsprechende quadratische Form Q(z) := G(x, ). Fiir welche Unterrdume
U von R? ist Q : U — R identisch Null, d.h. g(u) =0 fur alle w € U?

Es sei jetzt G(z,y) : R2xR? — R, eine Bilinearform mit Gram-Matrix B =

LOSUNG:

(a)

Die Abbildung f, := F(x,.) : R?® — R ist genau dann identisch Null, wenn x
Eigenvektor von AT = A zum Eigenwert 0 ist.

Man sieht (1. + 2. = 3. Spalte), dafl 0 Eigenwert von A ist und (rg(A) = 2) dessen
geometrische Vielfachheit 1 ist. Der gesuchte Unterraum U ist der Eigenraum zum
Eigenwert 0 und wird daher z.B. von (1,1, —1)7 erzeugt.

Die G entsprechende Matrix B ist nichtsingulédr, die Bilinearform also nicht entartet,
bzw. es gibt keinen Unterraum mit der Eigenschaft aus a).

Zunéchst fithrt man die Hauptachsentransformation durch. Die Eigenwerte von B sind
—3 und 2, die neuen Koordinaten seien (entsprechend den jeweiligen Eigenvektoren
von B) y; = —2x1+ 5 und yo = 1+ 2x. Die Matrix der Bilinearform bzgl. der neuen
Koordinaten ist daher

Dot [ —2 1N -2 2\[( =21\ [-15 0
pestps= (o) () (T 2)=(T0 w)

Die Bedingung Q(z,z) = 0 wird damit zu 3y? = 2y2. Die gesuchten Teilriume sind

daher die Ursprungsgeraden y, = :I:\/gyl bzw. wieder in den urspriinglichen Koordi-
naten

T + 229 = j:\/> —2x1 + x9). Das + fiithrt auf (2 — \/i = —2[% — 71 und
schliefllich auf zo = —(13 + 5[ ).

Im anderen Fall erhélt man z5 = (54/2 — 13)24

Hausiibungen

(H 19) Adjungierte Abbildungen

Es sei f : V — W lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen K-Vektorrdumen.
Beweisen Sie folgende aussagen:

(a) Ist f injektiv, so f*: W* — V* surjektiv.
(b) Ist f surjektiv, so f*: W* — V* injektiv.



(c) Ist f ein Isomorphismus, so ist auch f*: W* — V* ein Isomorphismus.
LoOsuNG:

(a) Es sei f: V — W injektiv. Wir wéhlen eine Basis V = (vy, ldots, v,,) von V. Da die
Abbildung f injektiv ist, sind die Bilder f(v;) der Basisvektoren v; in W linear un-
abhéngig. Diese Menge ergénzen wir zu einer Basis W = (f(v1), ..., f(vn), w1, ..., wy)
von W.Ist L : V — K eine Linearform, so definiert die Vorschrift f(v;) — L(v;), w; —
0 eine Linearform L' auf W. Nach Konstruktion gilt f*(L')(v;) = L' o f(v;) = L(v;).
Weil die Linearform L durch die Werte auf den Basisvektoren eindeutig bestimmt ist,
folgt f*(L') = L. Somit liegt jede Linearform L € V* im Bild von f*, d.h. f* ist

surjektiv.
(b) Es sei f:V — W surjektiv und V = (vy, ldots, v,,) eine Bais von V. Weil f surjektiv
ist, gibt es eine Teilmenge vy, . .., v, von B, so dal das Bild f(v1),..., f(v,) eine Basis

von W bildet. Sind nun L € W* und L’ € W* zwei Linearformen auf W mit gleichem
Bild f*L = f*L’ unter f*, so gilt insbesondere auch L(f(v;)) = (f*L)(v;) = (f*L")(v)
fir alle 0 < ¢ < n. Somit stimmen die Linearformen L und L’ auf W {iberein. Dies
zeigt, dal die adjungierte Abbildung f* injektiv ist.

(c) Ist f ein Isomorphismus, so ist f injektiv und surjektiv. Somit ist f* : W* — V*
surjektib und injektiv, also ein Isomorphismus.

(H 20) Bilinearformen

(a) Zeigen Sie, dafl jede reelle Bilinearform die Summe einer symmetrischen und einer
antisymmetrischen Bilinearform ist.

(b) Zeigen Sie, daB die Abbildung f(v,w) = 1[q(v+ w) — ¢(v,v) — g(w, w)] fiir jede reelle
quadratische Form ¢ bilinear und symmetrisch ist.

LOSUNG:

(a) Ist f : V x V — R eine reelle Bilinearform, so werden durch fs(v,w) := %[f(v,w) +
f(w,v)] und fo(v,w) := 3[f(v,w) — f(w,v)] zwei Bilinearformen f,, f, : V xV — R
definiert. Nach Konstruktion ist f; symmetrisch und f, antisymmetrisch. Weiterhin

gﬂt f - fs + fa‘
(b)



