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7. Ubung

Gruppeniibungen

(G 30)

(a) Seien K ein Korper (= R,C), n € N, A € M,(K) und J € M,(K) die Jordansche
Normalform von A. Zeigen Sie, daf fiir jedes o € K die beiden Matrizen J — aFE und
A — aF denselben Rang haben.

(b) Bestimme den Rang von A — F fiir

0 -1 1 0
1 2 -2 —1
A=10 0 0o -1
0 0 1 2

und zeige (A — F)? = 0. Bestimme aus diesen beiden Berechnungen die Jordansche
Normalform von A.

(G 31) Euklidischer Algoritmus fiir Polynome

Sei K ein Korper und Sei P = P(K) der Vektorraum der Polynome mit Koeffizienten aus
K. Ein Polynome ¢ € P heist Teiler von p € P wann es gibt r € P so dak p = rq. Man
schreibt ¢|p. Die Polynome q heifst nicht-triviale Teiler wenn der Grad von ¢ > 0. Der grifite
gemeinsamme Teiler von zwei Polynome py,ps € P, g = ggT(p, q) ist definiert durch: ¢|p;
und ¢|p, und wenn 7|p; und 7|py folgt r|q.

Der FEuklidische algoritmus fiir Polynome ist dnlich wie fiir Zahlen. Sei ¢o,q; € P mit
Grad(qo) > Grad(qy). Fiir n > 1 definieren wir 7,1 und ¢, recursive durch Division mit
Rest:

An—-1 = GnTn+1 + Gnt1-

Wann ¢, 1 = 0 brechen wir ab und ggT(qo, ¢1) = G-
(a) Zeigen Sie, dak der obige algorithmus terminiert, d.h. es immer ein N < oo so dak
qn+1 = 0 gibt.
(b) Berechnen Sie die ggT(p, q) fiir p(z) = 2® — 1 und ¢(z) = 2" — 1.

(c) Die sogenannte Fibonacci Polynome sind durch Fy(x) =1, Fi(x) = = und
Ferl :IFm_‘_mel; m > 1

definiert. Zeigen Sie, dafk die Folge F,, die eigenschaft daf die Berechnung von ggT(F,,,, Fy 1)
genau m Schritte benotigt (ohne Schritt 0) hat.

(d) Geben Sie Fy, F3, Fy an.



(e) Wie kann man die Fibonacci Zahlen, f,, von die Fibonacci Polynome, F,,(z) bekom-
men?

(G 32) Bidualraum

Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber dem Korper K und V* der Dualraum von
V. Dann nennt man V**, der Dualraum von V*, der Bidualraum von V.

(a) Sei vy,...,v, ein Basis fir V und sei v} € V* definiert durch v} (v;) = d;;. Zeigen
Sie, daf vj,...,v} ein Basis fiir V* ist, die sogenannte Dualbasis beziigl. der Basis
Viy...,yUnp.

(b) Zeigen Sie, dak fiir jedem v € V mit v # 0 ein ¢ € V* so dak p(v) # 0 gibt.

(c) Zeigen Sie, dak fiir jede v € V ein A\, € V** gibt so dal die Abbildung v — A, ein
Isomorphismus ist.

Hausiibungen
(H 17) Spiegelung
(a) Zeige, dafs eine Matrix genau dann diagonalizierbar ist, wenn fiir jeden Eigenwert der

geometrische mit die algebraische Vielfachheit iibereinstimmt.

(b) Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum (K = R, C). Eine endomorphismus S : V — V
heift Spiegelung, wenn S* = E und Rang(S — E) = 1. Zeige, dak jede Spiegelung
diagonalisierbar ist und bestimme ihr characteristisches Polynom.

(c) Sei

_ [ cos(p) sin(p)
M(p) = ( sin(p) — cos(yp) ) P ER

Zeigen Sie, dak M (y) ein Spiegelung ist.
(d) Geben Sie ein Beispiel fiir ein Spegelung in C* an.
(H 18)

Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum iiber dem Kérper K und V* der Dualraum zum
V. Ist W C V ein Unterraum zum V, so heifst

Wo={pecV* : pw)=0firallew € W} C V*
der zu W orthogonale Raum.

(a) Zeigen Sie, dak W° C V* ein Untervektorraum ist.
(b) Zeigen Sie, dak wenn wy, ..., w; eine Basis von W ist und wy,..., wy,v1,..., v, ein

Basis von V ist, dann ist v}, ..., v eine Basis von W°. Insbesondere gilt

dim(W) + dim(W?) = dim(V).

(c) Zeigen Sie, dak (W°)° = W.
(d) Sei
W =1{(t,0,0) : t € R} C R
Bestimmen Sie W0.

(e) Seien V =R> v; = (1,1,1,1,1),v5 = (5,4,3,2,1) und W = Span(vy, v3) C R*. Geben
Sie eine Basis fiir W° an.



