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2. Ubung

Gruppeniibungen

(G 7) Orthonormalisierung
Gegeben seien die Vektoren by = (111 1)7, by =(1010)" und by = (211 2)7.

(a) Konstruieren Sie eine Orthonormalbasis der linearen Hiille lin(by, by, b3).

(b) Zeigen Sie, daB der Vektor v = (2 1 22 9)7 in der lineare Hiille lin(by, bo, bs) liegt und

stelle ihn als Linearkombination der in Teil a) konstruierten Basis dar.

(G 8) Komplementirriaume

Es seien V' ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum sowie U, W < V Untervek-
torrdume von V. Beweisen Sie die folgenden Gleichungen:

(a) (U+W)t=Utnw+ ®) (UNW)t=Ur+Wwt (c) V=UsU*
(d) dimU”* = dimV — dimU
(G 9) Hyperebenen

Es sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum mit Skalarprodukt (—, —) : VxV — R
und v # 0 ein Vektor in V.

(a) Zeigen Sie, da die Menge v* eine Hyperebene (d.h. ein Untervektorraum der Kodi-
mension 1) ist.

(b) Beschreiben Sie die Spiegelung o, an der Hyperebene v durch v und das Skalarpro-
dukt. Geben sie die Abbildungsvorschrift an.

(G 10)
Fiithre das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren mit den Vektoren
1 1 —1
2 —2 10
bl - 0l b2 - 0 ’ b?) = 0
2 0 4

aus.

Welches Problem tritt dabei auf und was ist dessen Ursache?

(G 11)

Komplexe quadratische komplexe Matrizen A, welche die Gleichung A*A = FE erfiillen,
heiflen unatdr.



(a) Ist U unitér, so ist auch U* unitér.

(b) Eine n x n-Matrix U ist genau dann unitdr, wenn die Spalten von U eine ON-Basis

von C" bilden.

(G 12)

Wir betrachten den reellen Vektorraum Raum V' aller Polynome vom Grad hochstens 2 auf
dem Einheitsintervall. Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis beziiglich des Skalarproduktes

(p,q) 3:/0 p(x)q(z) dz.

Hausiibungen

(H 4) Die unitidre Gruppe, 10 Punkte
Komplexe quadratische Matrizen A, welche die Gleichung A*A = E erfiillen, heiflen unitdr.
Die Menge aller unitidren n x n-matrizen wird mit U(n) bezeichnet.

(a) Beweisen Sie, dafl U(n) eine Gruppe ist.

(b) Beweisen Sie, dafl jede unitéire n x n-Matrix eine Isometrie C* — C" beschreibt (d.h.
daB die lineare Abbildung Absténde von Vektoren erhélt).

(c¢) Beweisen Sie, dafi Eigenwerte unitéire Abbildungen Betrag 1 haben.

(H 5) 10 Punkte

Konstruieren Sie eine Orthogonalbasis des C3, in der der Vektor (1—1, 1+1,24)T vorkommt.

(H 6) 10 Punkte
Es sei V' ein endlichdimensionaler komplexer Vektorraum und A : V' — V ein selbstadjun-
gierter Endomorphismus.

(a) Beweisen Sie, da§ A nur reelle Eigenwerte haben kann.

(b) Zeigen Sie, da8 es einen Eigenvektor 0 # v von A gibt und dafl v+ ein A-invarianter
Untervektorraum ist.

(c) Zeigen Sie, dafl A diagonalisierbar ist.



