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10. Ubung mit Lésungshinweisen

Gruppenibungen

(G 41)

Seien K ein Korper mit Char(K) # 2 und V ein 2n-dimensionales Vektorraum iiber K.
Sei B : V xV — K ein symplektische bilinearform, @ = 0. Zeigen Sie, daB die Struktur-
matrix fiir 8 in ein geeignete Basis von V das form

0 E
(5% 0)
hat, wobei E die n x n Identitdtsmatrix ist.

LOSUNG: W

eil B # 0 gibt’s v,w € V so daB B (v,w) =1 (und also B (w,v) = —1). Setze ¢} = v
und e, 41 = w. Sei dann W = Span (e, es), W+ = {ve V| (v,w) =0,¥w € W} und
betrachte B beschrinkt zu W x W, Weil B nicht null ist gibt’s dann v{,w; € W+ so
daB B (vi,w1) =1 (also B (wy,v;) = —1). Setze jetzt e; = vy und e, » = wy und sei W =
Span (ey,ez,e,11,€,12). Die resultat folgt dann durch induktion iiber den Dimension
von W (oder W).

(G 42) Symplektische Gruppen

Wenn V ein endlich-dimensionales Vektorraum iiber dem korper K (Char (K) # 2) ist
und o ein Symplektischen Bilinearform ist, sagt man daB das paar (V, ®) ein Symplek-
tischesvektorraum iiber K ist.

Eine lineare Abbildung L : V — W zwischen zwei Symplektischer Vektorrdumen iiber
K, (V,B) und (W, B) heiBt symplektisch falls

B (Lv,Lw) =B (v,w), Yv,w € V.



Wenn L auch ein Isomorphismus ist heilit es Symplektomorphismus. Die symplektische
Gruppe von V ist

Sp(V)={L:V — V|List Symplektomorphismus} .
Insbesonderes, wenn V = K" schreibt man auch Sp,, (K).

(a) Zeigen Sie, daB} ein symplektischer Abbildung injektiv ist.
(b) Zeigen Sie, dal Sp (V') ein Gruppe ist.
(c) Zeigen Sie, daB wenn f die Strukturmatrix J bzgl. ein gegebene basis von V und
L die Koordinatenmatrix A bzgl. die gleichen Basis hat, dann gilt det(A) = 1 und
AJA=1J

Man sagt dann daf die matrix A eine symplektische Matrix ist.

(d) Zeigen Sie, daB die folgende Matrizen mitglieder von Sp, (K) sind:

(o) (67)

wobei B, S € M, (K) mit B invertierbar und S symmetrisch. (Die obige beispiele
sind auch ein Erzeugende System von Sp, (K) aber daB ist nicht zu beweisen.)

(e) Zeigen Sie, wenn A ein Symplektische matrix in Sp, (R) ist, mit Eigenwert a € C
dann sind @, % und % auch Eigenwerte von A.

(f) Sei (K*", ) ein Symplektische Raum und Sei J = ( 0 E ) die Koordinaten-

—E O
matrix fiir 8. Zeigen Sie, daB (v,w) = B (Jv,w) ein Skalarprodukt auf K" ist.

LOSUNG: a
) Wenn Lv = 0 dann gilt 8 (v,w) = B (Lv,Lw) = B (0,w) = 0, ¥Yw € W und weil 8 nicht
ausgeartetet ist miiss Lv = 0.

b) Sei L,L’ € Sp(V) dann gilt B (LL'v,LL'w) = B (L'v,L'w) = B (v,w) also ist LL' €
Sp (V). Die identitits Abildung 1 € SP(V) und die inverse ist einfach die inverse von L
in End (V).

¢) B (Lv,Lw) = (Lv)' B(Lw) =V (L'JL)w = B (v,w) = vJw = L'JL = J.
d) J'JJ = J, Sei M = ()

(3w ) (e 0) (8w )=(8 22 ) (5“0 )~(



und

(6 2) (5% 60 2)-(5 )% 5)-(5% s5)-(%

e) Es ist klar daB @ ist auch ein Eigenwert von A und fiir jede A € C gilt
det(A—AE) =det(A' —AE) =det(—J (A'—AE)) =det (A"' — AE).

also ist é und % auch Eigenwert von A.

f) (v,w) = B (Jv,w) = (Jv)' Jw = V' J'Jw = V'w, die Standardskalarprodukt am K",

HausUbungen

(H24)

Seien K ein Korper (mit Char.# 2) und V ein n-dimensionales Vektorraum iiber K. Sei
B :V xV — K ein Bilinearform mit Strukturmatrix B in bezug auf ein gegebene Basis
Vi,...,vy von V. Zeigen Sie:

(a) dimV+ =n— RangB = dim* V.
(b) RangB = m genau wenn f3 in der gestalt
Bxy)=fi(x)g1 (y)+ -+ fn (x) gm (x)

darstellbar ist mit Linearformen f,..., fi, &1, . .,gn auf V, firdie Rang (f1,..., fin) =
Rang(gy,...,gm) = mist.

LOSUNG:

(a) Betrachten Sie B;,8; : V — V* dann ist Kern (B;) = V* und Kern (8;) ==
V. Wir wissen daB B’ bzw. B ist die Koordinatenmatrix fiir $;bzw. ;. Also
gilt

dimV+ = dimKern (f,) = n — RangB
und
dim*V = dimKern (;) = n — RangB' = n — RangB.

(b) Sei RangB = m = dimBild (f;) = m. Weil B ist bzgl. die Basis vy,...,v,

geben konnen wir sicher vi, ..., v}, als Basis fir Bild (8;) wihlen (an min-

destens nach ein Permuation von Basiselementen). Also folgt

m
,Blvl- = Z’I b,'jv}k-.
]:



Seix=Y" xviundy =Y ,y;v; wegen das linearitet von 3; haben wir
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wobei fj (x) =Y bijxiund g; (y) =y; =v; (). DannistRang (fi,..., fin) =
RangB = m und v; sind alle linear unabh. also istauch Rang (gy,...,gm) =
m.

Umgekehrt: Sei B (x,y) =Y f; (x) g; (v) mitRang (f1,..., fin) =Rang(g1,...,8m) =
m. Dann ist B (vi,vi) = X, fj (vi) j (vi) = bir. Das Kern von B is durch
BX = 0 definiert. Also wenn X € Kern (B) dann folgt Y7, byx; =0, Vi &
Yio X fi(vi) gj (vi) xk =0, Vi, YLy [ (vi) (Xi—1 &) (ve)x) =0Viund
weil Rang (f1,..., fn) = m ist Kern (fj (vi)) = {0} so Xi_, 8 (vi)xx =0
aber Rang (g j) = m also hat die Losungsmenge diesen Gleichung dimen-
sion n —m. D.h. dimKernB = n — m also ist RangB = m.

(H 25)

Seien K ein Korper mit Char(K) # 2 und V ein n-dimensionales Vektorraum iiber K. Sei
B :V xV — K ein nicht ausgeartetet Bilinearform auf V. Zeigen Sie, daBl B schiefsym-
metrisch ist (d.h. B (x,y) = —B (y,x) Vx,y € V ) genau wenn es symplektisch ist (d.h.
B(x,x)=0VxeV).

LOSUNG: S

ei B die Strukturmatrix von f3 bzgl. eine Basis vy,...,v, von V.

Sei B schiefsymmetrisch, d.h. 8 (x,y) = —B (y,x) fiir jede x,y € V. Mit x = y folgt dann
B (x,x) = —B (x,x), d..h B ist symplektisch.

Sei B symplektisch. Wie wissen dann daf3

0=B(vi+vjvitv;)) = Bivi)+B (vj,vj)+B (vi,v;) +B (v, i)
= O—f—O—l—B(v,-,vj)—{—ﬁ(vj,vi)

also ist B (vi,vj) = —B (vj,vi) so B ist schiefsymmetrisch.



