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9 Lineare Gleichungssysteme

Eine der haufigsten mathematischen Aufgaben ist die Losung linearer Gleichungs-
systeme. In diesem Abschnitt beschéaftigen wir uns zunéchst mit Losbarkeitsbe-
dingungen und mit der Struktur der Losung, und anschlieffend lernen wir den
Gauflschen Algorithmus zur praktischen Losung linearer Gleichungssysteme ken-
nen.

9.1 Losbarkeit und Losungsstruktur

Ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen in n Unbekannten hat die Form

a11T1 -+ 199 + ...+ A1pnTy — bl
a91T1 + Aoo%o + ... + opx, = by (9.1)
11+ Qoo + ...+ QT = by

Dabei sind die a;; und die b; vorgegebene reelle oder komplexe Zahlen. Da alle
Uberlegungen in diesem Abschnitt unabhingig davon sind, ob wir im Reellen
oder im Komplexen arbeiten, schreiben wir wieder K fiir einen der Korper R
oder C. Das System (9.1) zu losen bedeutet, Zahlen xy,--- , x, € K so zu finden,
dass alle Gleichungen in (9.1) zugleich erfiillt sind.

Mit den Bezeichnungen

aix a2 - Qp by

a21 Q22 -+ Q2p ba
A= . . |, b=

Am1 Qm2 - Amn bm

konnen wir das System (9.1) auch kurz als
Az =b (9.2)

schreiben, wobei nun der Vektor z = (z1,...,2,)7 € K" zu bestimmen ist. Die
Matrix A heifit Koeffizientenmatriz von (9.2) bzw. (9.1). Die folgenden Beispiele
zeigen, dass beim Losen linearer Gleichungssysteme sehr unterschiedliche Situa-
tionen auftreten konnen.

Beispiele

a) Das System

G ;) (ml) _ (g) b, Tit+ay = 0
L2 255’1 —|—21’2 = 2
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ist nicht losbar.

b) Das System

E)E-0) - e
L2 2513’1 + 2.CE2 = 2
hat unendlich viele Losungen, namlich alle Vektoren der Gestalt

()= w 2o

c) Das System

() w e
T2 T + 21‘2 = 2
hat die eindeutig bestimmte Losung z; = 0,29 = 1 bzw. x = (0,1). m

Wir fragen uns nun, unter welchen Bedingungen das System (9.1) lésbar ist und
wann seine Losungen eindeutig bestimmt sind, und wir beginnen mit homogenen
Systemen.

Definition 9.1 Das lineare Gleichungssystem (9.2) heiffit homogen, wenn b = 0
ist, andernfalls heifit (9.2) inhomogen. Das System Az = 0 heifit das zu (9.2)
gehorende homogene Gleichungssystem.

Homogene Gleichungssysteme sind stets losbar: eine Losung ist der Nullvektor.
Wenn wir die mxn-Matrix A mit einer linearen Abbildung x — Ax von R™ nach
R™ identifizieren, so sind die Losungen des Systems Az = 0 genau die Vektoren,
die im Kern dieser Abbildung liegen. Bezeichnen wir diese lineare Abbildung
einfach mit A und schreiben wir L, fiir die Menge aller Losungen des homogenen
Systems Ax = 0, so ist also

L; = Ker A.

Lemma 8.2 (b) und der Dimensionssatz liefern sofort das folgende Resultat.

Lemma 9.2 Sei A eine m x n-Matrixz. Dann bildet die Lésungsmenge Ly der
homogenen Gleichung Ax = 0 einen linearen Unterraum von K", und die Di-
mension dieses Raumes ist gleich

dim L;, = dim Ker A = n — rang A.
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Im Falle rang A = n ist die Losung von Az = 0 also eindeutig bestimmt und
gleich dem Nullvektor. Im Fall rang A < n findet man eine Basis fi,..., f; von
Ly, (mit [ = n —rang A > 0) und kann jede Losung = der homogenen Gleichung
in der Form

x:)\1f1+'~-+)\lfla )\iGK,

schreiben. Die Losung héangt also von [ = n — rang A frei wihlbaren Parametern
AL, ..., A ab.

Wir sehen uns nun inhomogene Systeme Az = b an und schreiben sie in der Form

Q15
ria1 + Xoto + ... +xpa, =b mit a; =

A

Das System Ax = b losen heifit also, den Vektor b als Linearkombination der
Spaltenvektoren aq,...,a, von A darzustellen. Fiigt man zur Matrix A noch
den Spaltenvektor b als n 4+ 1. Spalte hinzu, so erhilt man die erweiterte Matriz
(A,b) € K™ des Systems (9.2), mit der wir das folgende Kriterium formulieren
konnen.

Lemma 9.3 Das lineare Gleichungssystem (9.2) ist genau dann lésbar, wenn
rang A = rang (A, b). (9.3)

Wir nehmen nun an, dass die Bedingung (9.3) erfiillt ist. Sind = und & zwei
Losungen von (9.2), d.h. ist Az = b und AZ = b, so ist

Alx —2) = Az — Az = 0

der Vektor y := x—2 16st also das homogene System Ay = 0. Ist umgekehrt y eine
Losung des homogenen Systems und 2 eine Losung des inhomogenen Systems, so
ist auch z := & 4 y eine Losung des inhomogenen Systems:

Avr = Ai+ Ay=0b+0=b.

Lemma 9.4 Das lineare Gleichungssystem (9.2) sei losbar. Dann besteht die
Losungsmenge L; dieses Systems aus allen Vektoren der Gestalt

r=z+y mit ye L,=KerA, (9.4)
wobei T eine spezielle Lisung des inhomogenen Systems ist.
Formal kann man (9.4) schreiben als

Li=2+ Ly,
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Zur Losung des inhomogenen Systems mufl man also eine spezielle Lisung &
der Gleichung Ax = b sowie die allgemeine Lisung der zugehdrigen homogenen
Gleichung finden.

Aus den Lemmas 9.2 - 9.4 folgt auBlerdem sofort, dass die Gleichung Ax = b
genau dann eindeutig ldsbar ist, wenn

rang A = rang (A, b) = n. (9.5)
Sehen wir uns noch einmal die Beispiele vor Definition 9.1 an.
Beispiele
a) Hier ist

1 = rang (; ;) # rang (; ; g) =2,

also ist das System nicht 16sbar.

b) Hier ist
11 1 11
1 =rang (2 2) = rang (2 9 2) =1<2,

Also ist das System losbar, und die Losungen hidngen von 2 — 1 = 1 reellen
Parameter ab.

c) Hier ist schliefflich

11 1 11
2 =rang 1 o) =Tang {5 , =2,

d.h. das System ist losbar, und die Losung ist eindeutig bestimmt. |

Anmerkung Die in Lemma 9.4 festgestellte Struktur der Losung trifft auf be-
liebige lineare Gleichungen o (z) = b mit einer linearen Abbildung ¢ : U — V zu.
Wir kommen z.B. im Abschnitt iiber Differentialgleichungen darauf zuriick.

Ist A eine nxn-Matrix (d.h. quadratisch) und ist rang A = n(= m), so ist A
invertierbar, und die (eindeutig bestimmte) Losung von Az = b lautet

x=A"'b. (9.6)

Fiir die praktische Bestimmung der Losung x ist (9.6) allerdings wenig geeignet,
da die Ermittlung der inversen Matrix recht miithsam ist.
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9.2 Der Gauflsche Algorithmus

Der GauBsche Algorithmus oder das Gaufische Eliminationsverfahren zur Losung
des linearen Gleichungssystems (9.1) bzw. (9.2) beruht auf der Beobachtung,
dass sich die Losungsmenge dieses Systems nicht dndert, wenn in der erweiterten
Systemmatrix die folgenden elementaren Zeilenoperatoren durchgefiihrt werden:

(a)  Addition einer Zeile zu einer anderen.

(b)  Multiplikation einer Zeile mit einer Zahl # 0.

(¢)  Vertauschen zweier Zeilen.
Auflerdem wollen wir noch zulassen:

(d)  Vertauschen zweier Spalten der Systemmatrix.

Letzteres entspricht einer Umbenennung der gesuchten Zahlen x4, ..., x,. Ziel ist
es, durch diese Operationen eine ,,Dreiecks-“ oder wenigstens ,, Trapez-Gestalt*
der Systemmatrix zu erreichen, aus der man die Losung durch ,, Riickwartseinset-
zen® gewinnt. Sehen wir uns zunéchst einige Beispiele an.

Beispiel 1 Das lineare Gleichungssystem

T + To + r3 —+ ry, = 1
Ty + 21’2 + 21’3 + 2&74 = 2
ry + To + 2.1'3 -+ 2{]34 = 2
Ty + Ty + r3 —+ 2&34 = 2
hat die erweiterte Systemmatrix

1 11 11

1 2 2 2|2

112 2|2

1 11 2]2

Subtraktion der ersten Zeile von der zweiten, dritten und vierten Zeile fithrt auf

o O O
e i Y SR
O = =
— = =
— = =

d.h.
T+ 2Ty +2x3+2x4 =
To + T3+ X4
T3+ X4
Ty =

1
1
1
1.

Wir erhalten ein System von Dreiecksgestalt. Aus der letzten Gleichung folgt
x4 = 1. Wir setzen dies in die vorletzte Gleichung ein und erhalten x5 = 0. In die
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zweite Gleichung eingesetzt liefert dies x5 = 0, und aus der ersten Gleichung folgt
schliefflich, dass auch z; = 0. Die Losung des Systems ist also eindeutig bestimmt
und lautet (0,0,0,1)7. |

Beispiel 2 Das Gleichungssystem werde durch die erweiterte Systemmatrix

0 3 6| 3
12 3] 1
-2 -4 —6|-2

beschrieben. Austausch von erster und zweiter Zeile liefert

12 3] 1
0O 3 6| 3
-2 -4 —6|-2

Addition des Doppelten der ersten Zeile zur letzten Zeile ergibt

1
0
0

S W N
S O W
S W =

und Division der zweiten Zeile durch 3 liefert schlieflich

1 2 3|1
01 21 (9.7)
0000

bzw. das Gleichungssystem

To+ 2x3 = 1.

Die letzte Zeile der Matrix (9.7) entspricht der Gleichung 0 = 0, die wir natiirlich
weglassen. Zum Auflosen von (9.8) wihlt man z3 = ¢ als Parameter. Aus der
letzten Gleichung von (9.8) folgt dann

To+2t=1 bzw. xz9=1-—2t,
und durch Einsetzen in die erste Zeile findet man
r1+2(1—-2t)+3t=1 bzw. z;=—-1+t.

Die Losungsmenge des Systems besteht also aus allen Vektoren der Form

1 -1+t —1 1
XT3 t 0 1
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Hier erkennen wir die in Lemma 9.4 beschriebene Struktur: die Losung des inho-
mogenen Systems setzt sich zusammen aus einer speziellen Losung des inhomo-
genen Systems, ndmlich (—1,1,0)7, und der allgemeinen Losung des zugehorigen
homogenen Systems, nimlich allen Vielfachen von (1, —2,1)%. |

Beispiel 3 Wir betrachten das System mit der erweiterten Systemmatrix

0 3 6]3
1 2 3|1 ).
—2 —4 —6|1

die sich von Beispiel 2 nur vom Eintrag in der rechten unteren FEcke unterscheidet.
Die im Beispiel 2 durchgefiihrten Operationen fithren nun auf

1 2 3|1
01 2|1
0003
Die letzte Gleichung des umgeformten Systems lautet also 0 = 3. Dieser Wider-
spruch zeigt, dass das System keine Losung besitzt. |

Wir kommen nun zum allgemeinen System (9.1) zuriick. Durch die elementaren
Operationen (a) - (d) kann man die erweiterte Systemmatrix dieses Systems stets
in die folgende Gestalt bringen:

I c2 13 ... Cip|Clpg1 .. Cin dy
1 Co3 ... Copr | C2pyq1 ... Cop dQ
1 cee C3p | C3p41 - C3p d3
0 1| oot oo Con | dy (9:9)
dr—i—l
0 0 :
A,

Aus dieser Darstellung koénnen wir alle gewiinschten Informationen iiber das Glei-
chungssystem gewinnen:

(1) Das System ist genau dann l6sbar, wenn

dp1 = ... =dp = 0. (9.10)

(2) Der Rang der Systemmatrix ist gleich r.

(3) Ist die Bedingung (9.10) erfiillt, so kénnen wir die Losung des Systems wie
folgt gewinnen: Wir wéhlen n—r = n—rang A Parameter ty,%s,...,t,_, € R
oder C und setzen

Lpy] = tl, Lypag = tg, e Tn = tnfr-
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Die r-te Gleichung von (9.9) lautet dann
Ty + Cr,r—l—ltl + ..o+ Ctpnr = d,

bzw.
T, =d, — Cr,rJrltl — ... — Crplp_r.

Wir setzen dies in die r—1-te Gleichung von (9.9) ein und erhalten eine
Darstellung von x,_; in Abhéngigkeit von ty,..., ¢, ., usw.

Wir fahren so fort bis zur ersten Zeile und erhalten die Losung in der Gestalt

1 = e+ futi +...4+ finrtor,

Ty = er+fr1t1 +...+ fr,n—rtn—r;

Ty = 131
Ty = tnr
mit gewissen Zahlen e; und f;; und Parametern ¢y,...,%,_,. In Vektor-

schreibweise lautet die Losung

T €1 fu fl,nfr
Ly €r frl fr,n—r
Tre1 | =10+ 1 + ...+t 0 , (9.11)
Lyp42 0 0
: : : 0
Tn 0 0 1

in der wir wieder die Losungsstruktur aus Lemma 9.4 erkennen.

Man kann sich das , Riickwértseinsetzen® sparen, wenn man (&dhnlich wie bei der
Rangberechnung angedeutet) durch weitere elementare Operationen aus (9.9)
eine Matrix der Gestalt

100 0] érppr o e | dy
10 0| bors1 v Con| dy

1 0| Gspsr ... G| ds

0 U eyt oo b | dy
dr+1

0 0 :

dn
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erzeugt, aus der man im Falle JTH = ... = cZn = 0 sofort die Darstellung der
Losung in der Form (9.11) ablesen kann.

Wir sehen uns ein abschlieBendes Beispiel an.
Beispiel Die erweiterte Systemmatrix eines linearen Gleichungssystems sei

1 2 1 —-1| 2
-1 -1 -1 3|4
2 -1 2 2| 8

2 0 2 4| 6
4 2 4 =-2] 14
2 =2 2 0] 10

Durch elementare Operationen gelangen wir nacheinander zu den Matrizen

1 21 -1 2 121 —1] 2
0 10 2|[-2 010 2|-2
0050 4 4| _ |000 14/-6]|_
0 -4 0 6| 2 000 14|-6
0 -60 2| 6 000 14|-6
0 -60 2| 6 000 14|-6
121 —1] 2 12 —1 1] 2
010 2|2 = (o1 20 -2 |,
000 1]-3/7 00 1 0|=3/7

wobei wir Nullenzeilen weglassen und im letzten Schnitt die dritte und vierte
Spalte getauscht haben, wodurch x3 und x4 ihre Rollen tauschen. Wir erhalten

daher

Ty = —3/7,
To +2.Z'4 = —2, d.h. To = —2+6/7 = —8/7,
$1+2l‘2—l’4+$3:2, d.h. 1‘1:2+16/7—3/7—$3

Mit dem Parameter x3 = t folgt schliellich

1‘1:27/7—t, [EQZ—8/7, l'gzt, $4:—3/7

bzw.
o | T 0 +t 1 [
Ty —3/7 0
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10 Determinanten

Man kann jeder quadratischen Matrix eine Zahl, die Determinante der Matrix,
zuordnen, die wesentliche Informationen iiber die Matrix enthélt.

10.1 Definition und Eigenschaften

Sei A = (@j)n,n eine nxn-Matrix mit reellen Eintrégen. Im Fall n = 1 versteht
man unter der Determinante von A = (aj;) einfach die Zahl a11, und man schreibt
det A = aq;. Die Definition der Determinanten von 2x2- und 3x3-Matrizen mo-
tivieren wir geometrisch.

Dazu berechnen wir den Flicheninhalt des von den Spalten @ = (ay1, as;)”
und @y = (a2, )’ von A aufgespannten Parallelogramms.

da Der gesuchte Flacheninhalt ist gleich
ﬂ dem Betrag von ||, || ||@:|| sin«

@y

(fiir a € (0,180°) ist diese Zahl bereits nichtnegativ). Sei @y = (ag, —a12)? der

auf dy senkrecht stehende Vektor. Dann ist ||@s|| = ||d@y || sowie o = 90° — 3, und
daher gilt
G|l - sl sine = || - [l || sin(90° - 5)
= @l llaz |l cos 8 = a. - .

Die Formel (6.3) fiir das Skalarprodukt ergibt schlieBlich @ - @y = a;1a92 — a12a01.
Der gesuchte Flicheninhalt ist also gleich |ajjase — ajpas|.

Definition 10.1 Die Determinante der 2x2-Matriz A = (a;j)22 ist die Zahl

ag1 A2

det A = det (a11 a12> = Q11022 — Q12021 (10.1)

Analog berechnen wir nun das Volumen des von den Spalten d;,ds und a3 der
3x3-Matrix A = (a;j)3 3 aufgespannten Spats.
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Dieses Volumen ist gleich
dem Flédcheninhalt des von
a, und as aufgespannten
Parallelogramms, multipliziert
mit der Hohe des Spats.
Dieser Flécheninhalt ist gleich
||d@a2 x dsl|, und die Hohe ist die
Lange der Projektion p' von @
auf den Normaleneinheitsvek-
tor des Parallelogramms, also
gleich

62><63

pl= 01 —= |
||_1| 1 ||6L2 ><a3||

Das gesuchte Volumen ist daher gleich dem Betrag von @y - (@, X d@3). Diese Zahl
bezeichnet man auch als Spatprodukt der Vektoren ay, ds, as, und man schreibt

[61, 62,63] = c?l . ((72 X 63)

Schreiben wir die Spaltenvektoren als @, = (ai1, as1,as31)", ay = (a2, ass, ass)’
and d@s = (ay3, ass, ass)’ und benutzen wir die Formel (6.3) sowie den Satz 6.10,
so finden wir eine Mdéglichkeit der Berechnung des Spatprodukts dreier Vektoren
mit Hilfe der Koordinaten der Vektoren:

[dy, do, d3] = a11022a33 + Q12023031 + Q13021032 (10.2)

—a11G23032 — A12021033 — 13022431 -

Definition 10.2 Die Determinante der 3x3-Matriz A = (a;j)33 ist die Zahl auf
der rechten Seite von (10.2).

Als Merkhilfe dient die Sarrussche Regel, bei der man die ersten beiden Spalten
noch einmal hinter die Matrix schreibt:

12

Cln\ (112>< CL13>< au/
21/ 22>< 23>< 21\
/ 31/ 32/ 33\ 31\ 32\

- - -

22

Fiir die Definition der Determinante einer nxn-Matrix miissen wir die Formeln
fiir 2x2- und 3x3-Determinanten verallgemeinern. Dazu bendétigen wir einige
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neue Begriffe. Jede Anordnung (v, vs,...,1,) der natiirlichen Zahlen von 1 bis
n heifft eine Permutation dieser Zahlen. Man kann sich leicht iiberlegen, dass es
genau n! verschiedene Permutationen der Zahlen von 1 bis n gibt. Eine Permuta-
tion heiit gerade, wenn sie durch eine gerade Anzahl von Vertauschungen zweier
Elemente aus der Ausgangspermutation (1,2,...,n) hervorgeht, sonst ungerade.
Schliellich definiert man das Vorzeichen sgn(vq,va, ..., 1,) der Permutation als
+1 oder —1, je nachdem, ob die Permutation gerade oder ungerade ist.

Definition 10.3 Unter der Determinante der n x n-Matriz A = (a;;)n., versteht
man die Zahl

det A = § Sgn(”l?”?a"wyn) A1y A2u5 + - - Ay, s
(V17V27"'7V77«)

wobei die Summe tber alle Permutationen der natirlichen Zahlen von 1 bis n
genommen wird.

Man beachte, dass diese Definition natiirlich auch fiir quadratische Matrizen mit
komplexen Eintrégen sinnvoll ist.

Beispiel Fiir n = 3 und A = (a;;)33 haben wir 3! = 6 Summanden:

(1,2,3) = keine Vertauschung = sgn(1,2,3) = = +a11a22033
(1,3,2) = eine Vertauschung = sgn(1,3,2) = -1 = —ajjassas
(2,1,3) = eine Vertauschung = sgn(2,1,3) = -1 = —ajaass
(3,2,1) = eine Vertauschung = sgn(3,2,1) = -1 = —a3a9a3
(2,3,1) = zwel Vertauschungen = sgn(2,3,1)=1 = Haa3a3
(3,1,2) = zweil Vertauschungen = sgn(3,1,2) =1 = +ai3a21a32.

Die Summe der Zahlen in der rechten Spalte ist die Determinante von A. Diese
stimmt natiirlich mit der aus Definition 10.2 iiberein. |

Es folgen die wichtigsten Rechenregeln fiir Determinanten. Dazu fithren wir eine
kiirzere Schreibweise fiir Matrizen ein. Sind a4, ..., a, die Spalten einer Matrix
A, so schreiben wir A = (ay, ..., a,).

Satz 10.4 (a) Die Determinante der n X n-Einheitsmatriz I ist 1:

det I = det(ey, ea,...,e,) = 1.

1e Determinante 1st linear in jeder Spalte:
(b) Die D : st linear in jeder Spal
det(al, ceey A1, /\(l)bgl) + /\(2)b§2)7 Qjq1y - ,an) =
= )\(1) det(al, ceey Qjq, b§<1), Qjt1yee- ,an) +

+ )\(2) det(al, ceey @, b§2), Qjt1yee- ,an).
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(c) Vertauscht man in A zwei Spalten, so dndert die Determinante ihr Vorzei-
chen:
det(...,a;,...,a5,...)=—det(...,a;,...,a;...).

(d) Die Determinante dndert sich nicht beim Transponieren:

det A = det AT

(e) Die Determinante ist multiplikativ: fiir beliebige n X n-Matrizen A, B gilt
det(AB) = det A - det B.

Man beachte, dass wegen (d) die Eigenschaften (b) und (c) entsprechend auch
fiir Zeilen gelten.

Die Berechnung von Determinanten mittels Definition 10.3 ist auBerordentlich
mithsam. Bereits fiir n = 5 hétte man 120 Produkte aus je 5 Faktoren zu berech-
nen und zu summieren. Die beiden folgenden Sétze bieten wesentlich praktika-
blere Moglichkeiten der Berechnung von Determinanten.

Satz 10.5 Sei A eine n x n-Matrix.

(a) Ist ein Spalten- oder Zeilenvektor von A der Nullvektor, so ist det A = 0.

(b) Die Addition eines Vielfachen eines Spaltenvektors (Zeilenvektors) von A zu
einem anderen Spaltenvektor (Zeilenvektor) von A lifit det A unverdndert.

(¢) Die Determinante einer Matriz von Dreiecksgestalt (d.h. alle Eintrige ober-
halb oder unterhalb der Hauptdiagonalen sind Null) ist gleich dem Produkt
der Fintrdge auf der Hauptdiagonalen.

Man benutzt die Aussagen (b) und (c) aus Satz 10.4 sowie (b) aus Satz 10.5, um
die Matrix A in Dreiecksgestalt zu bringen ohne ihre Determinante zu &ndern.
Dann kann die Determinante mit Satz 10.5 (c¢) bestimmt werden.
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Beispiel 1

1 2 3 4 1 2 3 4
0 2 4 2 01 2 1
detlg 30 3| =23% g1 0
112 6 112 6
1 2 3 4 12 3 4
o 1 2 1 01 2 1
=6-det 01 0 -1 =6-det 00 -2 —9
0 -1 -1 2 00 1 3
1 2 3 4 1 2 3 4
01 21 01 21
=6-(—2)det 001 117 —12det 001 1l
0013 000 2
und nach Satz 10.5 (¢) ist gesuchte Determinante gleich —12 -2 = —24. N

Determinanten konnen auch berechnet werden, indem man sie nach einer belie-
bigen Zeile oder Spalte entwickelt. Streicht man in der Matrix

a, ... Qg ... Qip
A= a1 o Qi ... Qip
ap1 -+ Apk ... Qpp

die i-te Zeile und die k-te Spalte, so bleibt (nach ,, Zusammenschieben des Restes*)
eine (n—1)x(n—1)-Matrix iibrig. Ihre Determinante heiit ein Minor von A und
wird im Folgenden mit A;;, bezeichnet. Jeder nxn-Matrix hat offenbar genau n?
Minoren.

Satz 10.6 (Entwicklungssatz) Fir jede nxn-Matriv A = (a;;) und alle i,k €
{1,...,n} gilt

det A = Z(—l)””aw Aiu
v=1
(Entwicklung nach der i-ten Zeile) sowie
det A = Z(_1>k+ua”k A“k
pn=1

(Entwicklung nach der k-ten Spalte).
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Die Minoren sind Determinanten; sie kénnen also nach dem gleichen Prinzip
berechnet werden. Besonders vorteilhaft ist die Entwicklung nach Zeilen oder
Spalten, die viele Nullen enthalten. Man beachte die alternierenden Vorzeichen.

Beispiel 2 Entwicklung nach der letzten Spalte liefert

4 5 1 2 1 2
3det (7 8)—6det<7 8)+9det(4 5)

= 3-(=3) = 6(—6) +9(~3) = 0. 0

det

ST
co Ot N
O O W
|

Beispiel 3 Entwicklung jeweils nach der ersten Spalte liefert

aip Qa2 aiz aiq
0 Q22 A23 A24

(22 A23 (24

det =apndet| 0 az3 as
0 0 ass az

0 0 44

0 0 0 g4

a33 A34
= ajia det ( 0 au = (11022033 det(aq) = a11a20a33044.

Auf diese Weise wird klar, dass die Determinante einer Dreiecksmatrix gleich dem
Produkt der Eintrage auf der Hauptdiagonalen ist (Satz 10.5(c)). n
10.2 Determinanten und invertierbare Matrizen

Zur Erinnerung: Eine nxn-Matrix heifit invertierbar (oder regulér), wenn es eine
nxn-Matrix A=! gibt mit AA™! = A7'A = I. Aquivalent zur Invertierbarkeit
von A ist jede der folgenden Bedingungen:

(a) Die lineare Abbildung K" — K", x +— Az ist bijektiv.
(b) ker A= {0}.
(c) rang A = n.

Wir charakterisieren nun die Invertierbarkeit von A in Abhéngigkeit von der

Determinanten von A. Sei zunéichst A invertierbar. Anwendung von Satz 10.4(e)
auf A- A7 = T liefert

det A-det(A™") =det ] = 1.
Die Determinante einer invertierbaren Matrix ist also ungleich Null, und es gilt
det(A™") = (det A)~".

Wir zeigen, dass umgekehrt jede Matrix A mit det A # 0 invertierbar ist und
dass man die inverse Matrix von A explizit beschreiben kann. Dazu benétigen
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wir einige Bezeichnungen. Fiir jeden Minor Ay (i,k=1,...,n) von A definieren
wir o
Ay = (—1)"F Ay,

(die A heiflen auch Adjunkte von A), und wir setzen

T
An A o0 A
Aadj = : : :
Al Ane .. Ann

Lemma 10.7 Fir jede nxn-Matriz A = (a;;)nn gilt
Aadj 'AIA'Aadj =detA- 1. (103)

Beweis Wir iiberlegen uns die Gleichheit A - A,q; = det A - I. Dazu berechnen
wir den ij-ten Eintrag von A - A,g;:

n

Z aipAj = Z(_l)j+kaikﬁjk
=1

k=1
a1 a2 a3 - Q1n
aj—11 Gj-12 @j-13 ... Qj—1n
= det (0751 (07D) ;3 Ce ip . (104)
jt11 Gj+12 G413 oo Gigln
an1 Ap2 An3 oo Apn

Diese Matrix entsteht, indem die j-te Zeile der Matrix A durch die i-te Zeile von
A ersetzt wird. Die Gleichheit (10.4) folgt nun aus dem Entwicklungssatz durch
Entwickeln nach der j-ten Zeile.

Es bleibt noch die Aufgabe, die Determinante der Matrix in (10.4) zu berechnen.
Das ist einfach: Fiir i = j ist dies gerade die Determinante von A, und fiir ¢ # j
enthélt die Matrix in (10.4) zwei gleiche Zeilen, so dass ihre Determinante gleich
Null ist. Es ist also

iwA» ] detA wenn i = j
— wEIET0 wenn i # 7,

und das ist die Behauptung. |

Satz 10.8 Eine nxn-Matriz A ist genau dann invertierbar, wenn ihre Determi-
nante ungleich Null ist. In diesem Fall gilt

Ail:LA

- 10.
det A (105)
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Beispiel 4 Die 2x2-Matrix A = [ ‘' %12 ist genau dann invertierbar, wenn

21 Q22
det A = a11Q922 — Q124921 7£ 0 ist. In diesem Fall gllt
Al = 1 Q2 —2) -
a11Q22 — Q12021 \—d21 411

Beispiel 5

1 1 2 1 -5 3 =2

2 3 4] = 3 -6 3 0 1. [

-1 2 1 7T =3 1

Ist A eine invertierbare Matrix, so ist jedes Gleichungssystem Ax = b eindeu-
tig 16sbar, und man kann die Losung = berechnen aus z = A~'b. Eine weitere
Moéglichkeit der Berechnung der Losung bietet die Cramersche Regel.

Satz 10.9 (Cramersche Regel) Die Koeffizientenmatriz A des linearen Glei-
chungssystems Ax = b sei eine invertierbare nxn-Matrix mit den Spalten
ai,as, . ..,a,. Die Komponenten x1, o, ..., %, des Lisungsvektors v = A~'b sind
dann gegeben durch

. det(al, c. ,Clkfl,b, A1y - - - ,an)

T (106)

det(a, as, ..., a,)
Im Nenner von (10.6) steht also die Determinante von A und im Zéhler die
Determinante der Matrix, die aus A entsteht, wenn die k-te Spalte von A durch
die rechte Seite b des Gleichungssystems ersetzt wird.

Beweis Wir fithren den Beweis nur fiir die erste Komponente x; des Losungs-
vektors. Der Beweis fiir die iibrigen Komponenten verlduft analog. Sei also
r = (z1,...,2,)7 die eindeutig bestimmte Losung von Az = b. Dann ist
ria1 + raas + ... + x,a, = b und daher

det(b, as, as,...,a,) =

= det(z1a; + woas + ... + Tpap, a2, a3, . . . ay)
= det(x1a1,as,as,...,a,) + det(xsas, as, as, . . .a,)
+ ...+ det(z,an, as,as, ..., ay,) (Satz 10.4(b))
= xydet(ay,as,as,...,a,) + xodet(ag, as,as, ..., a,)
+... + z, det(ay, as,as, ..., a,) (Satz 10.4(b))
= z1detA+04+...+0 (Satz 10.5(b))
= x;det A.
Wegen det A # 0 ist also x; = det(b, aq, ag, ..., a,)/ det A. n
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Beispiel 6 Wir l6sen das Gleichungssystem

ry + 81’2 — 4.1'3 = 2
5271 + 633'3 = 1
—31’2 + 21’3 = -3

mit der Cramerschen Regel. Hier ist

1 8 -4 2
A:(al,ag,CLg): 5 0 6 5 b= 1
0 -3 2 -3
und
2 8 —4 1 —4
(b, a9, CL3> = 1 0 6 s (al, b, a3) = 5 1 6 s
-3 =3 2 0 -3 2
1 8 2
(al, as, b) = 5 0 1
0 -3 -3

Berechnung der Determinanten (nach Sarrus oder Entwicklungssatz) liefert
det A = —2 sowie

det(b, ag,ag) = —112, det(al,b, CL3) = 60, det(al,ag,b) = 93.
Die Losung des Systems ist also
T = 56, To = —30, T3 = —46,5. |

Man beachte, dass weder die Berechnung der inversen Matrix nach (10.5) noch
die Losung eines linearen Gleichungssystems iiber die Cramersche Regel fiir grofie
n praktikabel sind, da der Aufwand zur Berechnung der Determinanten schnell
ansteigt. Wir werden also weiter den Gauf-Algorithmus zur Losung linearer Glei-
chungssysteme benutzen.
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11 Eigenwerte und Eigenvektoren

Wir wissen bereits, dass man jede lineare Abbildung ¢ : K* — K" durch eine
nxn-Matrix A beschreiben kann, d.h. es ist p(z) = Az fir alle x € K". Die
Matrix A héngt dabei von der gewéhlten Basis in K" ab. Die Frage ist nun, ob
man eine solche Basis findet, in der die Multiplikation mit A besonders einfach
wird. Diese Frage wird uns auf die Begriffe Eigenwert und Eigenvektor einer Ma-
trix und damit in die Spektraltheorie linearer Abbildungen fithren. Als wichtige
Anwendung diskutieren wir im néchsten Abschnitt die Losungen quadratischer
Gleichungen mit mehreren Unbekannten.

11.1 Definitionen und einfache Eigenschaften

Am einfachsten ist die Anwendung einer Matrix A auf einen Vektor x wohl
dann, wenn wir nur mit einer geeigneten Zahl A multiplizieren miissen, d.h. wenn
Ax = Az. Die Idee ist daher, nach einer Basis von K" zu suchen, die aus Vekto-
ren xy,...,x, besteht, fiir die es jeweils Zahlen Ay,..., A\, mit Ax; = \x; gibt.
Die Darstellung von A in dieser Basis wire dann einfach die Diagonalmatrix
diag(A1, ..., An).

Definition 11.1 Sei A € C™" eine nxn-Matrix. Die komplexe Zahl \ heifit ein
Eigenwert von A, wenn es einen Vektor x € C" mit x # 0 g¢ibt, so dass die
Eigenwertgleichung

Az =Xz bzw. (A—=X)z =0

erfillt ist. Jeder solche Vektor x heif§t ein Eigenvektor von A zum Eigenwert .
Lemma 11.2 Sei A ein Eigenwert von A. Nimmt man zu den zu A gehdrigen

FEigenvektoren von A noch den Nullvektor hinzu, so erhdlt man einen linearen
Raum, den so genannten Eigenunterraum von A zum Eigenwert .

Dies ist leicht einzusehen. Seien z7,xs Eigenvektoren zum FEigenwert A und sei
t € C. Dann ist
A(tl'l) = tAx1 = t()\]fl) = )\(tl’l),
A(l’l + Ig) = AZEl + AIQ = /\l’l + /\1'2 = )\(ZEl + 1'2),

d.h. txy und z; + x5 sind Eigenvektoren oder gleich Null. |

Nach Definition 11.1 ist A genau dann ein Eigenwert von A, wenn das homogene
Gleichungssystem
(A=X)x =0 (11.1)

eine nichttriviale Losung = # 0 besitzt (man beachte, dass das System (11.1) fiir
jedes A den Nullvektor als Losung hat). Eine nichttriviale Losung von (11.1) exi-
stiert nun genau dann, wenn die Matrix A — A/ nicht invertierbar ist (andernfalls
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wire nimlich z = (A — A\I)~!-0 = 0 die einzige Losung des Systems). Nach Satz
10.8 ist die genau dann der Fall, wenn

det(A — XI) = 0. (11.2)

Berechnet man det(A — AJ) in Abhéngigkeit von A, so erhdlt man ein Polynom
in A vom Grad n.

Definition 11.3 Die Gleichung (11.2) heifit die charakteristische Gleichung der
Matrix A, und das Polynom Ps(\) := det(A — AI) heifit das charakteristische
Polynom der Matrix A.

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra (dessen reelle Version wir in Satz 5.19
kennen gelernt haben, hat jedes Polynom vom Grad n > 1 mit komplexen Koef-
fizienten genau n komplexe Nullstellen (entsprechend ihrer Vielfachheit gezihlt).
Daher gilt

Satz 11.4 (a) Jede Matrizx A € C™" besitzt genau n komplexe Eigenwerte (ent-
sprechend ihrer Vielfachheit gezdhlt).

(b) Ist A e R™™, s0 ist mit jedem nichtreellen Eigenwert A auch die konjungiert-
komplexe Zahl A ein Eigenwert von A.

. . (3 4. _(3=X 4
Beispiel 1 Fiir A = (5 2) 1stA—)\I—( 5 2_)\> und daher

det(A— M) =(3—-X)(2—X) —20 =\ — 5\ — 14.

Die Nullstellen dieses Polynoms und damit die Eigenwerte von A sind also A\ =7
und Ay = —2. Analog erhélt man fiir

0 1 -2 1
B:(—l O) bzw. B—)Jz(_l _)\)

det(B— M) = (A2 +1=X\+1

und damit die Eigenwerte \; = i, Ay = —i. Eine reelle Matrix muss also keine
reellen Figenwerte besitzen. Nun sei

0 1 1 -\ 1 1
C=1-3 2 3 bzw. C—-X=|-3 2—)\ 3
1 10 1 1 -

Mit der Sarrusschen Regel findet man

det(C —AI) = (=A)*2-A)+3-3—=(2=X) =3(=A) = (=3)(=))
= N2 A -2=-A-2)A+ 1)\ —1).
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Die Eigenwerte der Matrix C sind also \; = 2, Ay = —1 und A3 = 1. Schliefllich

sel \
0 1 — 1
D—<O O) bzw. D—)\I—(O _)\).

Dann ist A\; = Ay = 0 ein doppelter Eigenwert. |

Zur Berechnung der zu einem Eigenwert A von A gehorigen Eigenvektoren muss
man das homogene Gleichungssystem (A — AI)z = 0 16sen.

Beispiel 2 Wir berechnen die Eigenvektoren der Matrizen C' und D aus Beispiel
1. Zum Eigenwert \; = 2 von C' erhélt man die Matrix

-2 1 1
C—M[=-3 0 3
1 1 -2

Vertauschen von 1. und 3. Zeile und Division der 2. Zeile durch 3 fithren auf
die folgende Matrix, die wir mit den Operationen des GauBalgorithmus weiter
vereinfachen:

1 1 =2 1 1 =2 11 =2
-10 1 |]=(|01-1|={(01 -1
-2 1 1 03 -3 00 O

Die Losungen dieses Gleichungssystems sind also alle Vektoren
t(1,1, D" mit t € R, (11.3)

und diese Vektoren bilden auch den Eigenunterraum von C' zum Eigenwert \; = 2.
Die Eigenvektoren zu A\; = 2 sind gerade die Vektoren (11.3) mit ¢ # 0. Ganz
analog findet man die Eigenvektoren

t(0,1,—1)" mit t € R\{0}  bzw.  #(1,0,1)" mit ¢t € R\{0}

zu den Eigenwerten \; = —1 bzw. A3 = 1 von C. Fiir die Matrix D lautet das ent-
sprechende Gleichungssystem zur Bestimmung der Eigenvektoren zum Eigenwert

)\1 == /\2 = 0
0 1 T\ .
(O O) <$2> =0 bzw. z9=0.

Alle Eigenvektoren haben also die Gestalt
t(1,0) mit ¢t € R\{0}. ]
Wir kommen zu einer wichtigen Eigenschaft von Eigenvektoren.

Satz 11.5 Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten einer Matriz A € C**"
sind linear unabhdngig.
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Beweis Seien \q, ..., \; paarweise verschiedene Eigenwerte von A und vy,..., v
seien zugehorige Eigenvektoren. Wir miissen zeigen, dass aus

v+ ...+ ogu =0 folgt oy =...=a,=0 (11.4)
und benutzen dazu vollsténdige Induktion.

Fir k = 1 ist die Aussage (11.4) offenbar richtig. Wir nehmen an, dass sie auch
fiir £ — 1 paarweise verschiedene Eigenwerte richtig ist und zeigen, dass sie dann
auch fiir k£ paarweise verschiedene Eigenwerte gilt. Eine Anwendung von A auf
die Gleichung
o] + ..o v + opvr = 0 (11.5)
ergibt
atAvr+ .o+ a1 Avg_1 + oy, Av, = 0

bzw.

al)\lvl + ...+ Oékfl/\k,ﬂ)kfl + Oék)\k’l}k =0. (116)

Andererseits liefert Multiplikation von (11.5) mit A
ALV + o Qo A U—1 F AU = 0. (11.7)
Wir subtrahieren (11.6) von (11.7) und erhalten
ar( Ak — A)vr 4+ oo F a1 (A — Ap—1)vg—1 = 0.
Nach Induktionsvoraussetzung sind vy, ..., v;_1 linear unabhéngig. Also ist
ar( Mg — A1) =...=ap1(A\p — A1) =0,

und da die Eigenwerte paarweise verschieden sind, folgt hieraus a3 = ... =
ag—1 = 0. Aus (11.5) folgt schlielich noch ay = 0, d.h. die Vektoren vy,..., vy
sind tatséchlich linear unabhéngig. |

Da die Dimension von K" gleich n ist, kann wegen Satz 11.5 eine Matrix A € K™"
héchstens n linear unabhéingige Eigenvektoren besitzen. Genauer gilt:

Satz 11.6 Ist A\ ein Figenwert von A € K™" der Vielfachheit m (d.h. ist
eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms von A der Vielfachheit m), so
besitzt A hochstens m linear unabhdngige Eigenvektoren zum Eigenwert X\, d.h.
die Dimension des Figenunterraumes von A zum Eigenwert X\ ist hdchstens m.

Ist insbesondere A ein einfacher Eigenwert von A, so ist der zugehorige Eigenun-
terraum (also der Kern von A — A I) eindimensional. Es hitte also in Beispiel 2
geniigt, einen Eigenvektor von C' zum Eigenwert \; = 2 zu erraten, um die Be-
schreibung (11.3) des Eigenunterraums von C' zu diesem Eigenwert zu erhalten.

Hier sind noch zwei weitere Aussagen iiber Eigenwerte beliebiger Matrizen.
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Satz 11.7 Sind \i,...,\, € C die Eigenwerte von A = (a;j)nn, so gilt
)\1—1—)\2+...+)\n:a11—|—a22—|—...+ann (118)

sowie

Atda - ... A, = det A. (11.9)

Die Summe a1 + ass + . . . + a,, der Hauptdiagonalelemente einer Matrix A heifit
auch die Spurvon A. Aus (11.9) folgt insbesondere, dass eine quadratische Matrix
genau dann invertierbar ist, wenn keiner ihrer Eigenwerte Null ist.

Satz 11.8 Sei k > 0 eine ganze Zahl. Sind A\, ..., )\, die Eigenwerte von
A€ Cm, so sind N, ... \F die Eigenwerte von AF. Ist A invertierbar, so sind
AR AR die Bigenwerte von A™F = (A1),

Wir haben hier die Vereinbarung A° = I benutzt.

11.2 Koordinatentransformationen

Vorbereitend fiir die néichsten Abschnitte sehen wir uns nun an, wie sich die
Darstellung eines Vektors oder einer Matrix bei einem Basiswechsel veréndert.
Dazu sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum iiber K (wer mochte, darf sich V' =
K" vorstellen). Ist ey,...,e, eine Basis in V| so kann jeder Vektor v € V auf
eindeutige Weise als Linearkombination

v=ux1e1+...+xpe, mit xz; €K (11.10)

geschrieben werden. Ist fi, ..., f,, eine weitere Basis von V| so kann v auch ein-
deutig geschrieben werden als

v=yifi+...+y.fn mit y; € K. (11.11)

Uns interessiert der Zusammenhang zwischen den Koeffizienten x; in (11.10) und
y; in (11.11). Dazu stellen wir jeden Basisvektor f; in der Basis ey, ..., e, dar:

n
fj = cljel + ...+ anen = E cijei
i=1

mit eindeutig bestimmten Zerlegungskoeffizienten c;;. Einsetzen in (11.11) ergibt

n n

v = Zyjfj = Zyj Zcijei = Z (Zcijyj)ei,
j=1 j=1 i=1

i=1  j=1

und ein Koeffizientenvergleich mit (11.10) liefert schlieBlich
vi= ey fir i=1,...,n (11.12)
j=1
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Wir kénnen diese Gleichungen auch schreiben als

T Ci11 Ci2 ... Cip n
) Co1 Co2 ... Cop Y2

=1 . ) . _ bzw. 1z = Cy. (11.13)
Ty Cpl Cp2 ... Cpp yn

Die j. Spalte der Transformationsmatrix C' besteht gerade aus den Zerlegungs-
koeffizienten von f; bzgl. der Basis ey, ...,e,. Bei Kenntnis von C' kénnen wir
mit (11.13) aus der Darstellung (11.11) des Vektors v die Darstellung (11.10)
bestimmen. Da die Matrix C' invertierbar ist (ihre Spalten sind im wesentlichen
gerade die linear unabhéngigen Vektoren fi,..., f,), kann man auch umgekehrt
(11.11) aus (11.10) durch y = C~ 'z bestimmen.

Beispiel 3 Wir betrachten die Basen e; = ((1]), €y = (?) sowie f; = (1),

fo = (_12) von R2.

Dann ist
) fl = e te
A f2 = “2e1+e
v
und folglich
5 /7

B‘ €3 7 | " ) L o "
' 0 Iy ex T2 1 1 Y2 '

In der Skizze ist 0A der Vektor y1 f1 und

H
0B der Vektor s fo. |
Nun betrachten wir eine lineare Abbildung ¢ : V' — V. Diese hat beziiglich der
Basis ey, ..., e, die Matrixdarstellung A = (a;;),,, mit
Aei:alieljt...—l—am-en furzzl,,n

und beziiglich der Basis fi, ..., f, die Matrixdarstellung B = (b;;), , mit

Sei nun v € V ein beliebiger Vektor und = = (z1,...,2,)" bzw. y = (y1, ..., yn)"
seine Koordinatenvektoren beziiglich der Basis eq,...,¢e, bzw. fi,..., f,. Dann
hat ¢(v) die Darstellung Az beziiglich der Basis ey, ..., e, und By beziiglich der
Basis fi,..., fn. Aus (11.13) wissen wir, dass

Ar=CBy und x=Cly.
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Durch Einsetzen folgt hieraus ACy = C'By, und da dies fiir alle y € K" gelten
muss, ist AC' = C'B bzw.
B=C"1AC. (11.14)

Ist also A die Matrixdarstellung der linearen Abbildung ¢ in der Basis eq, ..., e,,
so ist C71AC die Matrixdarstellung derselben Abbildung in der Basis fi, ..., f,.

Definition 11.9 Zwei Matrizen A, B € K™" heiflen dhnlich, wenn es eine in-
vertierbare Matrix C' € K™" so gibt, dass

B=C"1AC.

Satz 11.10 Ahnliche Matrizen besitzen gleiche charakteristische Polynome und
folglich auch gleiche Eigenwerte.

Dies folgt sofort aus
B— M =C1AC - )C'C=C"1YA-\)C
und aus der Multiplikativitdt der Determinante (Satz 10.4(e)). N

Um die Eigenwerte von A zu berechnen, kann man also ebenso die Eigenwerte
einer zu A dhnlichen Matrix berechnen, falls dies einfacher ist. Auf dieser Idee
beruhen viele numerische Verfahren zur Berechnung von Eigenwerten.

11.3 Diagonaldhnliche Matrizen

Wir kommen zu unserem Hauptthema zuriick: Gibt es fiir jede Matrix A € K™"
eine Basis von K" aus Eigenvektoren von A? Falls alle Eigenwerte von A einfach
sind, kann diese Frage bejaht werden. In diesem Fall hat A nédmlich n verschie-
dene Eigenwerte, zu jedem dieser Eigenwerte findet man einen Eigenvektor, und
diese n Eigenvektoren sind linear unabhéngig nach Satz 11.5, d.h. sie bilden eine
Basis. Hat dagegen die Matrix A mehrfache Eigenwerte, so braucht eine Basis
aus Eigenvektoren nicht zu existieren, wie die Matrix D aus Beispiel 2 zeigt.

In diesem Abschnitt sehen wir uns Matrizen an, fiir die eine Basis aus Eigen-

vektoren existiert. Sei also A € K™" und es seien \q,..., A\, die Eigenwerte von
A mit zugehorigen Eigenvektoren vy, ..., v,, die eine Basis von K" bilden. Die
Eigenwertgleichungen

A’l)k:Ak'Uk, ]{3:1,...,71

konnen zu einer einzigen Matrixgleichung zusammengefasst werden:

A
A2
A(vy,v9, ..., 0,) = (v1,02,...,0,)

142



bzw.

AT = leag(Al, )\2, ce )\n)
mit 7" = (vy,v2,...,v,). Da die Spalten von T' linear unabhéngig sind, ist T
invertierbar, und wir erhalten

T TAT = diag(Ai, Ao, ..., An). (11.15)

Definition 11.11 FEine Matriz A € C™*™ heifst diagonaldhnlich, wenn es eine
invertierbare Matriz C' € C™ ™ gibt, so dass C~1AC eine Diagonalmatriz ist.

Matrizen, fiir die es eine Basis aus Eigenvektoren gibt, sind also diagonaléhnlich.
Mit anderen Worten: stellt man eine solche Matrix in der Basis dar, die aus ihren
Eigenvektoren besteht, so erhélt man eine Diagonalmatrix. Auch die Umkehrung
ist richtig: Ist A diagonaldhnlich, d.h. ist

CrAC = diag(ay, ..., ay),

so sind aq, ..., a, die Eigenwerte von A, und die k-te Spalte von C'ist ein Eigen-
vektor von A zum Eigenwert \p. Da C invertierbar ist, sind die Spalten von C'
linear unabhéngig, d.h. die Eigenvektoren von A bilden eine Basis.

Satz 11.12 Die Matrix A € C"*" ist genau dann diagonalihnlich, wenn es eine
Basis von C" aus Figenvektoren von A gibt.

Fiir die Matrix C' aus Beispiel 2 ist beispielsweise

-1

1 0 1 0 11 1 0 1 2 0 0
1 1 0 -3 2 3 1 1 0)=10 -1 0
1 -1 1 1 10 1 -1 1 0 0 1

In den néchsten Abschnitten wollen wir Klassen von Matrizen angeben, fiir die
man von vornherein weif}, dass sie diagonaldhnlich sind (alle Matrizen A € R™*™
mit AT = A haben beispielsweise diese Eigenschaft). Vorher sehen wir uns Basen
in R™ und C" genauer an.

11.4 Orthonormalbasen

Besonders angenehm ist das Arbeiten mit Basen, deren Vektoren senkrecht auf-
einander stehen und die Lénge (Norm) 1 haben. Die Basis €}, ... ¢, aus den Ko-
ordinateneinheitsvektoren des R™ hat beispielsweise diese Eigenschaft. Um solche
Basen auch in C" betrachten zu kénnen, verallgemeinern wir die Begriffe Skalar-
produkt und Norm auf Vektoren aus C".

Definition 11.13 (a) Das Skalarprodukt der Vektoren x = (zy,...,z,)", y =
(Y1, -, yn)T € C" ist die komplexe Zahl

(x,y) = 2Y1 + ... + TpTn- (11.16)
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(b) Zwei Vektoren x,y € C™ heiffen senkrecht, wenn (z,y) = 0.
(c) Die Norm des Vektors x = (xy,...,2,)" € C" ist die Zahl

2] :== ]z ]2 4 ...+ |2za]?. (11.17)

Man beachte, dass fiir Vektoren x,y € R™ diese Begriffe mit den frither eingefiihr-
ten iibereinstimmen. Wir werden im Weiteren die Schreibweise (x,y) statt x -y
fiir das Skalarprodukt benutzen, um Verwechslungen mit dem Matrixprodukt zu
vermeiden. Die Rechenregeln sind dhnlich wie im Reellen. Es gelten weiterhin die
Beziehung

(z,2) = ||=|”,

die Dreiecksungleichung
2 +yll < flzll + llyll

sowie die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

(@, )] < ]l {lyll-

Man beachte lediglich, dass fiir A € C und alle z,y € C" gilt
(Az,y) = Ma,y), aber (z,\y) = Az, y).

Definition 11.14 Fine Basis e, ..., e, von C" heifst Orthonormalbasis, wenn

(ei,ej)—{l ©=J fiir allei,j=1,...,n.

0 i#J
Wir lernen nun das Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren kennen, das aus
jeder Basis von C" (oder R™) eine Orthonormalbasis erzeugt. Sei vq,vs, ..., v,

vy
[loa ]|

eine Basis von C". Wir wahlen e, := Dann ist natiirlich (e1,e1) = ||e1|| = 1.

Wir wihlen den Ansatz e, = as1e1 + vy und bestimmen as; so, dass (e}, e1) = 0.
Wegen

0 = (e, e1) = (are1 + v, 1) = i {er, e1) + (V2 €1) = oy + (v, €1)
muss ag; = —(vg, €1) sein. Also ist
6/2 = —<U2, 61>61 + bg,

und wir normieren noch: ey := ¢} /||e||. Dann ist [jes]] = 1 und (ey, €1) = 0. Fiir

das néchste Element setzen wir an e = asje; + agaes + v3 und bestimmen sy
/ /

und asy aus (e, e1) = (€5, e2) = 0. Wegen

0= <€§, e1) = (as1e1 + agoes + vz, 1) = azy + (3, €1)
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ist az; = —(v3, €1), und analog erhélt man azs = —(vs, e2). Also ist

ey = —(v3, e1)er — (v3, ea)ea + v,
und wir setzen noch ez := €4/ ||e}||. Wir fahren so fort und erhalten im k-ten
Schritt
e, = —(vg,e1)er — ... — (g, ep_1)ep_1 + vg (11.18)
und
it (11.19)
€ — . .
Al
Dabei gilt (e, e1) = ... = (ex,ex—1) = 0 und ||ex|| = 1. Wir miissen uns lediglich

noch iiberlegen, dass die e} niemals die Nullvektoren sind. Nehmen wir an, es sei
e, = 0. Aus (11.18) folgt dann

v = (v, e1)er + ...+ (Vg, ep—1)€r1. (11.20)

Nach Konstruktion ist aber jeder der Vektoren ey, ... ex_; eine Linearkombination
der Vektoren vy, ..., vx—;1. In (11.20) wird also der Vektor vy als eine Linearkom-
bination der Vektoren vy, ..., v,_; dargestellt. Das ist aber unméglich, da wir die
Vektoren vy, ...,v, als linear unabhéngig vorausgesetzt hatten.

Nach n Schritten erhélt man aus den Vektoren vy, ..., v, eine Orthonormalbasis
e1,...,e, von C". Allgemein kann man das Schmidtsche Orthogonalisierungs-
verfahren benutzen, um aus einem linear unabhéngigen System vq,...,v; von
Vektoren ein Orthonormalsystem ey, ..., e, mit

span{vy, ..., v} = span{ey, ..., ex}
Zu erzeugen.
Beispiel 4 Seien
v = (1,1,1, )7, vy =(1,0,1,0)", w3 =(0,0,1,1)".
Dann erhalten wir nacheinander
e = wf ol =w/2= S0 11)7,
ey, = —(vg,€1)e1 + vy

1 1
= —1- 5(1, 1,1, )" +(1,0,1,0)" = 5(1, 1,1, -1)7T,

1
€2 = 6,2/ ||6/2|| = 6/2 = 5(17 -1, 1, _1)T7

€3 = —<U37€1>61—<03,62>€2+U3

1 1
= —5(1, 1,1, )T —0-ey4+(0,0,1,1)" = 5(—1, —~1,1,1)7,

1
es = €3/ lles]| =5 = 5(—1,—1,1, e

145



Die Vektoren e, es, e3 spannen den gleichen Raum auf wie vq, vy, v3, und sie bilden
ein Orthonormalsystem. |
11.5 Eigenwerte und Eigenvektoren symmetrischer Matrizen

Fiir jede Matrix A = (a;j)mn € C™" setzt man

— —T

A= (a;)mn und A" :=A.
Die Matrix A* € C™™ heifit die zu A adjungierte Matrix.

Definition 11.15 FEine Matrix A € R™™ heifst

symmetrisch, wenn AT = A, und
orthogonal, wenn AT = A~1.

Fine Matrix A € C™" heifit

hermitesch (oder selbstadjungiert ), wenn A* = A, und
unitir, wenn A* = A7L.

Beispiel 5 Die Matrizen

10 2 2 cosp —singp eV
2 =7) —i 5) sinp cosp )’ 0 /2

sind symmetrisch, selbstadjungiert, orthogonal bzw. unitér. |

Fiir den Rest dieses Kapitels beschéftigen wir uns nur mit dem reellen Fall, d.h.
mit orthogonalen bzw. symmetrischen Matrizen. Alle Uberlegungen bleiben aber
auch im komplexen Fall richtig, wenn man transponierte Matrizen durch adjun-
gierte ersetzt und die Begriffe orthogonal und symmetrisch durch unitdr und
selbstadjungiert.

Eine orthogonale Matrix A € R™" ist charakterisiert durch die Gleichungen
AAT = ATA=1. (11.21)

Das bedeutet, dass die Spaltenvektoren von A (ebenso wie die Zeilenvektoren)
eine Orthonormalbasis des R™ bilden. Man rechnet auch leicht nach, dass Pro-
dukte und Inverse orthogonaler Matrizen wieder orthogonale Matrizen sind. Fiir
eine weitere Eigenschaft benotigen wir

Lemma 11.16 Fiir jede Matriz A € R™™ und beliebige Vektoren x,y € R"™ gilt

(Az,y) = (z, ATy). (11.22)
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Beweis Sei A = (a;j)nn- AT = B = (bij)n, und & = (2:)n, ¥ = (y;)n. Dann ist
b;j = aj;, und wir erhalten

(Az,y) = Z(Aiﬁ)iyi = Z Z Qi 5 Yi
i=1 i=1 j=1
= Z x; Z AijlY; = Z Z; Z bjiyi
j=1 i=1 Jj=1 i=1
= Y ai(By); = (&, By) = (r, ATy). -
=1

Ist nun A sogar eine orthogonale Matrix, so ist wegen (11.21) fiir beliebige Vek-
toren z,y € R"

(2,y) = (AT Az, y) = (Az, (A")"y) = (Az, Ay), (11.23)

d.h. die Multiplikation mit A &ndert weder die Lénge eines Vektors noch den Win-
kel zwischen zwei Vektoren. Die orthogonalen 2x2 und 3x3-Matrizen stammen
gerade von den Drehungen und Spiegelungen des R? bzw. R3 her (vgl. Abschnitt
8.2 zu den Drehungen des R?).

Wir kommen nun zur Eigenwerttheorie symmetrischer Matrizen.
Satz 11.17 Die Eigenwerte symmetrischer Matrizen sind reell.

Beweis Sei A € R™" eine symmetrische Matrix, A = a + i mit a, f € R ein
Eigenwert von A und x # 0 ein zugehoriger Eigenvektor. Dann ist A — al wieder
symmetrisch, und deshalb ist

0 = (A= M)x||* = (Az — Az, Ax — A7)
= (Az — ax — Piz, Ax — ax — [ix)
= (Av —az, Av — ax) — Bilz, Az — ax) — Bi({Az — ax, x) + Bifi(z, x)
= Az — ozl - Bi(z, (A — al)z) + Bi((A — al)z,z) + 5|z
= Az — oz + B°||=||*.
Hieraus folgt 5%||z||*> = 0, also 8||z| = 0, und da ||z|| # 0, muss 8 =0 sein. =

Satz 11.18 FEigenvektoren symmetrischer Matrizen, die zu unterschiedlichen Ei-
genwerten gehdren, stehen senkrecht aufeinander.

Beweis Seien A € R™" symmetrisch, A # u Eigenwerte von A und x, y zugehorige
Eigenvektoren. Dann ist

Mo, w) = (A, w) = (Av,w) = (v, Aw) = (v, pw) = pv, w),

also
(A= p) (v, w) =0.
Da A # p ist, muss (v, w) = 0 sein. N
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Satz 11.19 Zu jeder symmetrischen nxn-Matriz A gibt es eine aus Eigenvekto-
ren von A bestehende Orthonormalbasis von R™.

Beweisidee Sei \; ein Eigenwert von A und x; ein zugehoriger Eigenvektor. Wir
betrachten die Menge aller zu z; senkrechten Vektoren

Vii={xeR": (z,z1) = 0}.

Diese Menge ist ein linearer Teilraum von R". Wir zeigen, dass V; invariant ist
fir A, d.h. fiir jeden Vektor z € Vj liegt auch Az wieder in Vj. Sei also x € V.
Dann ist nach Lemma 11.16

(Az, 1) = (x, Axy) = (x, \ixq) = M {x,21) =0,
also tatsachlich Az € V.

Die Matrix A definiert daher eine lineare Abbildung von V; nach Vi, die wir
mit einer (n—1)x(n—1)-Matrix identifizieren kénnen. Diese Matrix besitzt einen
Eigenwert Ay und einen zugehorigen Eigenvektor x5 € Vi, die zugleich natiirlich
auch Eigenwert bzw. Eigenvektor von A sind.

Wir fahren so fort, d.h. wir betrachten die Menge V5 aller Vektoren, die auf x; und
2o senkrecht stehen, finden einen weiteren Eigenvektor z3, u.s.w. Nach n Schritten
haben wir n Eigenvektoren von A gefunden, die nach Konstruktion paarweise
aufeinander senkrecht stehen. Wir normieren diese Vektoren und erhalten eine
Orthonormalbasis des R™, die ausschliellich aus Eigenvektoren von A besteht. m

Folgerung 11.20 Jede symmetrische nxn-Matriz ist diagonalihnlich. Genauer:
ist A eine symmetrische nxn-Matriz mit den Figenwerten Ay, ..., \,, so gibt es
eine orthogonale Matrix T mit

T 'AT = diag(\1, ..., \n).

Beweis Aus Abschnitt 11.3 wissen wir, dass die Spalten von T die FEigenvektoren
von A sind. Wéhlen wir diese Eigenvektoren als Orthonormalsystem (was nach
Satz 11.19 méglich ist), so wird T" eine orthogonale Matrix. n

Praktisch kann man bei der Bestimmung einer Orthonormalbasis aus Eigenvek-
toren einer symmetrischen nxn-Matrix A wie folgt vorgehen:

1. Man bestimmt die paarweise verschiedenen Eigenwerte \{,...,\; von A
sowie ihre Vielfachheiten ny,...,ng. Esist alson; + ... +ng =n.

2. Zu jedem Eigenwert A der Vielfachheit n; bestimmt man ny linear un-
abhéngige Figenvektoren.

3. Im Fall n, > 1 werden diese Eigenvektoren mit dem Schmidtschen Ortho-
gonalisierungsverfahren (Abschnitt 11.4) orthogonalisiert.

4. Alle Eigenvektoren werden normiert.
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11.6 Quadratische Gleichungen

Wir sehen uns nun quadratische Gleichungen mit mehreren Unbekannten an und
wollen im néchsten Abschnitt ihre Losungsmenge beschreiben. Aus der Schule
kennen wir quadratische Gleichungen mit einer Unbekannten x

ar’ +br+c=0, a,bceR,

und wir wissen, dass eine solche Gleichung keine, eine oder zwei reelle Losungen
besitzen kann. Die allgemeine quadratische Gleichung in zwei Unbekannten x,
und zo lautet

CLHIE% + 2@121)11’2 + CLQQ.I% + b1$1 + bzl’Q +c=0 (1].24)

mit reellen Koeffizienten a;;,b; und c. Die Gleichung (11.24) l&8t sich mit Hilfe
von Matrizen kompakter schreiben. Dazu seien

A ((111 a12> b <b1> | = (Il) .
a12 Q929 bg T
Dann kann man (1124) schreiben als

(Az,z) 4+ (b, x) + ¢ = 0.

(Nachrechnen!) Allgemein 148t sich die quadratische Gleichung in n Unbekannten

T1y.o.y Ty
n

Z CL”(L’? + 2 i Qi X432 5 + ibzxz +c= 0
i=1

i=1 ij=1
i<j

mit der symmetrischen Matrix A = (a;j),,, und den Vektoren

by Ty
b= : und x =
by, Tn
schreiben als
(Az,z) + (b,x) + ¢ = 0. (11.25)

Die Abbildung = — (Axz, z) heifit auch eine quadratische Form.

Bevor wir uns der Beschreibung der Losungsmenge der Gleichung (11.25) zu-
wenden, fithren wir noch einige Begriffe ein, die wir bei der Behandlung der
Differentialrechnung fiir Funktionen mehrerer Verdnderlicher benotigen werden.
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Definition 11.21 FEine symmetrische Matriz A € R™" heifit positiv definit (po-
sitiv semidefinit), wenn

(Az,z) >0 (bzw. (Axz,xz) > 0) fir alle x € R", x # 0.

Die Matriz A heifit negativ definit (negativ semidefinit), wenn —A positiv de-
finit (positiv semidefinit) ist. Schlief§lich heifft A indefinit, wenn (Ax,x) sowohl
positive als auch negative Werte annimmt.

Satz 11.22 Flir jede symmetrische Matriz A € R™" sind die folgenden Aussagen
aquivalent:

a) A ist positiv definit.
b) Alle Eigenwerte von A sind positiv.

c) Alle Determinanten
det : S, 1=1,...,n

sind positiv.

Die Aquivalenz von (a) und (b) erhilt man leicht aus Folgerung 11.20. Die Aqui-
valenz von (a) und (c) ist auch bekannt als Hurwitz-Kriterium.

4

Beispiel 6 Zur Matrix A = (_2

_32) gehort die quadratische Form
Q(z1,19) = 4a] — 21109 — 22129 + 325 = 4a] — 4v179 + 375 .
Die Matrix A ist positiv definit, da ihre Unterdeterminanten
det(4) =4 und det (_42 _32) =38

positiv sind (Hurwitz-Kriterium). Zu diesem Ergebnis wéren wir auch durch die
Berechnung der Eigenwerte
7T+ V17

A2 = 5
von A gelangt, die beide positiv sind. Dagegen ist die Matrix
4 4 1
A=14 8 5
1 5 4

indefinit, was man wie folgt schnell einsehen kann. Die Spur von A ist 16. Da die
Spur gleich der Summe der Eigenwerte ist, ist mindestens ein Eigenwert von A
positiv. Die Determinante von A ist —4, also negativ. Da die Determinante gleich
dem Produkt der Eigenwerte von A ist, ist mindestens einer der Eigenwerte von
A negativ. |
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11.7 Hauptachsentransformationen und Klassifikation der Kurven
und Flachen 2. Ordnung

Sei A € R™" eine symmetrische Matrix, b € R™ und ¢ € R. Uns interessiert die
Menge aller Losungen x € R™ der quadratischen Gleichung

(Az,z) + (b,x) + ¢ = 0. (11.26)
In zwei Schritten transformieren wir diese Gleichung in eine Gestalt, aus der wir

die Losungsmenge unmittelbar ablesen konnen.

1. Schritt Wir beseitigen die gemischten Terme 2. Ordnung wie 2a;;xz'2’. Dazu
bestimmen wir die Eigenwerte A1, ..., \, von A und ein dazu gehorendes System
vy, ...,0, orthonormierter Eigenvektoren. Weiter sei C' die orthogonale Matrix,
deren Spalten gerade die Vektoren vy, ..., v, sind. Nach Folgerung 11.20 ist dann

CTAC = diag(A1, ..., \n).

Wir fithren nun statt zq, ..., x, neue Variable y, ..., y, mit
T W
T = =C| | =Cy
Tn Yn

ein. Dann wird aus (11.26)

(ACY,Cy) + (b,Cy) +c=0

bzw.
(CTACyY,y) + (CTb,y) + ¢ =0,
d.h.
(diag(A1, .-, Ay, y) + (d,y) +¢=0 (11.27)
mit d = (dy,...,d,)T = CTh. Damit haben wir unser Ziel im ersten Schritt

erreicht, denn ausgeschrieben lautet (11.27)
Ayt + Xays + -+ Aayp + dayy + doyo + -+ dyyn + e = 0. (11.28)

Die Multiplikation mit einer orthogonalen Matrix entspricht geometrisch einer
Drehung des Koordinatensystems um den Nullpunkt. Durch eine solche Drehung
148t sich also stets das Verschwinden der gemischten Glieder erreichen.

2. Schritt Falls Ay # 0, beseitigen wir das Linearglied dyy, in (11.28). Dazu
schreiben wir \yy? + dyyy als

d, d, &2 &2
Ne(y2 + = = NP+ = k) -k
ke + ) k<yk+)\k y”ug) I,
di\2 &
= Ak(?ﬂc*m) Dy



(quadratische Ergénzung). Den Summanden — 4 jehmen wir in das Absolut-

DY
glied auf, und wir fithren eine neue Variable '
dp,

=Y+
k= Yk 2

ein. Ist A\, = 0, so ersetzen wir einfach ¥, durch z,. Geometrisch gesehen haben

wir damit das Koordinatensystem verschoben.

Das Resultat dieser beiden Schritte sieht wie folgt aus. Sind alle Eigenwerte von
A ungleich Null, so wird aus (11.26)

MzE 4 M2+ e=0.

Sind die Eigenwerte Ai,...,\s ungleich Null und die Eigenwerte Agiq,..., A\,
gleich Null, und sind auch die Koeffizienten dg1, ..., d, in (11.28) gleich Null, so
erhalten wir

Mzt 4.+ X224+ c=0 mit s <n.

Seien schliellich die Eigenwerte Aq,...,As ungleich Null, die Eigenwerte

Asils- -5 Ay gleich Null; und wenigstens einer der Koeffizienten dg.4,...,d, un-
gleich Null. Der Bestimmtheit halber sei etwa d,, # 0. Dann behalten wir die
Variablen zi, ..., z,_1 und ersetzen z, durch die neue Variable 2/, mit

=22 i=dgi 12541+ ... +dpz, +C
Wir erhalten dann die Gleichung
)\12%—1—...—1—)\523—2%:0 mit s < n,
wobei wir die Variable 2], wieder mit z, bezeichnet haben.

Satz 11.23 Durch die oben beschriebenen Koordinatentransformationen ldfst
sich jede quadratische Gleichung in n Variablen

(Az,z) + (b,x) + c=0
in eine der folgenden Formen bringen:
Typ1l: M22+ ...+ X22+c=0  mit M\ #0,...,\, #0,
Typ 20 M22+ ...+ A22+¢c=0 mit A #0,..., s #0, s <n,
Typ 3: M22+...+A22 =22, =0 mit A\ #0,...,\ #0, s <n.

Wir sehen uns nun die Gleichungen in zwei Verénderlichen z, 2, genauer an.
Diese Verédnderlichen bezeichnen wir wie iiblich mit x und y. Im Fall A\; > 0,
Ao >0 und ¢ < 0 (Typ 1) erhalten wir
A A
Ly 2 y2 =1.
—c —c
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Mit den neuen Parametern a% = AL

> 0 und b% = i—i > (0 wird hieraus

Diese Gleichung beschreibt eine FEllipse mit den Halbachsen a und b:

WY

b

Ganz analog erhélt man die folgende Ubersicht, in der die Kurven zweiter Ord-

nung klassifiziert sind.

Typ M X ¢ Gleichung Kurventyp
1 >0 >0 <0| 5+%5 =1 Ellipse
1 >0 >0 =0 S+% =0 Punkt (0,0)
1 >0 >0 >0 i—z—l—z—Q:—l leere Menge
1 >0 <0 <0| &% =1 Hyperbel
1 >0 <0 =0 2—2 — i’—Q = (0 | Paar sich schneidender Geraden y = igm
2 >0 =0 <0 % = a? Paar paralleler Geraden z = +a
2 >0 =0 =0 2? = y-Achse
2 >0 =0 >0 224+a®= leere Menge
3 #0 = 2 = 2py Parabel

Ellipsen, Parabeln und Hyperbeln entstehen beim Schnitt eines Kreiskegels mit
einer Ebene. Diese Kurven heiflen daher Kegelschnitte.

Wir verschaffen uns nun noch eine Ubersicht iiber die Fldchen zweiter Ordnung.
Dazu bezeichnen wir die Verdnderlichen zq, 25, 23 mit x, y, 2.

153



Typ A A A3 ¢ Gleichung Fléachentyp
1 >0 >0 >0 <0| S +5+%5 =1 Ellipsoid
1 >0 >0 >0 =0 &+%5 +2 =0 Punkt (0,0,0)
1 >0 >0 >0 >0 i—j—i—%—j—i—i—j -1 leere Menge
1 >0 >0 <0 <0 i—z + ‘Z—z — ‘z—i =1 einschaliges Hyperboloid
1 >0 >0 <0 =0 2—2 + g—z — i—; =0 elliptischer Doppelkegel
1 >0 >0 <0 >0 ﬁ—z + g—j — i—; =-1 zweischaliges Hyperboloid
2 >0 >0 =0 <0 2—2 + i’—j =1 elliptischer Zylinder
2 >0 >0 =0 = 2—;—#2—2:0 z-Achse
2 >0 >0 =0 >0 2—2 + g—z =—1 leere Menge
2 >0 <0 =0 <0 z—; — :z—z =1 hyperbolischer Zylinder
2 >0 <0 =0 = 2”—2 = %)’—2 =0 Paar sich schneidender Ebenen y = :I:gaj
2 >0 =0 =0 <0 r? = a? Paar paralleler Ebenen x = +a
2 >0 =0 =0 = 2=0 yz-Ebene
2 >0 =0 =0 >0 2?2 = —a? leere Menge
3 >0 >0 =0 2—2 + ?;—; =2z elliptisches Paraboloid
3 >0 <0 =0 2—; - z—j =2z hyperbolisches Paraboloid
3 >0 =0 =0 2% = 2pz parabolischer Zylinder.

Beispiel 7 Wir suchen die durch die Gleichung
522 + dx1x9 + 822 — 3211 — 5625 + 80 = 0 (11.29)

festgelegte Kurve. Dazu schreiben wir diese Gleichung als (Az, z) + (b, z) + ¢ =0
mit

o

52) (32
2 8)7 77 \—56

), c = 80.

Die Eigenwerte von A sind A\; = 4 und Xy = 9, und w; = (2, —1)T sowie wy

(1,2)7 sind zugehorige Eigenvektoren. Wir normieren w; und w, und erhalten

V1 =

1

=

(

2
—1

)7 U1 =

L
V5

(

1
2

)

Diese Vektoren bilden eine Orthonormalbasis des R?, und sie erzeugen die ortho-

gonale Matrix

1

“=

(

2
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Wir transformieren die Ausgangsgleichung, wobei A in CTAC = (3 8) und b
8

Ty _ . .

in C"b= f < 144) iibergeht:

4yf +9y5 — y2—|—80—0

Ve f

Nun bestimmen wir die quadratischen Ergénzungen und erhalten

8
4yf+9y§—%y1 \/_y2—|—80
, 2 16
= 4(y1—%y1)+9(y2—ﬁyg)+80
2 1 16 64 4 576
= 4(yl - —= ) +9(ys - —= —)+80— - — —
1 8
= 4(y1—ﬁ)2+9(y2—ﬁ)2—36—0

Mit z; := 1y — f und 29 1=y — \% erhalten wir schlieSlich

22 22
422 4922 -36 =0 bzw. 24+ 2 =1
9 4
Die Losungsmenge der Gleichung (11.29) ist also eine Ellipse mit den Halbach-
sen 3 und 2. Im z;29-Koordinatensystem liegen diese Halbachsen parallel zu den
Koordinatenachsen, und der Mittelpunkt der Ellipse ist der Nullpunkt (0,0). Im
y1y2 -Koordinatensystem erscheint diese Ellipse parallelverschoben, so dass nun
(L 75 \[) ihr Mittelpunkt ist. Schliellich entsteht hieraus das Bild der Ellipse im
x1r9-Koordinatensystem durch Drehung um den Winkel ¢ mit dem Nullpunkt

als Drehzentrum, wobei sich ¢ aus

C’—L 2 1\ [ cosp sing
V5 \—-1 2 \—singp cosyp

ergibt (vgl. Abschnitt 8.2). N
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12 Folgen und Reihen von Funktionen

Wir wechseln nun das Thema und kehren zur Analysis zuriick. Bisher haben wir
Folgen und Reihen reeller Zahlen betrachtet. Wir dehnen unsere Untersuchungen
nun auf Folgen und Reihen von Funktionen aus.

12.1 Punktweise Konvergenz

Sei D eine Teilmenge von R, und fiir jede natiirliche Zahl n sei eine Funktion f, :
D — R gegeben. Man beachte, dass alle Funktionen f,, auf der gleichen Menge
D definiert sind. Dann heifit (f,),>1 eine Funktionenfolge auf D. Ist (f,)n>1 eine
Funktionenfolge, so heifit die Folge (s;),>1 der Partialsummen

Sp(x) = Zfz(x), r €D,

eine Funktionenreithe auf D. Fiir diese Reihe schreibt man auch > 7 f,.
Natiirlich konnen Funktionenreihen auch mit einem anderen Index als 1 beginnen.

Sei (f,) eine Funktionenfolge. Fiir jedes feste 2 € D ist dann (f,(z)) ., eine

Folge reeller Zahlen. Diese Zahlenfolgen bzw. -reihen kann man auf Konvergenz
untersuchen und wird dabei im Allgemeinen feststellen, dass fiir manche x € D
Konvergenz vorliegt und fiir andere nicht.

Definition 12.1 a) Die Funktionenfolge (f)n>1 heiffit punktweise konvergent
auf D, wenn fir jedes x € D die Folge (fn(x))n>1 konvergiert. Ist die Folge

(fu)n>1 punktweise konvergent auf D, so heifit die Funktion

f:D—=R, f(x):=lim f,(x)

n—oo

die Grenzfunktion der Funktionenfolge.

b) Die Funktionenreihe > | f, heifst punktweise konvergent auf D, wenn fiir
jedes x € D die Rethe Y~ | fn(x) konvergiert. Ist die Reihe Y - | f, punkt-
weise konvergent auf D, so heifit die Funktion

f:D—=R, f(z):= an(:v)

die Summe der Funktionenreihe.

Wenn eine Funktionenfolge punktweise konvergiert, so ist die Grenzfunktion ein-
deutig bestimmt.
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Beispiel 1 Sei D = [0, 1] und f,,(z) = 2" fir n > 1. Die Funktionenfolge ( f,)n>1
ist punktweise konvergent auf [0, 1], und fiir die Grenzfunktion f : [0,1] — R gilt

0 fallsz€(0,1)
1 fallsz =1.

Beispiel 2 Sei D = [0, 1) und f,(z) = z" fiir n > 0. Die Funktionenreihe Y >° , f,,
ist punktweise konvergent auf [0, 1), und fiir ihre Summe f: [0,1) — R gilt

f) =3 o) =Yt =

n=0

(geometrische Reihe). n

Man beachte, dass in Beispiel 1 alle Funktionen f, stetig sind, die Grenzfunk-
tion aber an der Stelle z = 1 unstetig ist. Das zeigt, dass sich Eigenschaften
wie die Stetigkeit der Funktionen f,, im Allgemeinen nicht auf die Grenzfunkti-
on iibertragen oder vererben lassen. Dieses Ergebnis ist verstédndlich, wenn man
beachtet, dass bei punktweiser Konvergenz jedes x € D fiir sich betrachtet wird,
wahrend bei der Stetigkeit das Verhalten der Funktion in einer Umgebung von x
eine Rolle spielt. Wir lernen nun einen stérkeren Konvergenzbegriff kennen, der
(u.a.) das Vererben der Stetigkeit von den Funktionen f,, auf die Grenzfunktion
f garantiert.

12.2 Gleichmiflige Konvergenz

Noch einmal: Die Funktionenfolge (f,)n,>1 konvergiert punktweise gegen die
Grenzfunktion f, wenn fiir jedes € D zu jedem & > 0 eine Zahl N = N(e, z)
existiert mit

|fu(z) — f(z)] <e firallen > N(e, x).

Die Zahl N (e, x) darf also von z abhéngen. Bei der gleichméBigen Konvergenz
fordert man im Unterschied dazu, dass man die Zahl N = N(¢) unabhdngig von
x wahlen kann.

Definition 12.2 a) Die Funktionenfolge (f,)n>1 heifft auf D gleichméBig kon-
vergent mit der Grenzfunktion f : D — R, wenn fir jedes ¢ > 0 eine Zahl
N = N(e) ezistiert, so dass

|fu(z) — f(x)] <e firallen > N(g) und fir alle x € D. (12.1)

b)  Die Funktionenreihe Y~ | f, heifit auf D gleichméBig konvergent, wenn die
Folge ihrer Partialsummen auf D gleichmdf$ig konvergiert.
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Anschaulich bedeutet die Forderung (12.1), dass fir n > N(e) der Graph der
Funktion f, in einem Streifen der Breite 2¢ um dem Graphen von f liegt.

Offenbar folgt aus der gleichméfligen Konvergenz die punktweise Konvergenz,
wéahrend die Umkehrung nicht gilt.

Beispiel 3 Wir zeigen, dass die Funktionenfolge aus Beispiel 1 nicht gleichmafBig
konvergiert. Sei € > 0 und z € (0,1). Dann ist f,(z) = 2™ und f(z) = 0. Wegen

|fu(z) = flx)|<e & [2"—-0]<e & 2" <e

Ine
& nlnr<lhe & n>—
Inz
kann es kein N = N(¢g) so geben, dass |f,(z) — f(z)| < ¢ fiir alle n > N und alle

x € [0,1).

Beispiel 4 Betrachten wir die Funktionen f,(z) = 2™ dagegen nur auf einem
Intervall [0, a] mit a < 1, so konvergiert die Funktionenfolge (f,,)n>1 gleichméBig.
Das sehen wir ein wie in Beispiel 3. Wir miissen namlich N = N(g) so wéhlen,
dass

1
N>—° firallese 0, a. (12.2)
Inx
Nun ist fir € (0,a] und € < 1 wegen
1 1
Inr<Ilnae & —>_—
Inx  Ina
klar, dass
Ine Ine
Inz " Ina’

Es geniigt also, N > 2 zu withlen, um (12.2) und damit | f,(z)— f(x)| < € fiir alle

Ina
n > N und alle z € (0, a] zu garantieren. (Fiir x = 0 ist ohnehin f(z) = 0 = f,(x)
fiir alle n.) o

Die beiden folgenden Séatze geben Kriterien fiir die gleichméflige Konvergenz an.
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Satz 12.3 Die Funktionenfolge (f,) konvergiert genau dann gleichmdifig auf D
gegen f, wenn

lim sup |fn(x) — f(z)| = 0. (12.3)

=00 xeD

Dies ist im Wesentlichen eine Umformulierung der Definition. Fiir das néchste
Kriterium fithren wir einen neuen Begriff ein.

Definition 12.4 Ist f: D — R eine beschrinkte Funktion, so heifst die Zahl

[flloc := sup [ f ()]
zeD

die Supremumsnorm von f.

Mit diesem Begriff hdatten wir Satz 12.3 auch wie folgt formulieren kénnen:

Die Funktionenfolge (f,) konvergiert genau dann gleichmdfiig auf D gegen f,
wenn

tim [[fy — fl = 0.

Satz 12.5 Sei (f,) eine Funktionenfolge. Wenn die Zahlenreihe > o | || falloo
konvergiert, dann konvergiert die Funktionenreihe Y 7 | fn gleichmifig auf D.

Dies ist das Analogon zur absoluten Konvergenz von Zahlenreihen, die wir in
Abschnitt 2.4 kennen gelernt haben: Ist die Reihe >~ | |a,| konvergent, so kon-
vergiert auch die Reihe Y 07 | a,.

Satz 12.5 ist extrem niitzlich, da man nur eine Reihe aus nichtnegativen Zahlen
auf Konvergenz untersuchen muss und aus dieser Konvergenz die gleichméfige
Konvergenz einer Funktionenreihe erhélt. Dabei ist es nicht unbedingt erforder-
lich, die Normen || f,||s zu berechnen, um die gleichméfige Konvergenz der Funk-
tionenreihe y 7 | f, zu iiberpriifen. Nach dem Majorantenkriterium geniigt es,
Zahlen ¢, > 0 zu finden, dass

|[fo(@)] < e, fiir alle 2
und dass die Zahlenreihe Y ° ¢, konvergiert.

Beispiel 5 Die Funktionenreihe >~ | S“;L—gw ist auf R gleichméfig konvergent. Es
ist ndmlich

sin nx 1 ..
| fal@)] = | oy | < 3 fiir alle z € R,
und die Reihe Y7 | - konvergiert. -

Die folgenden Séatze zeigen, dass bei gleichméflig konvergenten Funktionenfolgen
Eigenschaften wie die Stetigkeit, die Integrierbarkeit und — mit Einschrankungen
— die Differenzierbarkeit der Funktionen f,, auf die Grenzfunktion vererbt werden.
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Satz 12.6 Die Funktionen f, : D — R seien stetig auf D. Dann gilt:

a) Ist die Funktionenfolge (f,)n>1 gleichmdfSig konvergent auf D mit der Grenz-
funktion f, so ist auch f auf D stetig.

b) Ist die Funktionenreihe Y . | f, gleichmifig konvergent auf D mit der Sum-
me g, so ist auch g auf D stetig.

Satz 12.7 Die Funktionen f, : [a,b] — R seien auf [a,b] Riemann-integrierbar.
Dann gilt:

a) Ist die Funktionenfolge (fn)n>1 gleichmdiflig konvergent auf |a,b] mit der
Grenzfunktion f, so ist auch f auf [a,b] Riemann-integrierbar, und es gilt

lim fn z)dr = /bf(:c)d:c = /b lim fn(z) dx. (12.4)

b) Ist die Funktionenreihe Y | f, gleichmaflig konvergent auf [a,b] mit der
Summe g, so ist g auf [a,b] Riemann-integrierbar, und es gilt

/abifn(x)da: _/ 2)dr — Z/ £l (12.5)

Diese Sétze treffen Aussagen iiber das Vertauschen von Grenzprozessen wie etwa
der Grenzwertbildung oder der Summation mit der Integration. Ohne die Eigen-
schaft der gleichméfligen Konvergenz ist das Vertauschen von Grenzwertbildung
und Integration im Allgemeinen nicht erlaubt. Das zeigen die Funktionen

Fol@) = 2nze ™" auf [0, 1].

Die Folge (f,,) konvergiert ndmlich punktweise auf [0, 1] gegen die Funktion f = 0.

Demnach ist
/ lim f,(z)dz = / f(a
0 n—oo

Andererseits ist

1 1
. . —nx2
lim [ fu(x)dz = lim [ 2nxe™™ dx
: a2t -
= lim —e™| =lim(l1—e")=1 n
n—00 0 n—00

Beispiel 6 Fiir 0 < a < 1 konvergiert die Funktionenreihe )" 2" auf [0, a]
gleichméBig gegen die Grenzfunktion g(z) = ﬁ, da sie nach Beispiel 2 punkt-
weise gegen diese Funktion konvergiert und da |z"| < o™ fiir alle z € [0, a], wobei
die Reihe Y7 a™ konvergiert.
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Nun ist

a X a 1 a
/ Zx”dmz/ dr = —In(l —z)] =—1In(l —a)
sowie
1 ja 0 n+1 X n
> [ e DI I
n +1lo —n+l “=n
Nach Satz 12.7 1st daher
[ee] an
In(l1—a)=— — fir0<a<1.
n(l —a) ; — fir0<a
Dies gilt sogar fiir alle a mit |a| < 1. n

Etwas verwickelter ist die Situation beim Vertauschen von Differentiation und
Grenzwertbildung. Hier benotigt man neben der Konvergenz der Folge (f,,) die
gleichméBige Konvergenz der Folge (f/) der Ableitungen.

Satz 12.8 Die Funktionen f, : I — R seien auf dem Intervall I differenzierbar.
Dann gilt:

a) Ist die Folge (f,) punktweise konvergent auf I mit der Grenzfunktion f und
ist die Folge (f!) der Ableitungen gleichmajig konvergent auf I, so ist [ auf
I differenzierbar, und es gilt

Tim () = (lim f,(2))' = /(2). (12.6)

b) Ist die Reihe Y | f, punktweise konvergent auf I mit der Summe g, und
konvergiert die Reihe Y7 | f der Ableitungen gleichmifig auf I, so ist g
auf I differenzierbar, und es gilt

ifé( (an ) =), (12.7)

Die gleichméBige Konvergenz der Folge (f,) allein reicht jedoch nicht aus, um
Grenziibergang und Differentiation vertauschen zu kénnen, wie folgendes Beispiel
zeigt. Die Folge (f,,)n>1 der durch

fn(x) = n

definierten Funktionen f, konvergiert auf R gleichméfig gegen die Nullfunktion
f =0 (denn es ist ja || f, = 0f|oc = || fulloc < % ). Demnach ist

( lim fu(@)) = f'(x) =0 fir alle v € R.

sin(n’r)

Andererseits ist

fh(x) = ncos(n’r),

und die Folge (f/) divergiert z.B. an der Stelle z = 0. N
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12.3 Potenzreihen

Wir kommen nun zu einer wichtigen Klasse von Funktionenreihen, die wegen
ihrer speziellen Gestalt Potenzreihen genannt werden.

Definition 12.9 Sei (a,),>0 eine Folge reeller Zahlen und xo € R. Dann heifst

die Funktionenreihe .
Z an(x — x0)"
n=0

eine Potenzreihe um den Entwicklungspunkt zg, und die a, heiffen die Koeffizi-
enten der Potenzreihe.

Uns interessiert zunéchst das Konvergenzverhalten von Potenzreihen. Wir wissen
bereits, dass die Potenzreihe 7 i—? (Exponentialreihe) fiir alle x € R konver-
giert. Ihre Summe haben wir e* genannt. Dagegen konvergiert die Potenzreihe
>0 o x" (geometrische Reihe) fiir |z| < 1, wihrend sie fiir |z| > 1 divergiert.

Ist Y0 o an(x — z0)" eine Potenzreihe um g, so ist Y - ja,z" mit z = z — z
eine Potenzreihe um den Entwicklungspunkt 0. Wir werden daher im Weiteren
meist o = 0 wahlen.

Satz 12.10 a) Konvergiert die Potenzreihe Y~ a,z" fir ein T # 0, so kon-
vergiert sie fir alle x mit |x| < |Z| absolut.
b) Divergiert die Potenzreihe Y~ a,z" fir ein T, so divergiert sie fir alle x

mit |z| > |Z|.

Beweis (a) Aus der Konvergenz an der Stelle T und dem notwendigen Konver-
genzkriterium folgt die Beschrinktheit der Folge (a,Z"). Es gibt also ein M > 0
so, dass |a,x"| < M fiir alle n > 0.

Sei nun x € R mit |z| < |Z|. Wir schreiben = als AT mit |A| < 1. Wegen
|ana"| = |anA" 7" = | A" |anT"| < M|A["

ist die Reihe M Y 7/ |A|" eine konvergente Majorante fir > a,z". Nach dem
Vergleichskriterium konvergiert > a,z™ absolut.

(b) Wir beweisen diese Aussage indirekt. Wiirde >~ ja,z™ fiir ein z mit |z| >
|Z| konvergieren, so wiirde nach Teil (a) die Reihe ) >  a,z™ an der Stelle T
konvergieren. Widerspruch. |

Fiir jede Potenzreihe Y7 a,z™ trifft daher genau eine der folgenden Aussagen
Zu:

(A1) Die Potenzreihe konvergiert nur fiir x = 0.

(A2) Die Reihe konvergiert fiir alle € R.
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(A3) Es gibt eine Zahl R > 0 so, dass die Reihe fiir |x| < R konvergiert und fiir
|z| > R divergiert.

Die Zahl R aus (A3) ist eindeutig bestimmt und heifit der Konvergenzradius der
Reihe. Im Fall (A1) setzt man auch R := 0 und im Fall (A2) schreibt man formal
R = oco. Im Fall (A3) kann man fiir x = R und ©z = —R i.Allg. keine Aussage
treffen. Fassen wir zusammen.

Satz 12.11 Fiir jede Potenzreihe Y - a,(x — xo)™ gibt es ein Intervall Ip =
{z € R: |z — x| < R} mit folgender Eigenschaft: Liegt x im Inneren von Ig,
d.h. ist |t — x| < R, so konvergiert Y, an(x — x)" absolut. Liegt x auferhalb
von Ig, d.h. ist |v — x| > R, so liegt Divergenz vor.

Ty — R Zo To + R
Y | Y
. A ' A
Divergenz ~ — ~ Divergenz

absolute Konvergenz

Dieser Satz bleibt auch fiir komplexe Potenzreihen richtig, wenn man das Interval
I durch die Kreisscheibe um xy mit dem Radius R ersetzt. Der Konvergenzradius
kann wie folgt aus den Koeffizienten der Potenzreihen bestimmt werden.

Satz 12.12 (Formel von Cauchy-Hadamard, Wurzelkriterium) Wenn
der Grenzwert lim,, o {/|a,| existiert, so ist

R= ( lim m)_l (12.8)

n—0o0

mit der Vereinbarung, dass R = oo, falls lim,,_.., {/|a,| = 0, und dass R = 0,

falls {/]a,| — oo.

Dieser Satz gilt ohne die Voraussetzung der Existenz des Grenzwertes
lim, 0o {/|an|, wenn man in (12.8) den Limes durch den Limes superior ersetzt.
Der Limes superior limsup,,_, . b, einer Zahlenfolge (b,,) ist der groite Grenzwert,
den eine Teilfolge von (b,,) haben kann.

Beweis Sei 0 < lim {/|a,| < co. Wegen
lim /|a,z"| = |z| im {/|a,|
n—oo n—oo

—1
liefert das Wurzelkriterium, dass fiir |z| < (hmn_)oo \”/|an|> die Reihe

1
> g anx™ absolut konvergiert und fiir |z| > (hmn_m Y/ ]an]> divergiert. Also

-1
stimmen in diesem Fall (hmnﬂoo Y ]an]> und der Konvergenzradius der Reihe
tiberein. Die Félle lim,,_,o {/|a,| € {0, 00} behandelt man &hnlich. o
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Satz 12.13 (Quotientenkriterium) Gilt a,, # 0 fiir alle hinreichend grofien n

und existiert der Grenzwert lim,,_, |aaﬁ , S0 ist
n
. a
R = lim |—" (12.9)

mit der Vereinbarung, dass R = oo falls |a:ﬁ| — 00.

Beispiel 7
a) In der Reihe ) 7, % ist a, = % > 0, und der Grenzwert
n+1
lim = lim T 1
n—oo an+l n—oo n

existiert. Also ist R = 1.

b) In der Reihe Y > n?-2"2™ ist a, = n®- 2", und der Grenzwert

lim {/|a,| = lim (%)2.2:2

n—oo n—oo

existiert. Also ist R = 1/2.

¢) Fiir die Reihen Y77 (L% bzw. Y7 nla™ ist a, = & bzw. a, =n!.

Im ersten Fall ist

lim |2 | = lim (n+1) = o0,
n—oo an—i—l n— oo
und im zweiten Fall .
lim = lim = 0.
n—oo | Ay n—oo 1, + 1

Also konvergiert > £¢ fiir alle 2 € R, wiihrend die Potenzreihe 7 nlz™ nur
fiir x = 0 konvergiert. |

Wir kommen zum Rechnen mit Potenzreihen.

Satz 12.14 Haben die Potenzreiheny " a,x"™ und Y~ b,z" die Konvergenz-
radien R,, Ry > 0, so gilt fir alle x € R mit |z| < min(R,, Ry)

i a,x" £ i bya" = i(an + b,)z" (12.10)
n=0 n=0 n=0
sowze - - -
(Zam:”) (an:c”> = chx” (12.11)
n=0 n=0 n=0

mit ¢, = apby + ap_1b1 + ... + agb,.
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Potenzreihen kénnen also auf einem gemeinsamen Konvergenzintervall gliedweise
addiert und subtrahiert werden, und die Multiplikation erfolgt nach dem Cauchy-
produkt. Der Konvergenzradius der entstehenden Reihen ist mindestens gleich

min(R,, Rp).

Ist >, a,x™ eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius R > 0, so wird durch
f(z) =37 a,z™ eine Funktion f auf (—R, R) festgelegt. Einige Eigenschaften
von f werden im folgenden Satz beschrieben.

Satz 12.15 Sei Y~ a,x" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0 und
f(z) =320 g apa™ auf (—R, R). Dann gilt

a) Die Funktion f ist stetig auf (—R, R).
b) Die Funktion f ist differenzierbar auf (—R, R), und es ist

o0
= E na,z" "t
n=1

Die Potenzreihe Y >°  na,x™ ' hat wieder den Konvergenzradius R.

¢) Die Funktion f ist Riemann-integrierbar auf jedem Intervall [a,b] C (—R, R),
und es ist

/f = _:113”“ fiir v € (=R, R).

Die Potenzrethe "

il
Aussage (a) bedeutet, dass fiir jedes T € (—R, R) gilt
lim Z apx” = lim f(z Z G, Z hm x

Man darf unter den Voraussetzungen des Satzes also die Grenzprozesse lim, .z
und ) >° , miteinander vertauschen.

Die Aussagen (b) und (c) besagen, dass man Potenzreihen gliedweise differenzie-
ren und integrieren kann. Insbesondere ist

x'—)znqu

eine Stammfunktion von f(z) =Y 7 a,z" auf (—R, R).

Die Tatsache, dass der Konvergenzradius der gliedweise abgeleiteten bzw. inte-
grierten Reihen gleich dem der Ausgangsreihe ist, folgt leicht aus der Formel von
Cauchy/Hadamard und aus dem Grenzwert lim,, .., {/n = 1.
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Eine bemerkenswerte Konsequenz dieser Tatsache ist, dass Potenzreihen unend-
lich oft differenziert werden kénnen. Dabei ist fir f(z) =" an(z — z0)"

= Zn n—1)...(n—k+Day(z — x0)" " (12.12)
n=k

fir z € (=R, R) und k € N.
Beispiel 8

a) Die Potenzreihe ) ;2™ hat den Konvergenzradius 1, und ihre Summe ist

o0

.

n=0

fur x € (—1,1).

Differenzieren wir diese Identitéat k-mal, so folgt

N !
i D =
also N
= (Z> s ﬁ (12.13)
b) Die Potenzreihe > 2 /(—1)"2*" hat den Konvergenzradius 1 und die Summe
f(z) = i(_l)":ﬂ% _ 5 auf (—1,1).
n=0 1+

Gliedweise Integration liefert

%) x r 1
Z ( 22 / f(t)dt — / dt = arctan z,

n=0

also

- (_1>n 2n+1 s
tanz = Y i g€ (<1, 1). 12.14
arctan x 29041 T ir x € ( ) ( )

¢) Die Potenzreihe >~ 7 ,(—1)"2" hat den Konvergenzradius 1 und die Summe

1
1+z

auf (—1,1).
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Gliedweises Integrieren ergibt

xT

[e%e] (_1>n i /z 1
Zn+1x Of() o 1+t n(l+1),

n=0

also

o) _1)n
In(l+1t) =) <n+)1 2" fiir e (=1,1), (12.15)

n=0

Sei Y0y an(z — o)™ eine Potenzreihe mit R > 0 und f ihre Summe auf dem
Intervall (zo— R, zo+R). Dann ist f unendlich oft differenzierbar, und aus (12.12)
folgt fiir © = xg

Oz =k(k—1)...1ag

bzw.

ap —

(k)
/ k(‘x‘)) fiir k= 0,1, ..., (12.16)

wobei wir vereinbaren, dass f© = f. Es ist also

) (0
f(a:)zzf ( >(az—x0)” auf (rg — R, o + R).

Dies legt es nahe, jeder auf einem Intervall (xo — R, x¢ + R) unendlich oft diffe-
renzierbaren Funktion f ihre Taylorreihe um den Entwicklungspunkt xg

£ (1
Zf ( )(x—xo)" (12.17)

n!

zuzuordnen. Wir starten hier also nicht mit einer konvergenten Potenzreihe, der
wir ihre (unendlich oft differenzierbare) Summe zuordnen, sondern ordnen einer
unendlich oft differenzierbaren Funktion formal die Reihe (12.17) zu. Dabei ist
zunédchst unklar, ob diese Reihe fiir # # xy iiberhaupt konvergiert und ob im
Falle der Konvergenz ihre Summe an der Stelle z mit f(x) zusammenfillt. Ein
warnendes Beispiel liefert die auf R beliebig oft differenzierbare Funktion

{61/5"2 fiir  #£ 0

Jx) = 0 fir z = 0.

Man kann zeigen, dass alle Ableitungen dieser Funktion an der Stelle 0 gleich 0
sind. Die Taylorreihe von f um den Nullpunkt konvergiert also gegen die Null-
funktion auf R, wiahrend f(z) # 0 fiir x # 0.

Da die n-te Partialsumme der Taylorreihe (12.17) gerade das Taylorpolynom
T, (z,x9) von f ist, ist klar, dass die Taylorreihe von f genau dann gegen die
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Funktion f konvergiert, wenn das Restglied R, (x,x¢) aus dem Taylorschen Satz
(Satz 4.14) gegen 0 konvergiert, wenn n gegen Unendlich strebt. Zur Erinnerung:
Ist f beliebig oft differenzierbar, so ist

nfk)
T (x,x0) = Z / <':BO) (z — x0)",
k=0 '

k

und

Ry (x, o) = i) (x —xo)"™ mit € € (w0, 2)
’ (n+1)! ’
ist das Restglied nach Lagrange. Fiir das Restglied gibt es zahlreiche weitere
Darstellungsmoglichkeiten. So heifit

1 x
Ra(w0) = o [ (o=t ooy
n! Ju
das Restglied in Integralform.
Beispiel 9 Die Sinusfunktion ist auf R beliebig oft differenzierbar. Ihre Taylor-
reihe um den Entwicklungspunkt 0 lautet
3 5 7 221
-t = —=+... )"+ ... . 12.18

ST et Y gt (12.18)
Das Restglied R,(z,0) haben wir bereits in Abschnitt 4.4.4 abgeschétzt:
||+

| Rn(2,0)] < CEDE

Also konvergiert fiir jedes € R die Taylorreihe (12.18) der Sinusfunktion gegen
sin z. Man sagt auch, dass die Reihe (12.18) die Sinusfunktion darstellt. n

In der folgenden Ubersicht sind die Taylorreihen einiger Funktionen zusammen-
gestellt:

(o] _1 n
sinz = Zﬁx%ﬂ fir z € R,

= (-1
cosxr = Z( ) 2" fir z € R,

= 1
sinhxz = Z m 2t fir x € R,

= 1
coshr = E " fir x € R,
=1 .
e’ = E — " fir z € R,
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0 — 1)+t

In(l+2z) = ZLQ:" fir € (—1,1],
n=1 n
(D" o N

arctanz = Z ot fir x € (—1,1),
~ 2n +1
—(—3) D" o

arcsiny = Z 2 1’ e fir z € (—1,1),

n ) 2n

(14+z)* = Z <a)x" fir « € Rund z € (—1,1).

n=0
In den letzten beiden Identitaten ist

(a) _ale=1@=2)..(a=n+1)

n n!

Fiir @ € N bricht im letzten Beispiel die Summation an der Stelle n = «a ab,
d.h. man erhélt ein (endliches) Polynom statt einer Potenzreihe. Dies ist gera-
de die Aussage des Binomischen Satzes, der natiirlich fiir alle x € R gilt. Die
Potenzreihendarstellung fiir In(1 + x) liefert fiir x = 1 beispielsweise
11 1 1

n2=1—--+-——-—+4+-—....

! 2 37175
Wie beenden diesen Abschnitt mit einem weiteren niitzlichen Resultat iiber Po-
tenzreihen.

Satz 12.16 (Identitétssatz fiir Potenzreihen) Sind ) " a,(z — x0)" und
Yoo o bn(z —x0)" zwei Potenzreihendarstellungen, die beide auf (xo— R, o+ R)
mit R > 0 konvergieren und deren Summen auf (xro— R, xo+ R) tbereinstimmen,
so ist a, = b, fir alle n € Ny.

Dies ist eine Verallgemeinerung des Identitdtssatzes fiir Polynome. Der Beweis
folgt leicht aus Formel (12.16). Dieser Identitétssatz ist Grundlage der Methode
des Koeffizientenvergleichs. Wir sehen uns diese Methode an am Beispiel des
unbestimmten Ansatzes fiir den Quotienten zweier Potenzreihen. Grundlage dafiir
ist der folgende Satz.

Satz 12.17 Sind f(z) = Y " a,x” und g(x) = Y >~ b,a™ Potenzreihen, die
beide fir |z| < R mit R > 0 konvergieren, und ist g(0) = by # 0, so lift
sich der Quotient f/g in eine Potenzreihe um 0 mit positivem Konvergenzradius
entwickeln.

Der Beweis folgt am einfachsten mit Mitteln der komplexen Funktionentheorie,
die wir im dritten Semester kennen lernen. Nach Satz 12.17 ist also

2 n—g O
Z OZx” ch ’
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wobei alle Reihen fiir |x| < r mit einem r > 0 konvergieren. Unter Verwendung
des Cauchy-Produkts erhalten wir

i a,r" = ( i bnx"> ( i cnx"> =: i dy,x"
n=0 n=0 n=0 n=0

mit
dn = boCn + blcn_l + ...+ anO-

Koeffizientenvergleich ergibt a, = d,, fiir alle n € Ny, also

bei 2V : ag = bocy,
bei x' : a; = byci + bicy,
bei 2?2 : ay = bocy + bici + baco,
und hieraus lassen sich wegen by # 0 die ¢, ¢q, ¢, . . ., sukzessive berechnen. Als
Beispiel bestimmen wir die ersten Koeffizienten der Taylorreihenentwicklung von
tanx = 2L —: %" ¢,2". Aus den bekannten Taylorentwicklungen der Sinus-
cos T n=

und Kosinusfunktion folgt

x> R A
x—§+a—7+ :(1_a—i_ﬂ_a+"')<CO+CII+C2m2+'”)’
und Koeffizientenvergleich liefert
bei 20 : 0 = 1-¢ = ¢ =0
bei z! : 1 = 1.-¢,4+0-¢ = ¢ =
bei 2?2 : 0 = 1-+0-c14+3-c = =0
bei 2% : _% = 1'C3+0'02—%-01+0-co = 03:%

usw. Fortsetzung dieses Vorgehens liefert

o e 25, 1T 0 fir Jo] <
nr =2 =T — X —X ur |r .
37 157 315 2

12.4 Fourierreihen

Nach den Potenzreihen betrachten wir nun eine weitere Klasse spezieller Funk-
tionenreihen, die von zentraler Bedeutung fiir die Beschreibung periodischer
Vorgénge in Natur und Technik ist: die Fourierreihen. Wir haben im letzten
Abschnitt gesehen, dass Potenzreihen im Inneren ihres Konvergenzintervalls be-
liebig oft differenzierbar sind. Es kénnen daher nur ,,wenige* sehr glatte Funktio-
nen durch eine Potenzreihe dargestellt werden. Demgegeniiber lassen sich durch
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Fourierreihen z.B. auch periodische Funktionen darstellen, die nur stiickweise dif-
ferenzierbar sind und deren Ableitungen Spriinge aufweisen.

Eine auf R definierte Funktion f heif3t periodisch mit der Periode T' > 0, wenn
flx+T)= f(z) firallexz € R.

Beispielsweise sind sinz und cosx periodische Funktionen mit den Perioden
21,4, 67, ..., und 27 ist die kleinste Periode dieser Funktionen. Dagegen ist
fiir die konstante Funktion f(z) = 1 jede positive Zahl eine Periode, so dass es
fiir diese Funktion keine kleinste Periode gibt.

Durch eine Variablensubstitution kann man jede Funktion mit der Periode T auf
eine Funktion mit der Periode 27 zuriickfithren. Hat etwa f die Periode T, so hat
die Funktion F(z) := f(ZLx) die Periode 2m:

F(z +2m) = f(2£($+27r)) = f(2£x+T) = f(zx) = F(z).

T T 21

Wir betrachten daher meist nur 27-periodische Funktionen.

Eine trigonometrische Reihe ist eine Reihe der Gestalt
f(z) = % +;(an cos nx + by, sinnx) (12.19)

mit reellen Koeffizienten a,, (n > 0) und b, (n > 1). Es wird sich spéter zeigen,

dass es praktisch ist, nicht ay sondern %€ also Koeffizienten von cosOx = 1 zu

2
wahlen.

Satz 12.18 Wenn jede der Reihen ) - a, und )y b, absolut konvergiert, so
konvergiert die trigonometrische Reihe (12.19) auf ganz R gleichmdfig.

Fiir das Weitere stellen wir zunéchst einige Integralidentitéten fiir trigonometri-
sche Funktionen zusammen.

Orthogonalitiatsbeziehungen Fiir alle m,n € N ist
2
/ cosmt cosntdt = 0 fiir m # n,
0
2m
/ sinmt sinntdt = 0 fiir m # n,
0

27
/ cosmt sinntdt = 0.
0
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Normierungsbeziehungen Fiir alle n € Ny ist
2T .
f >1
/ cos’ntdt = o=
0 2r  fiir n =0,
2w .
f >1
/ sin®ntdt = o=
0 0 firn=0.

Die Bezeichnungen ,,Orthogonalitéits-“ bzw. , Normierungsbedingungen® rithren
daher, dass man in volliger Analogie zum Skalarprodukt bzw. zur Norm von

Vektoren
n n 1/2
(a.) = Y by baw. HaHz(Z]ai\z)
i=1 i=1

auch ein Skalarprodukt bzw. eine Norm fiir Riemann-integrierbare Funktionen
f, g auf [0, 27] einfiithren kann:

o= [ st e 1= ([

0

Die angegebenen Beziehungen lassen sich leicht nachrechnen mit Formeln wie

1
cosa cos 3 = 5(COS(O¢ — ) + cos(a + 3)).
Mit den Orthogonalitits- und Normierungsbeziehungen 148t sich leicht ein Zu-
sammenhang herstellen zwischen den Werten einer trigonometrischen Reihe und

ihren Koeffizienten a,, und b,,.

Satz 12.19 (Euler/Fourier) Die Reihe f aus (12.19) sei auf R gleichmdfig
konvergent. Dann gilt

1 27

a, = —/ f(x)cosnxdx firn € Ny, (12.20)
s
.

b, = — (x)sinnzdx  firn € N. (12.21)
T Jo

Beweis Wir multiplizieren (12.19) mit cosna:

[e.9]
a .
f(z) cosnx = 30 cos nx + E (@, cos mx cosnx + by, sinmx cosnx)

m=1

und integrieren iiber [0, 27]. Da die Reihe (12.19) gleichméBig konvergiert, kon-
vergiert auch die Reihe f(x)cosnz gleichméBig, und wir diirfen Summation und
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Integration vertauschen:

2

2m
f(z)cosnxdr = @/ cosnzx dx
0 2 Jo

2
0

o'} 2m
+ E (am / cosmx cosnz dx + b, / sin mx cos nx dx).
_ 0
m=1

Mit den Orthogonalitéts- und Normierungsbedingungen erhélt man hieraus sofort
(12.20), und (12.21) erhélt man analog durch Multiplikation von (12.19) mit
sin n. -

Die Zahlen a,, und b,, aus (12.20) und (12.21) kann man fiir jede 27-periodische
und auf [0, 27] Riemann-integrierbare Funktion f berechnen. Sie heifien die Fou-
rierkoeffizienten von f. Mit diesen Koeffizienten kann man der Funktion f formal
die trigonometrische Reihe

% + ;(an cosnx + by, sinnx)

zuordnen, die die Fourierreihe von f heifit (ganz &hnlich haben wir im vorigen
Abschnitt jeder unendlich oft differenzierbaren Funktion formal eine Potenzreihe
— die Taylorreihe der Funktion — zugeordnet). Unklar ist im Moment, ob die einer
Funktion f zugeordnete Fourierreihe iiberhaupt konvergiert und ob ihre Summe
im Falle der Konvergenz gleich f ist.

Bevor wir uns Beispiele ansehen, vermerken wir noch drei einfache Regeln, die
das Berechnen der Fourierkoeffizienten mitunter vereinfachen.

(A) Ist f 2m-periodisch und auf einem Intervall der Lénge 27 Riemann-
integrierbar, so ist f auf jedem Intervall der Lénge 27 Riemann-integrierbar,
und es gilt fiir alle a € R

2w

a+2m
(x)dx :/ f(z)dz.
0 a
(B) Ist f eine gerade Funktion, d.h. f(x) = f(—x) fiir z € R, dann ist
2 ™
a, = —/ f(z)cosnxdx firn € Ny
m™Jo

sowie b, = 0 fir alle n € N.

(C) Ist f eine ungerade Funktion, d.h. f(z) = — f(—=z) fiir x € R, so ist
2 ™
b, = —/ f(z)sinnxdr firn €N
T Jo
sowie a,, = 0 fiir alle n € Nj.
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Beispiel 10 Die Funktion f : R — R sei 2r-periodisch mit

_x+g fir z € [0, ) 4\ T /\ .
— 0 T
f(z) — ;W fir € [r,27) - l \/ ’

(,Ségezahnfunktion®). Da f gerade ist, ist b, = 0 fiir alle n. Fiir die a,, erhilt
man

ol

2 s
ayp = — / (—x—l—g) cosnxdr, mn € Ng.
0

Also ist ag = 0, und mit partieller Integration folgt fiir n > 1

n2

2 1 4 L falls n ungerade
n=——(1—(-1)") =<7 ’
a T n2 ( ( ) ) {O

falls n gerade.

Die durch die Sdgezahnfunktion f definierte Fourierreihe ist also

cos3xr  cosdx
+ +m>

4
—(cosx—i— 32 52

™

Diese Fourierreihe ist gleichméfig konvergent. Unklar ist im Moment, ob ihre
Summe gleich f ist. =

Beispiel 11 Die Funktion g : R — R sei 27-periodisch mit g(0) = 0 und g(x) =
m—x fir 0 <z < 2m.

Da f ungerade ist, sind alle a,, gleich 0, wiahrend fiir n > 1 gilt

2 [T 2
b, = —/ (m — x)sinnrdr = —.
0

™ n

Die durch g definierte Fourierreihe ist also

sin2x  sin3x = sinnx
4' .”):2 .
smx + 5 + 3 + ; o

Hier ist selbst die Konvergenz der Reihe auf den ersten Blick unklar. |
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Wir wenden uns nun den z.T. recht schwierigen Konvergenzfragen zu. Einfache
Uberlegungen zeigen, dass in der Regel nicht einmal punktweise Konvergenz vor-
liegen kann: Zwei Funktionen, die sich nur in endlich vielen Punkten unterschei-
den, besitzen die gleiche Fourierreihe. Es gibt sogar Beispiele stetiger Funktionen,
deren Fourierreihe nicht in jedem Punkt konvergiert.

Um Konvergenzbedingungen formulieren zu koénnen, fithren wir die folgenden
Begriffe ein. Fiir eine Funktion f : (a,b) — R heiit zy € (a,b) eine Sprungstelle,
wenn der links- und der rechtseitige Grenzwert

f(zo—) == lim f(z) und f(zo+):= lim f(z)

T—T0 —X0
rx<zxo xr>x0

existieren und wenn f(zo—) # f(xo+). Die Zahl f(xo+) — f(xo—) heifit auch
der Sprung von f an der Stelle zg. Eine Funktion f : [a,b] — R heifit stick-
weise stetig auf [a,b], wenn es eine Zerlegung {xg,z1,...,z,} von [a,b] mit
a=x9<mx <...<zpy=>0sogibt, dass f auf allen offenen Intervallen (x;_1,x;)
mit 7 = 1,...,m stetig ist und dass die linksseitigen Grenzwerte f(z;—) fiir alle
i =1,...,m und die rechtsseitigen Grenzwerte f(x;+) fiir alle ¢ =0,...,m — 1
existieren. Die Funktionswerte f(z;) sind dabei offenbar irrelevant. Die Funktion
f i [a,b] — R heifit auf [a, b] stickweise glatt oder stiickweise stetig differenzierbar,
wenn ihre Ableitung stiickweise stetig ist, d.h. man verlangt, dass es eine solche
Zerlegung {zq, ...,z } gibt, dass f auf jedem Intervall (x;_1,z;) stetig differen-
zierbar ist und dass alle links- bzw. rechtsseitigen Grenzwerte f'(x;—) und f’(z;+)
existieren. An den Punkten z; braucht die Ableitung von f nicht zu existieren.
Eine stiickweise glatte Funktion hat hochstens endlich viele Sprungstellen.

Satz 12.20 Die Funktion f : R — R sei 2mw-periodisch und stickweise glatt auf
0, 27]. Dann konvergiert die Fourierreihe von f fir jedes © € R, und es gilt

fle) + F@) _a
2 2

+ Z(an cosnx + by, sinnx)
n=1
fir alle x € R. Ist f stickweise glatt auf [0,27] und stetig in x, so ist sogar
a [e.e]
flz) = 50 + ;(an cosnz + by, sin nx).

Schliefilich konvergiert auf jedem abgeschlossenen Intervall, auf dem f stiickweise
glatt und stetig ist, die Fourierrethe von f gleichmdf$ig gegen f.

In Beispiel 10 ist f stiickweise glatt und stetig auf R. Daher ist

o0

4 cos(2n + 1)x
Jx) = %nzg 2n+12
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Fiir # = 0 erhalten wir insbesondere § = 25> m, d.h.

2

= 1 T
> = (12.22)
—~ (2n+1)3? 8

Fiir Beispiel 11 liefert Satz 12.20 ebenfalls punktweise Konvergenz der Fourier-
reihe von g gegen ¢ auf ganz R. Man beachte, dass ¢(0) = w.

Beispiel 12 Die Funktion f : R — R sei 2r-periodisch mit
0 fire=0und x =7«
flz)=1<h fir € (0,7)
—h  fir xz € (7, 2m)

mit einem A > 0.

(@)
3¢
[N}
C;‘J

—ht - -

Da f ungerade ist, ist a,, = 0 fiir alle n, und man rechnet leicht nach, dass

™

I {ﬂ fiir n ungerade

0 fiir n gerade.

Da f stiickweise glatt ist, konvergiert die Fourierreihe

4h i sin ((2n + 1)7)
™ 2n +1

fiir jedes = € R gegen 3 (f(z+) + f(z—)) = f(z). Man kann beobachten, dass fiir
jedes m die Partialsummen

dieser Fourierreihe tiber die halbe Sprunghdhe hinausschieen (vgl. die Skizze im
Arbeitsbuch S. 302). Diese Erscheinung heifit Gibbs’sches Phédnomen. [

Anmerkung 12.21 Ist f periodisch mit der Periode T' > 0, so lautet die zu-
gehorige Fourierreihe

o0

Qo 2w . 2m
o + nz:l (an COoS (T n:v) + b, sin (T nx))
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mit den Koeffizienten
a, = —/ f(z) cos —nx)d , n € Ny,
b, = —/ f(z)sin —nx)d n € Ny,

Anmerkung 12.22 Unter Benutzung der Eulerschen Formel e = cost + isint
fiir ¢ € R definieren wir fiir n € Z das komplexe Integral

/_7; f(x)em®dy = /_7; f(x)cosnxdx +i _7; f(x) sin na da.

Die Fourierreihe einer stiickweise glatten 2m-periodischen Funktion f auf R 146t
sich dann in der komplexen Form

o0

> ™, z€ER, (12.23)

n=—oo

mit den komplexen Fourierkoeffizienten
1 /7r f( ) —z‘n:vd c 7,
Cp = — x)e T, n ,
2 ) .

schreiben. Dabei versteht man unter der Summe der Reihe (12.23) den Grenzwert

lim E ¢,
N—oo
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13 Differentialrechnung fiir Funktionen mehrerer reeller
Veranderlicher

13.1 Mengen im R"

Wir bezeichnen wieder mit R den linearen Raum aller Vektoren z = (x4, ..., x,)
mit reellen Eintrigen und den friither eingefiihrten Operationen. Die Vektoren
im R™ schreiben wir meist zeilenweise. Je zwei Vektoren = = (z1,...,z,) und

y = (y1,-..,Yyn) ist ihr Skalarprodukt

9y = 3
=1

zugeordnet und jedem Vektor z = (z1,...,x,) € R" seine Norm

ol = oz = | S at

Dabei ist ||z]| = 0 genau dann, wenn = der Nullvektor 0 = (0,...,0) ist. Weiter
ist x| = |af ||z|| fiir alle @ € R, und es gilt die Dreiecksungleichung

lz+yll < flzll + llyll  fir alle 2,y € R".
Schlieflich erinnern wir noch an die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
[(z, )] < lzll [lyl]  fiir alle z,y € R™.

Wir fithren nun einige Begriffe ein, die die Lage eines Punktes in Bezug auf eine
Teilmenge M von R™ beschreiben.

Definition 13.1 Sei xqg € R™ und € > 0. Dann heifit
Uc(mg) :i={z € R": ||z — xo|| < €}

die e-Umgebung von xq. Eine Menge U C R", die fiir ein € > 0 eine komplette
e-Umgebung von xq enthdlt, heifit eine Umgebung wvon xg.

Im R ist U.(z0) das offene Intervall (xg — ¢, 7o + ¢), im R? die Kreisscheibe mit
dem Mittelpunkt zy und dem Radius € ohne ihren Rand, und im R? die Kugel
mit dem Mittelpunkt xy und dem Radius ¢, ebenfalls ohne ihren Rand.

Definition 13.2 a) FEin zo € R™ heifft innerer Punkt der Menge M C R™,
wenn es eine €-Umgebung von xy ¢ib, die ganz in M liegt. Die Menge aller
inneren Punkte von M heifit das Innere von M. Bezeichnung: int M oder M .
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b) FEin xy € R"™ heifft Randpunkt der Menge M C R"™, wenn es in jeder e-
Umgebung von xy mindestens einen Punkt aus M wund mindestens einen
Punkt, der nicht zu M gehért, gibt. Die Menge aller Randpunkte von M
heifit der Rand von M. Bezeichnung: OM .

¢) Fir jede Menge M heifit MUOM die AbschlieBung oder abgeschlossene Hiille
von M. Bezeichnung: M oder clos M.

Definition 13.3 Die Menge M C R™ heuifst

a) offen, wenn jeder Punkt von M ein innerer Punkt ist.
b) abgeschlossen, wenn jeder Randpunkt von M zu M gehirt.
c) beschréankt, wenn es ein R > 0 gibt mit M C Ug(0).

[oN)

) kompakt, wenn M abgeschlossen und beschrdinkt ist.

Eine Menge M ist genau dann offen (abgeschlossen), wenn M = int M (M =
clos M). Der Rand OM und die AbschlieBung M UJM einer Menge M sind stets
abgeschlossen, und ihr Inneres int M ist stets offen. Weiter ist int M N OM = ().
Die Mengen R™ und () sind sowohl offen als auch abgeschlossen. SchliefSlich ist eine
Menge M C R" genau dann offen (abgeschlossen), wenn ihr Komplement R™\ M
abgeschlossen (offen) ist. Man kann auch leicht zeigen, dass der Durchschnitt und
die Vereinigung jeweils endlich vieler offener (abgeschlossener) Mengen wieder
offen (abgeschlossen) ist.

Beispiele Die Menge {(x1,23) € R? : z; > 0, x5 > 0} ist abgeschlossen, jedoch
nicht beschrinkt, und somit nicht kompakt. Die Menge M = {(x1,22) € R? :
|z1]? + |z2)* < €2} = U.(0) ist offen und beschréinkt. Thr Rand ist die Menge
{(z1,29) € R*: |x1]* + |x5]* = £2}. Also ist M nicht abgeschlossen. Die Abschlie-
Bung von M ist

clos M = {(x1,25) € R? : |21 |* + |2o]? < €2},

und diese Menge ist beschriankt und abgeschlossen, also kompakt. SchlieSlich ist
{(z1,22) € R* : a < x; < b, ¢ < 1y < d} eine Menge, die weder offen noch
abgeschlossen ist. m

13.2 Grenzwerte und Stetigkeit

Ordnet man jeder Zahl k € N einen Punkt x; = (z%,...,2F) € R" zu, so entsteht

eine Folge (xy)ren im R™. Vollig analog zu reellen Folgen trifft man die folgende
Definition.

Definition 13.4 Fine Folge (xy)ren im R™ heifit konvergent, wenn es ein x € R™
mit folgender Figenschaft gibt: Fir jedes € > 0 gibt es ein N = N(e) € N so,
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dass ||z — x|| < e fiir alle k > N. In diesem Fall ist x eindeutig bestimmt und
heifit Grenzwert der Folge (xy). Bezeichnung:

r= lim x, oder xzp,— x firk — oo.

k—o0
Satz 13.5 Eine Folge (z1) im R™ mit z;, = (2%, ..., 2%) ist genau dann konver-
gent und hat den Grenzwert x = (xy,...,x,), wenn fir jedes i = 1,...,n die

Folge (z¥)ren deri-ten Komponenten konvergiert und ihr Grenzwert gleich x; ist.

Um die Folge (zx)ren von Vektoren auf Konvergenz zu untersuchen, muss man
also jede der n Zahlenfolgen (z¥)ien, i = 1,...,n, auf Konvergenz untersuchen.
Dazu lassen sich die in Abschnitt 2 festgehaltenen Konvergenzaussagen fiir Zah-
lenfolgen heranziehen. Beispielsweise ist

) .
im ("0, o, ) = (1,1,0),
da
) |
im 200 1 lim =1, lim o2, .
n—oo N n—00 n—oo N,

Sei D eine nichtleere Teilmenge von R™. Eine Vorschrift f, die jedem x =
(x1,...,2,) € D genau eine reelle Zahl y = f(x) = f(z1,...,2,) zuordnet,
heifit eine reelle Funktion der n reellen Verdnderlichen x+, ..., x,. Zumindest fir
n = 2 laBt sich der Graph von f: D — R, d.h. die Menge

{(z1,20,9y) € R’ : (z1,22) € D, y = f(x1,22)},

noch gut im z1, xe, y-Koordinatensystem veranschaulichen (,,Gebirge“ iiber D).
Hilfreich ist oft auch die Betrachtung der Niveaumengen (,, Hohenlinien*)

{(z1,22) € D+ f(a1,22) = c},

auf denen f den konstanten Wert ¢ annimmt.

Ein Punkt zy € R" heiflit Hdufungspunkt einer Menge M C R", wenn jede Um-
gebung von xy unendlich viele Punkte aus M enthélt. Der Punkt zy selbst muss
nicht zu M gehoren. Ist xy € R™ ein Haufungpunkt von M, so gibt es eine Fol-
ge (x)gen von Punkten aus M\{zo}, die gegen z( konvergiert. Ist o € M kein
Héaufungspunkt von M, so heifit xq ein isolierter Punkt von M. So ist jeder Punkt
aus [a, b] ein Haufungspunkt von M = (a,b), und 1 ist ein isolierter Punkt von

M = N.

Definition 13.6 Se: D C R"™ nichtleer, f : D — R, und x¢ sei ein Haufungs-
punkt von D. Wenn es eine Zahl ¢ € R gibt, so dass fir jede Folge (xy)ren aus
D\{xzo} mit limy_o xx = x¢ der Grenzwert limy_, f(xx) ezistiert und gleich ¢
ist, so nennen wir ¢ den Grenzwert von f an der Stelle zy und schreiben

lim f(z)=c oder f(x)—c firz— x.

T—T0
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Man beachte, dass z¢ nicht zu D gehoéren muss und dass f an der Stelle zy nicht
definiert sein muss.

Beispiel 1 Sei D = R*\{0} und f: D — R gegeben durch

22y?

flz,y) = 21

(wobei wir wie iiblich (z,y) statt (z1,22) schreiben). Dann ist 0 = (0,0) ein
Haufungspunkt von D und lim, (0,0 f(2,y) = 0. Fiir jede Folge (zy,yx) mit
(g, yr) # (0,0) und Grenzwert (0,0) ist ndmlich fir z; # 0

2,2 2,2
TiYk LiYi ‘ 2
Tk, — 0| = = — 0
|f< k yk) | xi_{_yl% = xz |yk|
fur (zg, yx) — (0,0). Man beachte, dass die Abschitzung ’ﬁ%’sfz | < |y3| fiir 3, = 0
k k
offenbar ebenfalls richtig ist. u

Beispiel 2 Sei D wie in Beispiel 1 und

2?2 — o2
flx,y) = 2
Dann hat f an der Stelle (0,0) keinen Grenzwert. Fiir die Folge ((3,0)), oy 18t
namlich 1k
1 1 -0
li —0)=lim ————— =1
fim (0 = Jim o — b
wihrend fiir die Folge ((+, %))keN gilt
. 11 - (1/k) = (1/k)
1 — =)=1 =0
Jdm S5 3) = i (1/k)? + (1/k)?
Beide Grenzwerte existieren, sind aber voneinander verschieden. |

Definition 13.7 Die Funktion f : D — R heifit stetig an der Stelle xy € D,
wenn fir jede Folge (xp)keny in D mit Grenzwert xqg gilt limy .o f(zx) = f(xo).
Die Funktion f heif$t stetig auf D, wenn sie in jedem Punkt von D stetig ist.

Ist x( ein isolierter Punkt von D, so ist dort jede Funktion f : D — R stetig. Ist
xo € D Haufungspunkt von D, so ist f : D — R genau dann stetig in x(, wenn
der Grenzwert lim, ., f(z) existiert und gleich f(xg) ist.

Beispiele Die Funktion f : R? — R mit

2,2

_ sz falls (z,y) # (0,0)
Femy): { 0 falls (z,y) = (0,0)
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ist stetig in 2o = (0,0) nach Beispiel 1, wéhrend nach Beispiel 2 die Funktion
g : R? — R mit
0 falls (z,y) # (0,0)

— x24y?
9\, y) =
(@) { 0 falls (x,y) = (0,0)

unstetig an der Stelle (0,0) ist. Auf R?\{(0,0)} sind beide Funktionen stetig. m

Die uns bekannten Aussagen iiber stetige Funktionen von einer Verénderlichen
lassen sich ohne Schwierigkeiten auf Funktionen von mehreren reellen Verédnder-
lichen {ibertragen.

Satz 13.8 Sind f,g: D — R stetig in zo € D, so sind auch die Funktionen cf
mitc € R, f+ g, fg und — falls g(xo) # 0 — f/g stetig an der Stelle xy.

Satz 13.9 Sei f : D — R stetig und D kompakt. Dann ist die Funktion f
beschrinkt und besitzt Maximum und Minimum, d.h. es gibt Punkte Tymax, Tmin €
D mat

f(@ain) < f(2) < f(Tma) fiir alle z € D.

13.3 Partielle Ableitungen

In diesem Abschnitt ist D C R"” offen und f: D — R. Ist x = (x4, ...,2,) € D,
so schreiben wir statt f(x) auch f(z,...,z,). Die Definition der Ableitung einer
Funktion von einer Veranderlichen,

F(x0) = lim f(x) — f(xo) — lim f(xo+h) — f(xo)

) x — xg h—0 h

148t sich nicht unmittelbar auf Funktionen mehrerer Verdnderlicher iibertragen,
da eine Division durch x —x( nicht erklart ist. Man kann aber analog eine partielle
Differentiation erklaren, wenn man alle Variablen bis auf eine konstant hélt und
die resultierende Funktion nach eben dieser Variablen ableitet.

Definition 13.10 Die Funktion f : D — R"™ heifit in 2° = (29,...,2%) € D

rn

partiell differenzierbar nach z, k = 1,...,n, falls der Grenzwert
lim fx, . o 2) a2+ h,x%H, coy ) — f(2Y, . 20)
h—0 h

existiert. Dieser Grenzwert heif$t die partielle Ableitung von f nach x; an der
Stelle z° und wird mit %(xo) oder f., (2°) bezeichnet. Die Funktion f heifst
partiell differenzierbar in 2° (auf D), wenn in 2° (in jedem Punkt von D) alle
partiellen Ableitungen existieren. Ist auflerdem jede dieser partiellen Ableitungen
stetig in 2% (auf D), so heifit f stetig partiell differenzierbar in 2° (auf D).
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Beispiel 3 Sei f : R? — R gegeben durch f(z,y) = 22% + y*. Beim partiel-
len Differenzieren nach x betrachten wir y als Konstante. Wir kénnen dann die
bekannten Differentiationsregeln fiir Funktionen einer Verédnderlichen anwenden
und erhalten

fo(z,y) =42 sowie f,(z,y) = 2y.
Analog erhélt man fiir die Funktion f : R" — R,

flxy, ... m) = /2t + .. + 22 =z,

dass sie auf R"\{0} partiell differenzierbar ist und dass dort

8f 1 2 oy _1 ZT;
= fo(2) = (22 + ... S 2y =
Beispiel 4 Sei f: R? — R erklirt durch f(0,0) = 0 und
Ty
f(xvy) == 5 lalls <x7y) % (070)

(22 + 2)?
Fir (z,y) # (0,0) finden wir die partiellen Ableitungen sofort:

2 2

Yy -y X xy

z\L = 4 s , = —4 .
fol) (2% +4?)? (2% +92)° ) (@2 +92)? (2 +y?)°

An der Stelle (z,y) = (0,0) arbeiten wir mit Definition 13.10:

£.0,0) = tim TOOZTO0 g 0.0y =0

Also ist f auf ganz R? partiell differenzierbar. Wegen

11 1/n? 2
(1/n°) n——>oo fiir n — oo

o) = =

ist f aber nicht stetig in (0,0). Aus der partiellen Differenzierbarkeit folgt also
nicht die Stetigkeit. n

Ist f: D — R partiell differenzierbar, so ist % wieder eine Funktion von D nach
R. Ist diese partiell differenzierbar nach w,, ergeben sich partielle Ableitungen
zweiter Ordnung, die wir mit

0*f
8xk8xg

() oder  fra,(x)

bezeichnen. Analog werden partielle Ableitungen hoherer Ordnung erklért und
bezeichnet.
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Beispiel 5 Fiir die erste Funktion aus Beispiel 3 ist

f:vﬂc(x7y) :47 fzy(xyy):fyx(xay>:0, fyy(«ray> :2

Interessanter ist die durch f(0,0) = 0 und

2 _ o2
2

flz,y) =y fiir (z,y) # (0,0)

x? + y?
auf ganz R? erklirte Funktion. Fiir (z,y) # (0,0) ist

2t — gt 4 da%y? f (o) = 2t — gyt — 4%y
(a2 +y2)2 7 (22 + y?2)?

fo(z,y) =y

9

und fiir (z,y) = (0,0) findet man

£,(0,0) = Jim L1020 = f(0.0

h—0 h

=0 und f,(0,0)=0.

Fiir die gemischten zweiten Ableitungen in (0,0) erhalten wir schlielich

I E fﬂﬁ(ovh) B fac(oa()) IERT —h—0 -
_ : fy(h)o)_fy(070) T h—20 o
fy(0,0) = }Lli% A = }LEI%) — =1

u
Die Reihenfolge der partiellen Ableitungen darf i.Allg. also nicht vertauscht wer-
den. Der folgende Satz gibt Bedingungen an, unter denen dieses Vertauschen
erlaubt ist.

Satz 13.11 (H.A. Schwarz) Sei D C R" offen, f : D — R und 2° € D. Alle
partiellen Ableitungen erster Ordnung von f sollen auf D existieren. Auferdem

existiere die zweite Ableitung aag auf D, und diese sei in 2° stetig. Dann exi-
xR O0xy
2f

. 0 .
Tedoe T, und es ist

stiert auch

f o f o

0x0xy v)= 0x0xy, v

Ist f: D — R partiell differenzierbar an der Stelle 2° € D, so heifit

(grad f)(2”) = (for (2°),- .., fu, (2"))

der Gradient von f an der Stelle 2°. Statt grad f schreibt man auch Vf (lies:
Nabla).
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13.4 Differenzierbarkeit

Bei der partiellen Differenzierbarkeit wird das Verhalten einer Funktion nur in
Richtung der Koordinatenachsen untersucht. Das fithrt u.a. dazu, dass der Begriff
der partiellen Differenzierbarkeit sehr schwach ist und nicht einmal die Stetigkeit
der Funktion garantiert (Beispiel 4). Wir sehen uns nun einen stérkeren und
fiir viele Zwecke geeigneten Differentiationsbegriff an. Dazu wiederholen wir die
Definition der Ableitung einer Funktion von einer reellen Verénderlichen:

) — i L) = )

k—0 h

Wir schreiben v := f’(2°) und setzen

{ —f(xOJrh}z_f(xO) —a firh#0

r(h) =
(7 0 fiir A = 0.

Dann ist r eine in einer Umgebung von 0 stetige Funktion mit

lim 7(h) = 0, (13.1)
und es gilt
f(@® +h) = f(2°) + ah + hr(h). (13.2)

Gilt umgekehrt die Identitat (13.2) mit einer Zahl o € R und mit einer in einer
Umgebung von 0 definierten Funktion r mit der Eigenschaft (13.1), so ist f
differenzierbar an der Stelle 2°, und f/(z") = «. Die Identitdt (13.2) liBt sich
ohne Schwierigkeiten auf Funktionen mehrerer Verdnderlicher iibertragen und
liefert dann einen geeigneten Differenzierbarkeitsbegriff. Dazu interpretieren wir

(13.2) wie folgt: Lokal (d.h. mit 2° = 0, f(2°) = 0) geht (13.2) iiber in
f(h) = ah + hr(h), (13.3)

wobei hr(h) schneller als h gegen 0 strebt, wenn A — 0. Dies kann man ver-
stehen als eine Approximation von f durch die lineare Funktion A — ah. Dies
kann man offenbar auf Funktionen von mehreren Verédnderlichen und sogar auf
Funktionen iibertragen, deren Werte Vektoren sind, die also von einer Teilmenge
D des R™ in den R™ abbilden. Solche Funktionen heifiten auch Vektorfelder. Als
Beispiel stellen wir uns eine durch ein Rohr stromende Fliissigkeit vor. Ordnet
man jedem Punkt x im Inneren des Rohres den Geschwindigkeitsvektor des an
dieser Stelle befindlichen Fliissigkeitsteilchens zu, so erhélt man ein Vektorfeld.
Auch das elektrische Feld ist ein Vektorfeld. Ist schliefllich f : R™ — R partiell
differenzierbar, so ist die Funktion F'(z) := (grad f)(x) ein Vektorfeld von R™
nach R™. Ein Vektorfeld F': R®™ — R schreiben wir oft als

F:(F17"'7Fm)T

mit Funktionen Fj, : R™ — R.
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Definition 13.12 Sei D C R" offen, F': D — R™ und 2° € D. Die Funktion F
heifst differenzierbar an der Stelle 2°, wenn es eine lineare Abbildung A : R —
R™ (eine mxn-Matriz A) sowie eine in einer Umgebung U von 0 € R™ definierte
Funktion r so gibt, dass

F(2" + h) = F(2°) + Ah + ||h]| r(h) (13.4)
fiir alle h € U und
}llin% r(h) = 0. (13.5)

Die Ableitung einer Funktion F' : R™ — R™ ist also eine lineare Abbildung von R"™
auf R™, die durch eine mxn-Matrix A beschrieben werden kann. Wir bezeichnen
die Ableitung von F' : D — R™ in 2° € D mit F'(z°) oder (DF)(xg). Ist f in
jedem Punkt 2° € D differenzierbar, so heiit F' differenzierbar auf D.

Zwischen den eingefithrten Differenzierbarkeitsbegriffen bestehen die folgenden
Beziehungen:

F stetig partiell = F differenzierbar = F partiell
differenzierbar differenzierbar

4
F' stetig

Die Aussage, die sich hinter dem rechten dieser Implikationspfeile verbirgt, wird
im folgenden Satz préziser beschrieben.

Satz 13.13 Sei D C R" offen und F = (Fy,...,F,) : D — R™ in2° € D
differenzierbar. Dann ist jede Funktion F; : D — R in 2° partiell differenzierbar,
und die Matrizdarstellung der linearen Abbildung A = F'(2°) aus (13.4) beziiglich
der Standardbasen von R™ bzw. R™ ist

g—g(xo) . gTF;(xO)
Jr(2°) = : : . (13.6)
%%’1"(:1:0) o %%T:(:co)

Die Matrix Jp(z°) heifit auch die Jacobimatriz oder Funktionalmatriz von F an
der Stelle 2°. Um die Differenzierbarkeit einer Funktion F : R* D D — R™
zu iiberpriifen und ihre Ableitung zu berechnen, bietet sich der folgende Weg
an: Man bestimmt die partiellen Ableitungen aller Komponenten F; von F. Sind
diese stetig, so ist F' differenzierbar, und die Ableitung F’(x¢) wird durch die
Matrix Jp(z%) aus (13.6) beschrieben.

Beweis von Satz 13.13 Sei (13.4) mit A = (a;;)m, und r = (r1,...,7,)7 sowie
h = (hi,..., h,)" erfiillt. Die i-te Zeile der Vektorgleichung (13.4) lautet dann

Fi(2° + h) = Fi(a°) + Y aih; + |kl ri(h), heT, (13.7)

j=1
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wobei limp,_o7;(h) = 0 wegen |r;| < ||r||. Wir fixieren ein j € {1,...,n} und
wihlen = (0,...,0, hyj, 0,...,0)" = hj€;. Fiir kleine h; liegen diese Vektoren
in U, und (13.7) reduziert sich auf

Fy(a® + hyéj) = Fy(a") + aizh; + || b 7i(h)
und fiir h; # 0 auf

(0 ) — (0
E(‘T +h36]) E(ZL’ ) :aij+MTi<h)-
h; h

J
Wegen |h;| = ||h|| und lim,_r;(h) = 0 ist auch

h
lim U7"-(11) =0,

h—0 hj ’
und wir erhalten die Existenz des Grenzwertes

F(20 + h.e8.) — F. (20 E.
lim Z(I + ]ej) Z<x ) = 0 Z(.TO) = Qjj. |
h;—0 h; Oz,

Ist f: D — R eine reellwertige differenzierbare Funktion, so ist speziell

Jf(:co) = (g—jl(:co), o c‘fxﬁ (33'0)) = (grad f)(z?).

Vernachlédssigen wir fiir kleine & noch den Term |[|A|| (k) in (13.4) (der ja schneller
als h gegen 0 strebt), so erhalten wir eine lineare Approximation

F(@) » f(2) + (grad f)(z°) (7 — 2°) (13.8)

mit 7 = 2° + h und h = ¥ — 2°. Im Fall n = 2 schreiben wir Z als (z,y) und z°
als (g, yo) und erhalten speziell

f(z,y) = f(zo,y0) + fa(z0, Y0) (2 — 20) + fy(moa?/o)(y — o) (13.9)

fir alle (z,y), die nahe bei (z¢, yo) liegen. Durch die rechte Seite von (13.9) wird
die Ebene

2= f(xo,y0) + fa(zo,y0)(x — z0) + fy(xo,yo)(y — %)

im R? festgelegt. Dies ist die Tangentialebene an den Graphen der Funktion
f : D — R (den man sich als Fliache iiber der zy—Ebene vorstellt) im Punkt

('T07y0af(x07y0)>'

Mit z = (z1,...,2,), 2° = (29,...,2%) und dx), := 2 — 2{ schreibt man (13.8)

rn

oft auch in symbolischer Form als

~of of . Of
df_axldx1+...+axndxn_kz du.



Dieser Ausdruck heiflt das wvollstindige Differential von f und kann wie folgt
interpretiert werden: Andert man die zx um dzxy, so dndert sich bei linearer
Approximation unter Vernachléssigung von Fehlern héherer Ordnung f um df.
Die wird oft zur Fehlerabschétzung bei Messprozessen ausgenutzt. Werden statt
der wahren Werte x1,...,z, mit Fehlern behaftete Werte 2, = x), + Axyg, k =
1,...,n, gemessen, so liasst sich der Fehler

Af:f(:i"l,...,fvn)—f(xl,...,xn)

im Funktionswert abschatzen durch
Af| ~ — 1 |A

wobei Fehler hoherer Ordnung ignoriert werden. Sind Schranken |Axzy| < s fiir
die Mefifehler bekannt, erhalten wir

"0
A< s
k=1 K

Beispiel 6 In einem rechtwinkligen Dreieck mit den Kathedenldngen x und y ist
die Lénge der Hypothenuse gleich f(x,y) = /22 + y?>. Wegen
Y

folz,y) = \/%Jr?f und  fy(z,y) = W

wird die Tangentialebene an den Graphen der Funktion f : (0,00) x (0,00) — R
im Punkt (o, yo, f(zo,yo)) beschrieben durch die Gleichung

Lo Yo
2=+ Y+ —— (Tt — 20) + ———= (¥ — W),
V6 + Vg +
und das vollstandige Differential von f lautet

x y
R e —
Va2 +y? ’ Va2 +y? !

Messen wir statt der wahren Kathedenldngen xq, yo die Werte zo+Ax und yo+Ay,
so ist der resultierende Fehler bei linearer Approximation gleich

df

Af ~ Zo Az + Yo _ roAx + oAy .

— 2 A
VAR VAR JRiR

Wir kommen nun zu Rechenregeln fiir Ableitungen.

Satz 13.14 Se: D C R" offen und f,g: D — R™ in x € D differenzierbar. Dann
ist fur a, 8 € R auch af + Bg: D — R™ in x differenzierbar, und es gilt

(af + Bg)'(x) = af () + By’ (x).

188



Produkt- und Quotientenregel vermerken wir nur fiir skalarwertige Funktionen.

Satz 13.15 Set D C R" offen und f,g: D — R in x € D differenzierbar. Dann
sind auch fg: D — R und, falls g(x) # 0, f/g in x differenzierbar, und es ist

(fg)(z) = g(@)f' () + f(x)d (x),
(Flo)(x) = L@@ f@)g(w)
g9(x)? '

Satz 13.16 (Kettenregel) Seien U C R™, V' C R™ offen, und g : U — R™,
f:V — RF seien Funktionen mit g(U) C V. Ist g inx € U und f in g(z)
differenzierbar, so ist die verkettete Funktion fogq: U — R¥ in x differenzierbar,
und es qilt

(fog)(x)= f’(g(a:)) og'(z) baw. Jpog(x) = Jf(g(x)) Jy ().

Die Ableitung einer veketteten Funktion ist also gleich der Verkettung (Hinter-
einanderausfithrung) der Ableitungen. Fiir die Jacobimatrizen ist also das Ma-
trixprodukt zu bilden.

Beispiel 7 Sei F' : R? — R gegeben durch F(z,y) = ¢ und G : (0,00) x
(0,27) — R? durch G = (G, Go)T mit Gy(z,y) = xcosy und Gy(x,y) = xsiny.
Sei H : (0,00) x (0,27) — R gleich o G (d.h. H(z,y) = F(G(z,y)) ). Dann
sind die Funktionalmatrizen von F' und G gleich

JF(ZU,Z/) - (aa_i (as,y), g_gjj (:E?y)) = (yexy’xexy)

und
el COs —x sin
J _ 84151 8.7}2 o y y
G(x7 y) - BGQ 8G2 = . ,
dz1 Oz siny x cosy
und wegen
. 2 o3 2 .
JF(G(:E?y)) - (37 Slnyex Smxcosz’xcosyew Slnxcosz)
2 ) .
— g ¥ sinzcosz (SlIl Y, CoS y)
ist

JH((L’,y) = JF(G(xay)) Jg(ZE,y>

2 COS — sin
— xefl' smzcosm( y y)

siny, cos y) (siny X Ccosy

22 sin x cos y (

= xe¢ 2siny cosy, —x(sin®y — cos? y))
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13.5 Richtungsableitungen

Definition 13.17 Sei D C R"™ offen, f: D — R, x € U und v € R" ein Vektor
der Linge ||v|| = 1. Man sagt, dass f im Punkt x eine Ableitung in Richtung des
Vektors v besitzt, wenn der Grenzwert

o J 4 t0) — £ (@)

t—0 t

existiert. Dieser heifst dann die Richtungsableitung von f in Richtung v und wird
mit %(m) oder f'(x,v) bezeichnet.

Die partielle Ableitung % ist also eine spezielle Richtungsableitung in Richtung
des Koordinateneinheitsvektors €.

Satz 13.18 Seien D, f, x wie in Definition 13.17, und sei f in x differenzierbar.

Dann ezistiert fiir jeden Einheitsvektor v = (v, ...,v,)T € R" die Ableitung von
f in Richtung v im Punkt x, und es gilt

0 0 0

a—i(m) = f(z)v = 8—;1@)171 +...+ &L{; (). (13.10)

Beweis Fiir hinreichend kleines ¢ ist in den Bezeichnungen von Definition 13.12
von f'(z)

flx+to) = f(z) _ fi(x) - to+ |to] r(tv)

= f'(z) v+ ‘i—’r(tv).

t t
Aus lim; % r(tv) = 0 folgt die Behauptung,. N
Mit Hilfe des Gradienten grad f = (g—gfl, ce %) und des Skalarprodukts (-, -)
konnen wir (13.10) auch schreiben als
of
%(x) = ((grad f)(z), v). (13.11)

Fiihrt man wie im R? den Winkel ¢ € [0, 7] zwischen zwei Vektoren x,y € R™\{0}
durch (x,y) = ||z ||y|| cos ¢ ein, so folgt fur (grad f)(z) # 0 fiir den Winkel ¢
zwischen (grad f)(x) und v

af
v
Folgerung 13.19 Seien D, f,x wie in Definition 13.17 und sei (grad f)(z) # 0.
Dann nimmt die Richtungsableitung %(m) thren grofiten Wert fiir cosp = 1

bzw. ¢ = 0 an, d.h. wenn (grad f)(z) und v in die gleiche Richtung zeigen. Der
Gradient von f zeigt also in Richtung des steilsten Anstiegs von f in x.

() = [I(grad f)(x)]] - cos .
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13.6 Mittelwertsatz und Satz von Taylor

Der Mittelwertsatz fiir eine differenzierbare Funktion f : R — R sagt, dass man
fiir zwei Punkte a < b einen Punkt £ € (a, b) findet, so dass

f() = fla) = f'(§) - (b—a). (13.12)

Das folgende Beispiel zeigt, dass fiir vektorwertige Funktionen der Mittelwertsatz
in dieser Form nicht gelten kann.

Beispiel 8 Sei f : R — R? gegeben durch f(z) = (cosz,sinz)”. Dann ist
f'(z) = (= sinx,cosx)” und nach Pythagoras

I f'(2)| = Vsin?z + cos?x = 1
fiir alle x. Es gibt deshalb kein £ € R mit
0= f(2) — £(0) = f() - 2m. :

Fiir reellwertige Funktionen auf R™ gilt der Mittelwertsatz jedoch in der ge-
wohnten Form.

Satz 13.20 Set D C R" offen und f : D — R differenzierbar auf D. Weiter sei
x+th € D fir allet € [0,1] (d.h. die Verbindungsstrecke von x nach x + h liege
komplett in D). Dann gibt es ein 7 € (0,1) mit

f(x+h)— f(x) = f'(x+Th)h.

Zum Beweis schrinkt man die Funktion f auf die Strecke [z, 2 + h| = {y € R™:
y =x +th mit t € [0,1]} ein, betrachtet die Funktion

g:10,1] =R, ¢ f(x+th) (13.13)
und wendet auf diese den Mittelwertsatz (13.12) an. m

Fiir Funktionen f : R* O D — R™ mit m > 2 ist die folgende Version des
Mittelwertsatzes die néchstbeste.

Satz 13.21 Sei D C R" offen, f: D — R™ differenzierbar auf D und x+th € D
fiir alle t € [0,1]. Dann ist

Fla+h) — flz) = /0 £z +rh)hdr. (13.14)

Dabei ist das Integral iiber die matrixwertige Funktion 7 +— f’(z+7h) komponen-
tenweise zu berechnen. Der Mittelwertsatz in der Form (13.14) ist oft niitzlich,
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wenn man || f(x + h) — f(z)|| abschétzen méchte. Der Beweis ist wieder ganz
einfach. Mit der Funktion g aus (13.13) ist

fa+ 1)~ o) =9(1) = 90) = | g(r)ar
0
und nach der Kettenregel ist ¢'(7) = f'(xz + 7h) - h. N

Wir lernen nun den Satz von Taylor fiir Funktionen mehrerer Verédnderlicher
kennen. Dabei beschranken wir uns auf reellwertige Funktionen. Zunéchst fiithren
wir einige Bezeichnungen ein, die uns helfen, die Ubersicht iiber die zahlreichen
Summanden in der Taylorentwicklung zu behalten.

Ein Multiindex ist ein n-Tupel o = (ay,...,a,) € Nj. Fir jeden Multiindex
a=(ag,...,a,)sel |a] := a3 +... 4+, seine Ordnung und a! := a;!. .. a,! seine
Fakultdt. Fiir jede |a]-mal partiell differenzierbare Funktion f: D — R auf einer
offenen Menge D C R" kiirzen wir die partiellen Ableitungen mit

olel
D= g J; a
.. Qxon
ab, und fiir x = (z1,...,2,) € R™ sei
=t

Satz 13.22 (Satz von Taylor) Sei D C R" offen, f : D — R (k+1)—mal stetig
partiell differenzierbar, und sei x +th € D fir alle t € [0,1]. Dann gibt es ein
7€ (0,1) so, dass

flz+h) = Zé(paf)(x)hu 3 (D)@ +7h) 0

al
|| <K |a|=k+1
T aylorpol‘g;nom der Res‘trglied
Ordnung k

Beispiel 9 Sei f: R? — R gegeben durch f(z,y) = sin(z + 2y). Dann ist
folz,y) = cos(z +2y),  fy(z,y) = 2cos(z + 2y)

foo(®,y) = —sin(z +2y),  foy(2,y) = =2sin(z + 2y), [, = —4sin(z + 2y),
und der Satz von Taylor fiir die Ordnung 1 liefert

bzw.

sin (z 4+ h + 2(y + k)) = sin(z + 2y) + cos(z + 2y)h + 2 cos(x + 2y)k + R
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mit dem Restglied

Ro= (el ) + 20 oy T.9) + K fy(7.9)

_ @) ek o)
>

mit T =« + 7h, ¥ = y + 7h mit einem 7 € (0, 1). n

Beispiel 10 Wir bestimmen das Taylorpolynom 2. Ordnung fiir die Funktion
FIRZSR, (2,y) — et Feosy

im Punkt (0,0). Dieses ist gleich (mit D; = 2 und Dy = )

£(0,0) + (D1 £)(0,0)h + (D f)(0,0)k + S (DRF)(0,0) - 7

+ L(D21)(0, 00k + (Dy D £)(0, 0) k.

2
Die partiellen Ableitungen von f bis zur 2. Ordnung sind
(Dif)(w,y) = 2werteow = (Dif)(0,0) = 0,

(Dof)(z,y) = —sinyex2+c"sy =

(DI)ay) = (2+4a%)ertso -
(D3f)(,y) = (—cosy+sin®y)e” v = (D3f

(D1D2f)(z,y) =

Das gesuchte Taylorpolynom ist also

. 2
= —2xsinye* teosy

(h,k:)»—>e+eh2—§k:2. :

Wir sehen uns die Bestandteile P, (h) := Zlal Daf Dhe des Taylorpolynoms
fiir m = 0,1, 2 genauer an.

m = 0: Dannist a = (0,...,0) und Py(h) = f(z) (konstantes Polynom).

m = 1 : Die einzigen n-Tupel a € Nj mit || = 1 sind die Tupel a; =
(0,...,0,1,0,...,0) mit der 1 an der i-ten Stelle. Wegen D% f = %, ;! =1 und
hei = hl ist

PR = D2 G = (fad 1)), )

m = 2 : Man rechnet leicht nach, dass

n

OEDY —(Daj,m) =23 ( afg; 1) @)hib;.

|a|=2 ’ ij=1
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Um dies kiirzer zu schreiben, bezeichnen wir fiir jede zweimal partiell differen-
zierbare Funktion f: R"™ 2 D — R die nxn-Matrix
O f
(go7-@)
;0T i,j=1

n

mit (Hess f)(z) und nennen sie die Hesse-Matriz oder den Hessian von f.

Sind die zweiten partiellen Ableitungen von f stetig, so ist (Hess f)(x) eine
symmetrische Matrix (Satz von Schwarz). Mit dieser Matrix ist

Py(h) = %((Hess £)(x) B, b,

Unter den Voraussetzungen von Satz 13.22 mit k£ = 2 kénnen wir das Taylorpo-
lynom 2. Ordnung von f also schreiben als

W= (b ha) v e o) + £ (AR B)
mit ¢ = f(x),a = (grad f)(z) und A =(Hess f)(x). N

13.7 Lokale Extrema

Sei D C R". Eine Funktion f : D — R hat an der Stelle (%) € D ein globales
(oder absolutes) Mazimum, wenn f(x(®)) > f(z) fiir alle 2 € D. Die Funktion f
hat in 2 ein lokales (oder relatives) Mazimum, wenn es eine offene Umgebung
U C D von 2% gibt, so dass f(x(?) > f(z) fiir alle z aus U. Analog definiert
man globale und lokale Minima. Das Wort ,,lokal“ weist darauf hin, dass an dieser
Stelle ein Extremum nur beziiglich einer (nicht nidher bestimmten) Umgebung
von 29 vorliegt. Stetige Funktionen auf kompakten Mengen besitzen stets ein
globales Maximum und ein globales Minimum. Wir sehen uns nun lokale Extrema
differenzierbarer Funktionen an.

Satz 13.23 (Notwendige Bedingung) Sei D C R" offen und f : D — R
partiell differenzierbar. Besitzt f in 9 € D ein lokales Extremum, so ist

(grad f)(z©) =0, (13.15)
d.h. alle partiellen Ableitungen g—i(a:(o)) sind gleich Null.

Ist (13.15) erfiillt, heifit #(*) auch ein stationdrer Punkt. Stationire Punkte, die
keine Extrema sind, heiflen auch Sattelpunkte. Um zu priifen, ob ein stationérer
Punkt tatséchlich ein lokales Extremum ist, zieht man wieder die zweiten Ablei-
tungen zu Rate.

Satz 13.24 (Hinreichende Bedingung) Sei D C R", die Funktion f : D —
R sei zweimal stetig partiell differenzierbar nach allen Variablen, und sei %) € D
ein stationdrer Punkt von f, d.h. (grad f)(z(®) = 0. Dann gilt:
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a) st (Hess f)(x©) positiv definit, so hat f in z©) ein lokales Minimum.
b) st (Hess f)(x©®
(

)

) negativ definit, so hat f in £(*) ein lokales Mazimum.
c) st (Hess f)(2©) indefinit, so hat f in (%) kein lokales Extremum.

(

Ist (Hess f)(2°) nur (positiv oder negativ) semidefinit, so ist keine Entscheidung
moglich an Hand der ersten und zweiten partiellen Ableitungen. Fiir Funktionen
von zwei reellen Verdnderlichen kann Satz 13.24 auch wie folgt formuliert werden.

Satz 13.25 Sei D C R?, die Funktion f : D — R habe stetige particlle Ableitun-
gen erster und zweiter Ordnung, und in (zo, o) € D sei fu(xo,y0) = fy(x0,y0) =
0. Ist

(fa:y(an 3/0))2 < fm(%, yO) ' fyy(an y0)7 (1316)

so hat f an der Stelle (xq,y0) ein lokales Extremum, und zwar ein lokales Mini-
mum, wenn fp.(xo,yo) > 0, und ein lokales Mazimum, wenn f..(xg,yo) < 0.

Gilt in (13.16) das Zeichen >, so liegt ein Sattelpunkt vor.
Beispiel 11

a) Sei f(z,y) =sinx - siny auf R?. Dann ist

f””(g’ 72T) Cosgsmg =0 und fy(;r 72r) 0.
Also ist (9 = (Z, ) ein stationérer Punkt und sogar ein lokales Maximum,
da fr.(5, g):—sin§~sin— —1 <0 und
T T2 T T
(fry(§7 5)) - COS 9 COS 5 =0<1= fmz(a §)fyy(§ 5)

b) Wir suchen alle lokalen Extrema von f(z,y) = 2° — 122y + 8y auf R?. Wegen
fo(x,y) = 32* — 12y und f,(x,y) = 24y* — 122 ergeben sich alle stationéren
(also extremwertverddchtigen) Punkte von f aus

322 — 12y =0 und 24y* — 122 = 0.

FEinsetzen von y = %1352 (aus der ersten Gleichung) in die zweite Gleichung
ergibt %x‘l = x. Diese Gleichung hat genau zwei reelle Losungen, namlich
2o = 0 und z; = 2. Hieraus erhélt man mit der ersten Gleichung yo = 0 und
y1 = 1. Demnach sind (0,0) und (2,1) die einzigen Kandidaten fiir lokale
Extremstellen. Nun ist

(f2y(0,0))% = (=12)* = 144 > 0 = £,,(0,0) f,,(0,0)

so dass (0,0) kein lokales Extremum von f ist. Dagegen ist
(fay(2, 1))° = (—12)% = 144 < 576 = 1248 = f,,(2,1)f,,(2,1)

und f,,(2,1) =12 > 0, so dass in (2, 1) ein lokales Minimum vorliegt.
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c) Fiir die auf R® durch
flz,y,2) =2+ > + 22 + oy — 2z +2
definierte Funktion ist an der Stelle (% = (0,0, 0)
(grad £)(0,0,0) = 2z +y — 2,2y + 2,22 — x) (0,00 = (0,0,0).

Also ist (0,0,0) ein stationdrer Punkt. Weiter ist

2 1 -1
(Hess f) (z,y,2)= 1 2 0
-1 0 2

fir alle (z,y,2) € R, und diese Matrix ist positiv definit, wie man mit dem
Hurwitzkriterium (Satz 11.22) leicht tiberpriift:

9 1 2 1 -1
det(2) =2 > 0, det( ):3>O, det [ 1 2 0 |=4>0
1 2
-1 0 2
Also liegt in (0,0, 0) ein lokales Minimum von f vor. n

Um globale Extrema von f : D — R zu bestimmen, sucht man zunéchst die

lokalen Extema im Inneren von D und untersucht dann noch das Verhalten von
f in der Néhe des Randes von D.

13.8 Parameterabhingige Integrale

Wir betrachten nun Integrale, deren Integrand f neben der Integrationsvariablen
x noch von einem Paramter y abhéngt. Das Resultat der Integration ist dann
ebenfalls von y abhéngig, so dass durch

b
o) = [ Sy
eine Funktion ¢ definiert wird. Wir untersuchen die Stetigkeit, Diffenzierbarkeit

und Integrierbarkeit von g und lernen dabei weitere Aussagen iiber das Vertau-
schen von Grenzprozessen kennen.

Satz 13.26 Die Funktion f : [a,b] X [c,d] — R sei stetig, und sei

b
o) = [ S firyeled
Dann gilt
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a) Die Funktion g ist stetig auf [c,d].

b) Die Funktion g ist Riemann-integrierbar auf [c,d], und

/Cdg(y)dyz/Cd/abf(w,y)dxdy:/ab/cdﬂx?y)dydx'

c) Ist f auf einer offenen Menge U mit [a,b] X [c,d] C U definiert und stetig,
und besitzt f auf U eine stetige partielle Ableitung g—i, so ist g auf [c,d]
differenzierbar, und

dg d b B bof
d_y_d_y/a f(x7y>d‘r_/a a_y(xuy)dx

In (b) darf man also die Integrationsreihenfolge vertauschen, und in (c) Differen-
tiation und Integration.

Wir geben noch eine Verallgemeinerung der letzten Aussage dieses Satzes an, bei
der auch die Integrationsgrenzen vom Parameter y abhéngen diirfen.

Satz 13.27 Sei J C R? eine offene Menge mit [a,b] x [c,d] C J, und sei f : J —
R stetig und stetig partiell differenzierbar nach y auf J. Weiter seien ¢ : [¢,d] —
la,b], : [¢,d] — |a,b] stetig differenzierbare Funktionen mit o(y) < ¢(y) fir alle
y € [c,d]. Schlieflich sei

»(y)
9(y) :2/ f(z,y)dx  fiiry € [c,d].
»(y)

Dann ist g differenzierbar auf [c,d], und es ist

Y(y)
Z_g _ /M g—g(:(:,y) dz + f(0(y), ' (y) = F(e), )¢ (y).

Beispiel 12 Sei f(z,y) = €™ fir (z,y) € [0,1] x [—1, 1]. Da f stetig ist, ist auch

die Funktion
) /1 ) 1 firy=0
g\y) = € T = ey .
: 2ol iy e [<1,1\{0}

stetig. Da auflerdem g—g = z ™ auf R? stetig ist, ist g differenzierbar auf [—1, 1]

mit
dg 1 1/2 firy =0
o= / ret = (y—1)ev+1 .
dy o W firy € [-1,1\{0}.

197



Beispiel 13 Fiir |t| < 1 berechnen wir das Integral
F(t) ::/ In(1 — 2t cos x + t*)du. (13.17)
0

Um Satz 13.26 benutzen zu kénnen, wihlen wir ein a € (0,1) mit ¢ € [—a, a]. Die
Funktion
f(z,t) =1In(1 — 2t cos x + t?)

ist nach t stetig partiell differenzierbar mit

of 2t — 2cosx

— (. t) = f — .
8t(x’) 1 —2tcosx +t2 auf [0, 7] x [~a,a]

Aus Satz 13.26 (c) folgt

T 2t—2cosx
F'(t) = dx.
®) /0 1 2tcosz +2

Zur Berechnung dieses Integrals substituieren wir

T
S 1= tan§ bzw. x = 2arctans.

: dr 2 _ 2ds .
Dann ist 9% = %5 bzw. (formal) dz = =75 sowie
cos® £ — sin? 2 1—tan®*% 12
COST = ——— —= = = = 5 -
cos® 5 +sin” 5 1+tan§ 1+s

Das gesuchte Integral geht iiber in

/oo 2t — 2425 2 /00 s2(1+41) — (1 —1)
S . ds =4 ds.
0o 1275 +12 1+¢° o (141)2s* +2(1 +12)s2 4 (1 —t)?

Partialbruchzerlegung liefert
2 (14+1t)—(1—1) _2( 1 N t?—1 )
(1+2)st +2(1+12)s2 + (1 —1)2  t \s2+1  (1+1)22+(1—1)2/)"

und mit dem Grundintegral

1 1 a ..
5 dr = — arctan,/—x fir ac>0
axr + c vac c

2 1+1 oo
F'(t) = 7 ( arctan s — arctan( . il ; s)) ‘ =
— 0

(man beachte, dass arctan0 = 0 und lim,_ ., arctans = Z)- Also ist F' eine

konstante Funktion, und wir bestimmen ihren (einzigen) Wert, indem wir in
(13.17) t = 0 setzen:

erhalten wir

~_ O

F(t):F(O):/Oﬂlnldx:(). m
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13.9 Implizite Funktionen und Umkehrabbildungen

Eine der typischsten Aufgaben der Mathematik ist das Losen von Gleichungen.
Sind X, Y geeignete Mengen und ist F': X — Y eine entsprechende Abbildung,
so sind in Verbindung mit der Gleichung F(z) = y mit y € Y folgende Fragen
von Interesse:

- Fiir welche y € Y hat die Gleichung F(z) = y eine Losung x € X7

- Wenn die Gleichung F'(z) = y fiir ein y € Y losbar ist, wieviele Losungen
hat sie dann?

- Falls die Gleichung F'(x) = y fiir alle y € Y eindeutig losbar ist, wie hdngen
dann die Losungen x von der rechten Seite y ab? Ist diese Abhéngigkeit
stetig oder sogar differenzierbar?

- Falls die Gleichung F'(z) = y mehrere Losungen besitzt, wie kann man die
Losungsmenge geeignet darstellen?

- Wie findet man Losungen?

Die erste Frage ist eng mit der Surjektivitdt von F' verkniipft, und die zweite
mit der Injektivitédt. Ist F' surjektiv und injektiv (also bijektiv), so besitzt F' ei-
ne Umkehrabbildung F~!, und der dritte Punkt fragt nach der Stetigkeit und
Differenzierbarkeit von F'~!. Die vierte Frage fiihrt auf den Begriff der Mannig-
faltigkeit, den wir hier nicht besprechen.

Wir werden nun sehen, wie die uns zugénglichen Mittel der Analysis bei der
Beantwortung der Fragen 1 — 3 helfen.

Zunéachst betrachten wir Abbildungen F' : R — R. Statt F(z) = y kénnen wir
natiirlich auch F(z) —y = 0 schreiben, so dass die Gleichung F(z) = y ein
Spezialfall der folgenden allgemeineren Aufgabenstellung wird. Sei g : R? — R
eine Funktion von zwei reellen Verdnderlichen. Wir betrachten das Problem, die
Gleichung ¢g(x,y) = 0 nach y aufzulésen. (Diese Bezeichnungen haben sich so
eingebiirgert. Natiirlich méchten wir F'(x) = y nach x auflosen, so dass man die
Variablen umbenennen miifite. )

Wir suchen also eine Funktion f : I — R auf einem geeigneten Intervall I, so dass
fiir alle z € I gilt g(z, f(z)) = 0. Im Falle der Existenz einer solchen Funktion
f haben wir durch y = f(x),z € I, eine Auflésung der Gleichung g(x,y) = 0
gegeben. Man sagt auch, dass die Funktion f durch die Gleichung g(x,y) implizit
festgelegt wird.

Satz 13.28 Sei g : (a,b) x (¢,d) — R eine einmal stetig partiell differenzierbare
Funktion. Weiter sei (zo,y0) € (a,b) x (¢, d) mit g(xo,yo) = 0 und g,(xo, yo) # 0.
Dann gibt es ein Intervall U C (a,b) um x, ein Intervall V- C (¢, d) um yo und
eine stetig differenzierbare Funktion f: U — V mit f(z¢) = yo und g(z, f(z)) =
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0 fir alle x € U. Wdhit man U so klein, dass gy(fb’, f(fb’)) # 0 fir alle x € U, so

gilt weiter
~ga(, f(2))
gy(z, f())

Unter den Voraussetzungen des Satzes ist die Gleichung g(z,y) = 0 um (xq, yo)
lokal nach y auflosbar. Es ist dabei bemerkenswert, dass f'(zg) bestimmt werden
kann, ohne f explizit zu kennen:

f(x) = fir xelU. (13.18)

! _ _gz($07 yO)
f(wo) = gy(l'o,yo)'

Die Identitdt (13.18) folgt leicht durch Anwendung der Kettenregel auf die Glei-

)
chung g(.r,f(a:)) 0:

ga(, f () - 1+ gy (2, f(2)) - f'(x) = 0.

Beispiel 14 Sei g : R? — R gegeben durch g(z,y) = 2? + 3> — 1. Die Gleichung
g(x,y) = 0 ist genau dann erfiillt, wenn (x,y) auf der Einheitskreislinie um
(0,0) liegt. Fiir « ¢ [—1,1] hat g(x,y) daher keine Losung. Fiir x = £1 gibt es
natiirlich die eindeutig bestimmte Losung y = 0, man kann aber die Losungen in
einer Umgebung von x = +1 bzw. £ = —1 nicht als eine Funktion von z darstellen
(Warum?).

SchlieBlich gibt es fiir jeden Punkt x € (—1,1) zwei Losungen von g(x,y) = 0,
namlich y; = v/1 — 22 und y, = —v/1 — x2. Betrachten wir dagegen die Gleichung
g(z,y) = 0 nur fiir solche (z,y), die in einer 3-Umgebung von (0,1) liegen so
existiert in dieser Umgebung genau eine Losung, namlich f(z) = v/1 — 22. Man
beachte, dass ¢,(0,1) =2 # 0 aber g,(1,0) = 0. Aus (13.18) erhalten wir

, 2z x .
fi(x) = e Ao fir ze(-1/2,1/2)

was man natiirlich auch leicht direkt nachrechnet. Man beachte, dass es fiir dieses
Beispiel einfach war, eine Umgebung von xy = 0 anzugeben, auf der y durch
x eindeutig bestimmt ist (widhrend Satz 13.28 nur die Existenz einer solchen
Umgebung behauptet). n

Fiir vektorwertige Funktionen mehrerer Verdnderlicher kann man Satz 13.28 wie
folgt verallgemeinern.

Satz 13.29 (Satz iiber implizite Funktionen) Seien U C R" und V' C R™
offen, und fiirk =1,...,m sei g, : U XV eine einmal stetig partiell differenzier-
bare Funktion. Sei (zo,v0) € U x V' ein Punkt mit

grk(xo,90) =0 fir jedes k
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und mit

) )
D(grs 1 om) a_i(xoayo) ay%(l’oayo)
det m(%,yo) = det : : # 0,
1y« Ym
%QTT@UO, Yo) - gi—::(l"o, Yo)

so gibt es eine Umgebung U’ C U wvon xq, eine Umgebung V' C V wvon yq, sowie
m stetig differenzierbare Funktionen f; : U' — R mit f = (f1,..., fm)" : U = V'
und

(Fil@o), - fnlw0)) " = o
sowie
gk(xl,...,a:n,fl(xl,...,xn),...,fm(xl,...,a:n)) =0

fir alle k=1,...,m und alle (xq,...,x,) € U'.

Beispiel 15 Bei der Transformation kartesischer Koordinaten (xi,z3) in Po-
larkoordinaten (r,¢) ist x; = rcosy, xs = rsinp. Mit = (x1,22) und
y = (y1,y2) = (r,¢) haben wir

91(957y) =1 —Trcosy, 92(1’:y) = X9 — rsingp.

Fiir die Funktionaldeterminante gilt

8 _ .
det (91, 92) — det Cgsgo 7 Sln @
a(r, ) —sin, —7rcosy

Fiir r # 0 ist demnach (lokal) eine eindeutige Auflosung nach r und ¢ moglich.
o

Eine wichtige Folgerung aus Satz 13.29 ist der folgende Satz.

Satz 13.30 (Satz iiber die Umkehrfunktion) Sei U C R" offen und f :
U — R" einmal stetig partiell differenzierbar. Ist f'(xy) invertierbar fir ein
x9 € U, soist [ um xq lokal umkehrbar, d.h. es gibt Umgebungen U’ C U von xq
und V' CR™ von f(xg), so dass fly : U — V' eine Bijektion ist, und die lokale
Umkehrfunktion ist ebenfalls einmal stetig partiell differenzierbar.

Fiir den Beweis wendet man Satz 13.29 auf die Funktion

g(r,y) =2 — f(y)

an. |
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13.10 Extrema unter Nebenbedingungen

Im Abschnitt 13.7 haben wir lokale Extrema von Funktionen studiert, die auf
einer offenen Teilmenge des R™ definiert sind. Wir betrachten nun Situationen,
die in praktischen Problemen viel hdufiger auftreten: Wir untersuchen Extrema
von Funktionen unter Nebenbedingungen.

Beispiel. Unter allen Rechtecken mit der Flédche 1 suchen wir das mit dem klein-
sten Umfang. Bezeichnen wir die Seiten des Rechtecks mit x und y, so wol-
len wir die Funktion f(x,y) = 2z + 2y unter der Nebenbedingung ry = 1 bzw.
g(z,y) := ry — 1 = 0 minimieren. n

Dabei wollen wir vermeiden, die Nebenbedingungen nach einer der Variablen
umzuformen und in die zu minimierende Funktion einzusetzen, da dies in
der Regel Schwierigkeiten bereitet. Wir lernen nun die Methode der Lagrange-
Multiplikatoren kennen, mit der die Schwierigkeiten des Umformens nach einer
Variablen vermieden werden kénnen.

Zunéchst einige Begriffe. Wir suchen Extrema einer Funktion f : R® — R, wobei

die Menge der zuléssigen Punkte z = (4, ..., x,) durch eine Nebenbedingung der
Form g(x1,...,2,) = 0 eingeschrinkt wird. Man nennt 2(®) = (.:1:50), . .:1:510)) eine

relative Mazximalstelle (Minimalstelle) von f unter der Nebenbedingung g(x) = 0,
wenn es eine Umgebung U von (¥ gibt, so dass f(z) < f(z\V) (bzw. f(z) >
f(29)) fiir alle z € U mit g(z) = 0.

Zum Auffinden von Extremstellen unter Nebenbedingungen ist folgender Satz
hilfreich.

Satz 13.31 Set U C R"™ offen, und f : U — R, g : U — R seien einmal
stetig partiell differenzierbar auf U. Hat die Funktion f an der Stelle z© € U
ein relatives Extremum unter der Nebenbedingung g = 0, und sind nicht alle
partiellen Ableitungen von g an der Stelle (%) gleich 0, so existiert ein A € R mit

fao, () + Mgy (2©) =0 fiiri=1,...,n. (13.19)
Die Gleichungen (13.19) lassen sich zusammenfassen zu
(grad f)(z'”) + Agrad g) (=) = 0.

Zur praktischen Bestimmung relativer Extrema von f unter der Nebenbedingung
g(z) = 0 kann man wie folgt vorgehen. Man bildet eine Hilfsfunktion L : U xR —
R, die neben x4, ..., z, von einer reellen Variablen \ abhéngt:

L(zy,...,x0A) = f(xg, ... xn) + Ag(21, .., Tp).
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Diese Funktion L heiit auch Lagrange-Funktion, und X\ heifit Lagrange-
Multiplikator. Nun betrachtet man das System der n + 1 Gleichungen.

Lx1(x7>‘) = fm(‘r) +)‘ga?1(x) =0

Lfﬂz(x7)‘) = f$2(‘r)+>‘gx2(x) =0
(13.20)
Auf dieses System wiren wir auch gestoflen, wenn wir auf die iibliche Weise
die lokale Extrema der Lagrange-Funktion L bestimmen wollten. Jede Losung
(x§°), e A0) von (13.20) liefert nun einen Kandidaten (0 = (x§°), e ,x%o))
fiir eine relative Extremstelle von f unter der Nebenbedingung ¢g(x) = 0. Ob ein
solcher Kandidat tatséchlich eine relative Extremstelle unter der Nebenbedingung

g(x) = 0 ist, muss jeweils gesondert untersucht werden. Der Wert A(?) ist dabei
irrelevant.

Beispiel 16 In unserem Beispiel von oben ist U = (0,00) x (0,00), f(z,y) =
2x 4 2y und g(x,y) = xy — 1. Die Lagrange-Funktion lautet

L(z,y,\) =2z + 2y + AMzy — 1),

und partielles Ableiten nach x,y und A\ sowie Nullsetzen liefert

24X = 0
24Xy = 0
xy = 1.
Aus den ersten beiden Gleichungen folgt © = —% = y, und aus der dritten

Gleichung erhalten wir x = y = 1. Die einzige extremwertverdachtige Stelle ist
also (z,y) = (1,1). Nun mufl man sich noch klarmachen, dass an dieser Stelle
tatsichlich ein (sogar globales) Minimum unter der Nebenbedingung g(x,y) =
0 vorliegt (z.B. durch die Uberlegung, dass die Funktion f auf der Hyperbel
{(z,y) € (0,00) x (0,00) : zy = 1} fiir x — oo oder y — oo beliebig grofie Werte
annimmt. |

Beispiel 17 Gesucht sind Maximum und Minimum der Funktion f(z,y) = zy
unter der Nebenbedingung g(z,y) = 2*>+y*—1 = 0, d.h. auf der Einheitskreislinie
mit dem Mittelpunkt (0,0). Der Gradient

(grad g)(z,y) = (27, 2y)

ist offenbar in jedem Punkt der Einheitskreislinie ungleich Null, so dass Satz 13.31
anwendbar ist. Wir bilden die Lagrange-Funktion

L(z,y, A) = f(z,y) + Ag(z,y) = 2y + M2 + 3> — 1)
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und setzen ihre partiellen Ableitungen Null:

G =0 = y+2xz = 0
S =0 = z+2y =0
oL __ 2 2

Wir multiplizieren die erste erhaltene Gleichung mit x, die zweite mit y und
finden, dass 2A\z? = 2)\y? sein muss. Da A # 0 sein muss, ist 22 = y?, weshalb
zusammen mit der dritten Gleichung fiir (x,y) die Paare

LN L ——

V2 V2 V2T V2T 2T V2 V2 V2
in Frage kommen. Diese l16sen tatséichlich das Gleichungssystem (die beiden ersten
Paare fiir A\ = —1/2, die beiden anderen mit A = 1/2). Als Funktionswert ergibt
sich fiir die ersten beiden Paare +1/2, fiir die anderen jeweils —1/2. Da f als

stetige Funktion auf einer kompakten Menge Maximum und Minimum annehmen
muss, ist 1/2 das Maximum und —1/2 das Minimum von f. [

und (

Beispiel 18 Gesucht wird ein Dreieck, das bei gegebenem Umfang v maximalen
Fldacheninhalt besitzt. Sind x,y,z > 0 die Seitenldngen des Dreiecks, so ist u =
r + y + z, und der Fldcheninhalt ist

P faG-0G-0E-2)

(Heronsche Formel). Da F' genau dann maximal wird, wenn F? maximal wird,
haben wir die Funktion f : R3 — R,

fa ) = 35 -2 (5 -) (- 2)

unter der Nebenbedingung
g(@,y,2)=x+y+z—u=0

zu maximieren. Die Lagrange-Funktion L lautet
L(z,y,z,\) = g(g —a:)(g —y)(g —z) +ANz+y+z—u)=0,

und Nullsetzen der partiellen Ableitungen ergibt

Lo(z,y,2,0) = —%(%—-y)(¥—2)+X = 0
L,(z,y,z,\) = —%(%—x)(%—z)—l—/\ =0
L.z,y,2,0) = —2%—-z)(—y)+A = 0
Ly(z,y,z,\) = r+y+z—u = 0
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Subtraktion der 2. von der ersten Gleichung liefert

u u
—5 -y (5 —2) =0
Alsoist § —z =0 oder v = y. Fiir § —2 = 0ist f(x,y,2) = 0, also mit Sicherheit
kein Maximum. Also bleibt nur x = y. Aus der zweiten und dritten Gleichung
findet man analog y = z, und zusammen mit der vierten Gleichung ergibt sich
Ty = Yo = 20 = u/3 als Kandidat fiir das Maximum. Diese Losung entspricht
einem gleichseitigen Dreieck, und f(zq,v0,20) = f(u/3,u/3,u/3) = u*/432. =

Beispiel 19 Wir suchen die extremwertverdédchtigen Punkte der Funktion
R >R, z— (Azx,x),

wobei A eine symmetrische n x n-Matrix ist, unter der Nebenbedingung ||z|| = 1,
die wir als g(z) = ||z||* — 1 = 0 schreiben.
Der Gradient von f ist

(grad f)(z) = 22" A,

und der von g ist
(grad g)(z) = 22"

(mit der Definition der Ableitung nachrechnen!). Das zu losende Gleichungssy-
stem ist also

(grad f)(z) — p(grad g)(z) = 22" A—p2a" =0,
g(x) = |zf* -1
mit dem Lagrange-Parameter ;1 = —\. Transponieren der ersten Gleichung liefert

das System
Az = pzr mit |z|* = 1.

Ein Vektor der Lange 1 ist also genau dann extremwertverdichtig, wenn er ein
BEigenvektor zum Eigenwert p ist. Der zugehorige Funktionswert ist
flz) = (Az,z) = (ux,z) = plx, x) = .

Folglich wird f in = unter der Nebenbedingung ||| = 1 genau dann maximal
(minimal), wenn x ein Eigenvektor von A zum groBten (kleinsten) Eigenwert
von A ist. Man beachte, dass die stetige Funktion f auf der kompakten Menge

{z € R" : ||z|| = 1} ihr Maximum und Minimum annehmen muf}. Es ist also
A
max (Az, 7) = grofiter Eigenwert von A,
z£0  (x,T)
A
min (Az, ) = Kkleinster Eigenwert von A. m
220 (x, 1)
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Man kann die Methode der Lagrange-Multiplikatoren auch benutzen, wenn meh-
rere Nebenbedingungen zu erfiillen sind. Die Lagrange-Funktion lautet dann

Lz, A1y, N) = f(x) + Mga(z) + ...+ Aegr(2)

fir die Nebenbedingungen g (z) =0, ..., g,(z) = 0. n
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14 Wegintegrale

Bisher haben wir ausschliellich Integrale iiber Intervallen betrachtet. Ziel dieses
Abschnittes ist es, Integrale iiber Kurven zu erkléren und zu berechnen. Besonders
interessiert uns dabei die Frage, wann ein solches Integral nur von Anfangs- und
Endpunkt der Kurve abhéngt.

14.1 Wege im R”

Schon im R? lassen sich Kurven nicht immer als Graph einer reellen Funkti-
on f : [a,b] — R darstellen. So miissen beispielsweise fiir die Einheitskreislinie
{(z,y) € R* : 2> + y* = 1} der obere bzw. untere Kreisbogen jeweils durch

y = fi(x) = +V1—2a% bzw. y = fo(x) = —v/1 — 22 gesondert beschrieben
werden. Eine ganz andere Moglichkeit der Beschreibung von Kurven bieten Pa-
rameterdarstellungen wie {(z,y) € R? : x = cost,y = sint mit ¢ € [0,2n]|} fiir
die Einheitskreislinie. Hier beschreiben wir die Kreislinie als Bild des Intervalls
0, 27] unter der Abbildung

X :[0,27] — R? ¢+ (cost,sint).

Definition 14.1 Jede stetige Abbildung X : [a,b] — R"™ heifit ein Weg in R™.
Dabei heiffen X (a) Anfangs- und X (b) Endpunkt des Weges. Das Bild von [a, b]
unter X, also die Menge {X(t) : t € [a,b]}, heifst die zu X gehorende Kurve in
R™.

Man beachte: ein Weg ist eine Abbildung, die zugehorige Kurve eine Punktmenge.
Man kann sich vorstellen, dass durch einen Weg eine Parametrisierung der zu-
gehorigen Kurve gegeben ist. Mit den Begriffen ,, Anfangs- und Endpunkt® verbin-
det man die Vorstellung, dass die Kurve von X (a) nach X (b) im Sinne wachsender
Parameter ¢ € [a, b] durchlaufen wird. Man beachte auch, dass zu verschiedenen
Wegen gleiche Kurven gehéren kéonnen. So liefern die Wege

X, : [0,27] = R?*  t+ (cost,sint),

Xy ¢ [0,47] = R?*  t+ (cost,sint),

X3 @ [0,27] = R? ¢+ (cos3t,sin 3t),
jeweils die gleiche Kurve, ndmlich die Einheitskreislinie im R2.
Beispiel 1 Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann ist

X :[a,b) = R* t— (L f(t)
ein Weg, und die zugehorige Kurve ist der Graph von f. |
Beispiel 2 Seien A, B € R3. Dann ist
X:[0,1] >R te tA+(1-1)B
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ein Weg, und die zugehorige Kurve ist die Verbindungsstrecke von A nach B. =
Beispiel 3 Der fiir r > 0, h > 0 und k& € N durch
. h
X :[0,2kn] — R* t+ (rcost,rsint, 2—15)
™

definierte Weg liefert als Kurve eine Schraubenlinie vom Radius r mit der
Ganghohe h und mit £ Windungen. |

Beispiel 4 Auf einer Kreisscheibe vom Radius a ist auf dem Rand ein Punkt P
markiert. Die Kreisscheibe wird nun auf der Ebene abgerollt. Dabei durchlauft
P den Weg

X :R—R? trsa(t—sint,1—cost),
und die zugehorige Kurve heifit Rollkurve oder Zykloide.

4

2a

0 2ma 4ma 6ma

Der Begriff des Weges ist aber weitaus komplexer, als diese einfachen Beispiele
vermuten lassen, und er lét Beispiele zu, die unserer Anschauung vollig wider-
sprechen. So gibt es einen Weg X : [0,1] — R?, dessen zugehorige Kurve das
gesamte Einheitsquadrat [0,1] x [0, 1] ausfiillt (eine sogenannte Peano-Kurve)!
Unserer Anschauung am néchsten kommen die stetig differenzierbaren und die
stiickweise stetig differenzierbaren Wege. Ein Weg X = (X1,...,X,,) : [a,b] — R”
heift stetig differenzierbar, wenn jede seiner Komponenten X; auf [a, b] stetig dif-
ferenzierbar ist. Der Weg X = (X1,...,X,) : [a,b] — R" heifit stickweise stetig
differenzierbar, wenn es eine Zerlegung

a=to<t1 <...<t,=0>

des Intervalles [a, b] gibt, so dass jede Komponente X; auf jedem Teilintervall
[ti_1,1;] fiir sich stetig differenzierbar ist.

Ist X = (Xy,...,X,) : [a,b] — R” stetig differenzierbar und ist X(ty) =
(Xl(to), e ,Xn(to)) # 0 fiir ein t, € (a,b), so heiBt X(t;) ein Tangentialvek-
tor von X im Punkt X(¢y), und die Tangente an die zugehorige Kurve im Punkt
X (ty) wird beschrieben durch

T(\) = X(to) + A X (o).
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Mitunter ist es niitzlich, dass man Wege addieren kann. Sind X : [a,b] — R"™
und Y : [b, ] — R"™ zwei Wege mit X (b) = Y'(a), so definiert man ihre Summe
Z =X @Y durch

Z:lad >R, Z(t) = { X(t) fallst € [a,b]

|l Y@ falls t € [, d].

Entsprechend definiert man die Summe endlich vieler Wege. Der zu einem Weg
X :[a,b] — R™ entgegengesetzte Weg ist durch

X" ifa,b] > R", X (t)=X(a+b—1)

gegeben. Er liefert die gleiche Kurve wie der Ausgangsweg, die jedoch in entge-
gengesetzter Richtung durchlaufen wird. Jeder stiickweise stetig differenzierbare
Weg ist eine Summe endlich vieler stetig differenzierbarer Wege. Eine Summe von
Wegen wie in Beispiel 2 (,,Strecken®) heifit auch ein Polygonzug.

Zur Definition der Linge eines Weges X : [a, b] — R™ wihlen wir eine Zerlegung
Z = {to,t1,...,tp} mit a =ty < t; < ... < t,, = b des Intervalls [a,b] und
betrachten den Polygonzug durch die Punkte X (¢), X (¢1), ..., X (). Er hat die
Lénge

L(X,Z) = Z 1 X (t:) — X(tia)ll,

und fiir jede Verfeinerung Z’ von Z gilt wegen der Dreiecksungleichung

L(X,2) < L(X, 7).
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Definition 14.2 Der Weg X : [a,b] — R™ heifit rektifizierbar, wenn es eine Zahl
M gibt mit der Eigenschaft, dass L(X,Z) < M fiir alle Zerlequngen Z von |a,b].
Die kleinste Zahl M mit dieser Eigenschaft heifit die Lange L(X) des Weges X.

Es ist also
L(X) = sup L(X, 2),
Z
wobei das Supremum {iber alle Zerlegungen Z von [a, b] zu nehmen ist.

Satz 14.3 Jeder stetig differenzierbare Weg X : [a,b] — R™ ist rektifizierbar,
und es gilt

b b
L(X) = / 1X (1)) dt = / VX2 4+ X2t
Der folgende Satz fithrt die Wegléngenberechnung fiir stiickweise stetig differen-

zierbare Wege auf die fiir stetig differenzierbare Wege zuriick.

Satz 14.4 Ist der Weg Z die Summe XM @. .. @ X ™) der stetig differenzierbaren
Wege X, so ist Z rektifizierbar, und

L(Z)=L(XW) + ...+ L(X"™).
Beispiel 5 Der durch die stetige Funktion

0 firt=0

f:00,1] =R, t—
tcos®  fiirt € (0,1]

festgelegte Weg X : [0,1] — R2,¢ — (¢, f(¢)) ist nicht rektifizierbar. Fiir die
Punkte t,, = 1/n mit n > 1 gilt ndmlich

cos(n+ 1) cosnm

[X (1) = X @) 2 [f(tngr) = ftn)] =

n+1 n
—1)n+t 1" 1 1 1
BV o L S S B
n+1 n n+l n n
und die Reihe Zflo:l% divergiert bekanntlich. Man kann also nicht jedem Weg
eine Lange zuschreiben. |

Beispiel 6 Die Linge des Weges
X :[0,27] = R? ¢+ (rcost,rsint) mitr >0

ergibt sich aus

27 27
L(X) :/0 \/Xl(t)2+X2(t)2 dt = ; \/7”2 sin®t + r2cos? t dt = 27r. (14.1)
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Das Ergebnis ist natiirlich (7) gleich dem Kreisumfang eines Kreises vom Radius
r. Doch haben wir in (14.1) tatsdchlich die Lange des Kreisumfangs, d.h. einer
Kurve, berechnet? Der Weg

Y :[0,47] — R?, ¢+ (rcost,rsint)

fithrt auf die gleiche Kurve wie der Weg X, hat jedoch die doppelte Linge wie X,
was natiirlich daran liegt, dass Y die Kreislinie zweimal durchlauft. Will man also
Kurvenlangen berechnen, mufl man einen rektifizierbaren Weg wihlen, der jeden
Punkt der Kurve nur einmal durchlduft. Nur Anfangs- und Endpunkt diirfen
gegebenenfalls (wie bei der Kreislinie und anderen geschlossenen Kurven) zusam-
menfallen. |

Beispiel 7 Ist f : [a,b] — R stetig differenzierbar und X : [a,b] — R2 ¢
(¢, f(t)), so st

L(X) = /b V1+ f)2dt. (14.2)

14.2 Wegintegrale

Zur Motivation: In einem Kraftfeld F' (d.h. ein Vektorfeld F': R? — R?) bewegt
sich ein Massepunkt P entlang eines Weges X : [a,b] — R3. Gesucht ist die
Arbeit, die bei Bewegung von P entlang des Weges X im Kraftfeld I’ verrichtet
wird. Sei Z = {tg,...,t,} mit a = tg < t; < ... < t,, = b eine Zerlegung
von [a,b]. Im Punkt X (¢;_;) des Weges greift der Kraftvektor F(X(t;_1)) an.
Die zu verrichtende Arbeit ist jedoch nur von der Komponente von F (X (ti_l))
in Wegrichtung abhéngig. Nehmen wir weiter an, dass X (¢;_1) und X(¢;) nahe
beieinander liegen, so dass F (X (ti,l)) ~ F(X (ti)), so ist die zu verrichtende
Arbeit beim Bewegen von X (t;,_1) nach X (¢;) ungeféhr gleich

F(X(tie1)) - (X (t) — X(tim1)) = (F(X(ti21)), X (t) — X (ti-1)).
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Ist weiter X stetig differenzierbar und liegen ¢;_; und t; nahe beieinander, so ist
dieser Ausdruck ungefihr gleich

F(X(tio1)) - X(tioa)(ti — tia) = (F(X (1)), X (tio1) (ti — tio1)).

Die gesamte Arbeit betrigt also ndherungsweise

Verfeinerung und Grenziibergang liefern schlielich fiir die Arbeit

/bF(X(t)) - X (t) dt.

Definition 14.5 Sei D C R", F': D — R" stetig und X : [a,b] — D C R"™ ein
stetig differenzierbarer Weg. Dann heif$t

/b F(X(1)) - X(t) dt (14.3)

das Wegintegral von F' entlang X.

Statt (14.3) findet man oft auch die Schreibweise

/ F-dX oder / FdX, + ...+ F,dX,,
X X
wobei F; bzw. X; die Komponenten von I’ bzw. X sind.
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Beispiel 8 Der Weg X sei gegeben durch

h
X :[0,27] — R?, ¢+ (acost,asint, 2—25),
7r

und P bewege sich entlang X von (a,0,0) nach (a,0,h). Dabei wirke eine
Kraft F'(z) = —ax mit einer Konstanten o > 0, d.h. P wird mit der Kraft
|F(z)|| = ay/2? + 23 + 2% in Richtung des Koordinatenursprungs gezogen. Fiir
die zu leistende Arbeit W finden wir

wo— /27TF(X(t)) X (#)dt

2
T h h

= / —a(acost,asint, —t) - (—asint,acost, —)dt
0 2m 2m

2w
h
= a/ (a*sintcost — a’sintcost — (=—)*t)dt
0 2

B ho [, h,(21)*  ah?

Wir betrachten bei gleicher Kraft noch einmal die Bewegung von P von (a,0,0)
nach (a,0, h), nun aber entlang des Weges

X :[0,h] = R? t+s(a,0,t).

Dann ist

h h Oéh2
W:/ —a(a,O,t)-(0,0,l)dt:—a/ tdt = ———,
0 0
d.h. wir gelangen zum gleichen Resultat. |
Beispiel 9 Sei F': R? — R? (z,y) — (22 +y* 2y) und X : [0,1] — R% ¢ — (t,1)

(die zugehorige Kurve ist die Strecke von (0,0) nach (1,1)). Dann ist

1 1 1
/ F(X(t)) - X(t)dt = / (262, ¢%) - (1,1)dt = / 3t2dt = 1.
0 0 0
Bei gleichem F' finden wir dagegen fiir das Wegintegral entlang des Weges
X [0,1] =Rt (t,17)
(der entlang einer Parabel von (0,0) nach (1,1) fiihrt)

! ! 14
/F-dX:/ (t2+t4,t3)-(1,2t)dt:/ (t* + 3tYYdt = —,
X 0 0 15

also ein vom Weg abhéngiges Ergebnis. |

Hier sind einige Regeln fiir den Umgang mit Wegintegralen.
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(a) Ist X~ der zu X entgegengesetzte Weg, so gilt

/_F-dX:—/XF-dX. (14.4)

(b) Es gilt die Abschéitzung

]/QP\dxjfgnmxHFﬂX@»HLLY) (14.5)

t€la,b]

(¢) Ist Z=X@a&Y die Summe der Wege X und Y, so ist

/ F-dX:/F-dXJr/F-dY. (14.6)
XpY X Y

Man benutzt (14.6) auch, um das Wegintegral entlang eines nur stickweise stetig
differenzierbaren Weges zu definieren.

Wir greifen nun die Beobachtung aus Beispiel 8 und 9 auf und fragen, wann ein
Wegintegral wegunabhdngig ist, d.h. nur vom Anfangs- und Endpunkt des Weges
abhéngt (vgl. Beispiel 8). Hierfiir benttigen wir, dass die Wege in Mengen mit
speziellen Eigenschaften verlaufen, die wir nun definieren.

Definition 14.6 (a) FEine Menge M C R" heifit wegzusammenhéngend, wenn
sich je zwei Punkte aus M durch einen Weg verbinden lassen, der komplett
durch M verlduft.

(b) M heifst konvex, wenn sich je zwei Punkte aus M durch eine Strecke verbin-
den lassen, die ganz in M liegt.

(¢) M heifit sternformig, wenn es einen Punkt z € M gibt, so dass fir jeden
Punkt x € M die Verbindungsstrecke von z nach x ganz in M liegt.

(d) M heifit ein Gebiet, wenn M offen und wegzusammenhingend ist.

Konvexe Mengen sind sternférmig, und sternformige Mengen sind wegzusam-
menhéngend.

0 < @ -0

wegzusammen- nicht wegzusam-
konvex sternformig héngend menhéngend

214



Definition 14.7 Sei D C R" offen und F' : D — R". Euxistiert eine stetig partiell
differenzierbare Funktion ¢ : D — R mit

F(z) = (gradp)(z) firxz € D,
so heifit ¢ ein Potential von F'.

In Beispiel 8 ist (1, 22, ¥3) := —% (2] +23+23) ein Potential von F(xy, 22, x3) =
—a(xq, x9, x3). Physikalisch interessanter ist folgendes Beispiel.

Beispiel 10 Eine Masse m im Koordinatenursprung iibt nach dem Newtonschen

Gravitationsgesetz auf einen Massepunkt der Masse 1 in (z,y, z) € R? eine Kraft

F der Stérke o o
m m
F(x,y,2)| = =
N [ A T

aus. Diese Kraft weist zum Nullpunkt, hat also die Richtung — &%) Demnach

(.2l
1st . G
m m
Flr,y,2)=———(x,y,2) = — —(z, v, 2).
) = Ty P ) T g )
Man rechnet leicht nach, dass die Funktion ¢ : R3\{0} — R,
( ) Gm
Y, 2) =
¥ Y / 12 +y2 + 22
ein Potential fiir F auf R3\{0} ist (Newtonsches Gravitationspotential). n

Satz 14.8 Sei D C R" ein Gebiet und F : D — R™ ein stetiges Vektorfeld mit
einem Potential ¢ : D — R. Sind A und E zwei beliebige Punkte in D und ist
X : [a,b] — D ein beliebiger stickweise stetig differenzierbarer Weg in D mit
Anfangspunkt A und Endpunkt E, so gilt fir das Wegintegral

/X F-dX = o(E) — ¢(A). (14.7)

Unter den Voraussetzungen des Satzes ist das Wegintegral also wegunabhéngig.
Man vergleiche (14.7) mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.
Insbesondere ist (wieder unter den Voraussetzungen von Satz 14.8) jedes Wegin-
tegral entlang eines geschlossenen Weges (d.h. eines Weges mit A = F) gleich
Null.

Der folgende Satz hilft bei der Entscheidung, ob ein gegebenes Vektorfeld ein
Potential besitzt.

Satz 14.9 Se: D C R" offen und sternférmig, und F : D — R" sei stetig
differenzierbar. Gilt fir die Komponenten des Vektorfeldes F' = (Fi,..., F,)

or;  OF;
6xj N 8:61
auf D, so besitzt F' ein Potential auf D.

firl<i<j<n (14.8)
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Die Bedingungen des Satzes 14.9 garantieren also die Existenz eines Potentials
und damit die Wegunabhéngigkeit des Wegintegrals. Es gilt auch die Umkehrung;:
besitzt das auf der offenen Menge D stetig differenzierbare Vektorfeld ein Poten-
tial, so gilt (14.8) (Satz von Schwarz). Man beachte, dass wir in Satz 14.9 die
Sternformigkeit von D fordern miissen. Ein Potential kann aber auch existieren,
wenn diese Eigenschaft nicht vorliegt (Beispiel 10: R™\{0} ist nicht sternférmig!).
Wir sehen uns die Bedingungen (14.8) fiir n = 2 und n = 3 genauer an und
zeigen, wie man bei Erfiilltsein dieser Bedingung ein Potential finden kann.

Fall n = 2 Sei F' = (Fy, Fy) : D — R? auf der offenen und sternférmigen Menge
D. Dann reduziert sich (14.8) auf die eine Bedingung

OF,  OF,
8_552 = axl auf D. (149)

Ist dies erfiillt, so versuchen wir, ¢ : D — R aus dem Ansatz

Dip Dy
— = F — = F ftD
0x; b o, 2

zu bestimmen. Integration der ersten Gleichung bzgl. x; liefert

(1, 29) = /Fl(l‘lyxz)dﬂﬁl + g(r2) (14.10)

mit einer nicht von x;, aber von x5 abhéngigen , Integrationskonstanten“ g. Wir
leiten (14.10) formal nach xo ab und erhalten mit (14.9)

9 _ 9

Ory Oz /F1($1,902)d$1 + 9'(22) = Fa(21, 32).

Hieraus folgt
0
o(a) = Fafan,zz) = 5 [ Fian, e
X2

und durch unbestimmte Integration bzgl. x5 gewinnt man g und damit (. Eine
Probe zeigt, ob tatséchlich eine Stammfunktion gefunden wurde.

Beispiel 11 Fiir v # 0 und y # 5 + k7, k € Z sei

tany

1
Fi(z,y) = ——5= + 2zy + 2%, Fy(z,y) = — 27+
T xcos?y
Dann ist (14.9) erfiillt, und wir wihlen den Ansatz
dp tan y A 1 2, 2
9 __ 2 - :
ox x2 Tory oy CECOS2y+$ tY
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Integration der ersten Beziehung nach x liefert

3

tany tany T
so(:c,y)z/(— 5+ 2ay 4 a?)dr = +a%y+ 5+ ().

Wir leiten dies nach y ab und setzen das Ergebnis gleich Fj:

dp 2 / ! 2 2

dy  xwcosty o 4gly) = x cos? Ty
Also ist ¢'(y) = y* und damit g(y) = % + C sowie

tan 8
play) = —L +a’y+ =+ 5 +C.

Sucht man nur ein Potential, kann man z.B. C' = 0 wéhlen. Die Probe durch
Ableiten zeigt, dass tatsdchlich ein Potential von F' gefunden wurde. |

Fall n = 3 Dann ergibt (14.8) die drei Bedingungen

8F1 o 8F2 6F1 . aFg 8F2 o 6F3 (14 11)
3(132 a 8301’ (9173 - 3(1317 8x3 - 6:52' )

Sind diese erfiillt, machen wir den Ansatz

99 _ o 98 _
3x1 b 0x2 N 8303

fiir das gesuchte Potential ¢. Wir integrieren die erste Gleichung nach x;

(21, 22, 25) = / Fy (21, 22, 23)dzy + g(z2, 73) (14.12)

und leiten nach x4 ab:

dp 0

81’2—8—%'2

g
/F1(371,$2;553)d$1 + a_g = Fy(z1, 22, x3).
T2

Es ist also 5 P
8_52 = Fy(x1, 22, 23) — a—@/ﬂ(%,xz,xs)d%-

Die rechte Seite hidngt wegen (14.11) nicht von z; ab; wir bezeichnen sie mit
h(z, x3) und erhalten durch Integration nach x5

g(xe, x3) = /h(:vg,asg)d:vg + (x3).

Einsetzen in (14.12) liefert
o(x1, T9,x3) = /Fl(:cl,xQ,a:g,)dxl + /h(:c2,x3)d:c3 + l(x3).
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Nun leiten wir noch nach z3 ab und setzen das Ergebnis gleich Fj:

0 0 0 y !
(9_;:03 = a—%/ﬂ(xl,%zama)dxl + a—m/h(iﬂz?%s)dfﬂz + 0 (x3) = F3(x1, 22, 73),
also
P(zs) = Fil ) - 5 [ B ey = 5 [ e, aa)d
Tr3) = I'3\X1,T2,T3 973 1\T1,T2,T3)0T 073 X2, T3)AT3.

Die rechte Seite dieser Gleichung hingt nur von z3 ab, und Integration dieser
Gleichung bzgl. x5 liefert ¢ und damit ¢.

Beispiel 12 Sei F(z,y,2) = (v + z,—y — 2,z — y). Das Vektorfeld F' : R® —
R? erfiillt die Bedingungen (14.8) auf der sternférmigen Menge R?, so dass mit
Sicherheit ein Potential existiert. Sei ¢ : R* — R dieses Potential. Aus ¢, = F}
folgt durch Integration bzgl. x

2

o(x,y,2) = /(x +2)dx + g(y, z) = % +xz+ g(y, 2).

Ableiten nach y ergibt
39( ) !
= — zZ) = — — Z
90y ay y’ y 9

woraus folgt
2

9(y,2) = —% —yz +£(2).

Also ist
2 2

T
ple.y,2) = 5 +az = T —yz +(2),

und nach Ableiten nach z wird
po=x—y+l(2) =z —y,

d.h. ¢'(z) = 0. Es ist also ¢ eine konstante Funktion, d.h.
2 2

90($ay72):%+$y—%—yz+c mit ¢ € R.
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15 Integration im R"

In diesem Kapitel kommen wir zur Definition und den wesentlichen Eigenschaften
des Riemann-Integrals einer Funktion von mehreren Verénderlichen. Als Motiva-
tion wird uns das Problem der Volumendefinition und -berechnung dienen (genau
wie das Problem der Flichenberechnung bei Funktionen einer Verdnderlichen).

15.1 Das Riemann-Integral iiber Intervallen im R"

Wir beginnen mit der Integration iiber den ,einfachsten“ Teilmengen des R",
namlich tiber Intervallen, Rechtecken, Quadern usw., die wir unter dem Namen
,Intervall im R™“ zusammenfassen. Wihrend wir im R! ausschlieBlich {iber In-
tervalle integriert haben, gibt es beispielsweise im R? wesentlich mehr Mengen,
iiber die man integrieren mochte (Kugeln, Pyramiden, . ..). Wir werden daher die
in diesem Abschnitt angestellten Uberlegungen spéter auf allgemeinere Mengen
iibertragen.

Seien a = (ay,...,a,), b = (by,...,b,) zwei Punkte des R™ mit a; < b; fiir
i=1,...,n. Das abgeschlossene Intervall [a,b] im R™ ist die Menge
a1, b1] X ... X [an, by) = {(21,...,2,) €R": a; < z; < b; fiir alle i},

und (falls a; < b; fiir alle i = 1,...,n) die Menge
(a,b) := (a1,b1) X ... X (an,bp) = {(x1,...2,) € R" 1 a; < x; < b; fiir alle i}

heifit ein offenes Intervall im R™. Ist I = [a,b] oder I = (a,b) ein abgeschlossenes
oder offenes Intervall, so erkldren wir sein Maf p(I) durch

p(l) = (b1 —ay) ... (by — ay).
Wir erhalten also fiir
e n =1 gewdhnliche Intervalle, und p(7) ist die Lange des Intervalls,
e n =2 Rechtecke, und p(7) ist der Flacheninhalt,
e n =3 Quader, und (/) ist das Volumen.

Eine Zerlegung Z eines abgeschlossenen Intervalls I = [a,b] € R™ ist ein Pro-
dukt Z; x ... x Z, von Zerlegungen Z; der Intervalle [a;, b;]. Die Teilintervalle
der Zerlegung Z erhélt man, indem man im Produkt 77 x ... x T, die T; alle
Teilintervalle der Zerlegung Z; von [a;, b;] durchlaufen 1a8t.
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by |

Iy,

as

| |
0 ay by

Sei I C R"™ ein abgeschlossenes Intervall, und Z sei eine Zerlegung von [ in
Teilintervalle I, ..., I,,. Fiir jede beschrankte Funktion f : I — R erkldren wir

my = 1inf{f(x):x € I} sowie M :=sup{f(x):x € I},
und wir nennen .
U(Z, )= min(ly)
k=1
bzw. .
O(Z, f) =Y Myp(Ir)
k=1
die Unter- bzw. Obersumme von f bzgl. der Zerlegung Z. Schliellich sei noch

U(f,I):= Sng(Zf)

und

O(f, 1) :==f O(Z, f).

wobei das Supremum bzw. das Infimum {iber alle Zerlegungen Z von I zu bilden
ist.

Definition 15.1 Sei I C R" ein abgeschlossenes Intervall und f : I — R eine
beschrinkte Funktion. Ist

U(f, 1) =O(f 1) =,

so heifit f Riemann-integrierbar auf I, und der gemeinsame Wert r von U(f,T)
und O(f,I) heifft Riemann-Integral von f auf I. Als Bezeichnung wéihlen wir

'r:/f(xl,...,xn)d(xl,...,:cn) oder kurz /f(a:)da:
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In R2 bzw. R? schreibt man auch

/I F(o1,22) d(w, 23) = / f(e,y)d(z,y)
o /If(xl,xQ,xg)d(xl,mg,mg):/If(:v,y,z)d(m,y,z).

Als einfaches Beispiel betrachten wir die konstante Funktion f(z) = cauf I C R™.
Dann ist

UZ, f) =) en(ly) = c Y ullx) = cu(I)

und analog O(Z, f) = cu(I), und wir erhalten

O(f,1)=U(f,1) :/cd(xl,...,xn) = cu(1).

I
Mit der Wahl ¢ = 1 wird insbesondere

MU%:[d@h”w%%

d.h. man kann das Maf3 von I als Integral iiber die Funktion f(z) = 1 darstellen.
Wir kommen hierauf noch zurtick.

Genau wie im Fall n = 1 kann man das Riemann-Integral einer Funktion f :
I — R auch als Grenzwert Riemannscher Summen darstellen. Dazu wahlt man
fiir jede Zerlegung Z von [ in Teilintervalle I, ..., I, einen Zwischenvektor & =
(&1, .., &m) mit & € I und betrachtet die Riemannsumme

R(Z.&f) =) f(&)u(L).

Die folgenden einfachen Eigenschaften des Riemann-Integrals im R” beweist man
wie im Fall n = 1.

Satz 15.2 Sei I C R™ ein abgeschlossenes Intervall, und f,g : I — R seien
Riemann-integrierbar.

a)  Fir beliebige o, f € R ist af + Bg Riemann-integrierbar, und
/ (af(a:) + ﬁg(x))dw = a/f(:c)dx + ﬁ/g(az)dm.
I I I
b) Ist f(z) < g(x) fir alle x € I, so ist

[f@mxgzgumm
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c) FEsist
| [ 1@yis] < supl s uto)

zel

Der folgende Satz ist der Schliissel zur Berechnung von Riemann-Integralen im
R™. Durch ihn wird die Berechnung eines Integrales auf die Berechnung von zwei
Integralen in Rdumen von niedrigerer Dimension als n zuriickgefiihrt. Durch
mehrfache Anwendung dieses Satzes fithrt man schliefllich die Berechnung ei-
nes Integrals iiber einem Intervall im R™ auf die Berechnung von ,,gewochnlichen*
Riemann-Integralen iiber ,,gewohnlichen* Intervallen in R zuriick.

Satz 15.3 (Satz von Fubini) Seien I, C R* und I, C R¢ abgeschlossene In-
tervalle und ser I = I, x I, C RF x Rt = RFHC. Weiter sei die Funktion
[, xI, =R, (z,y) — f(z,y) Riemann-integrierbar auf I.

a) Eristiert fir jedes feste y € I, das Riemann-Integral

gy) = [ flx,y)dz,

Iy

so ist die Funktion g Riemann-integrierbar, d.h. es existiert das iterierte

Integral
/ ( f(z, y)dfli> dy,
1, NI,

i = [ ([ i)

b)  Euzistiert fir jedes feste x € I, das Riemann-Integral

und es ist

h(z) = [ f(z,y)dy,

Iy

so ist h Riemann-integrierbar, das iterierte Integral

S ([ s vy)as
[ = [ ([ )i

Man beachte, dass aus der Existenz der beiden iterierten Integrale

/Iy(/lmf(x,y)da:)dy und /Im(/jyf(:c,y)dy>dx
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noch nicht die Existenz des Integrals

/I f(y) d(z,y) (15.1)

folgt. Ein einfaches Kriterium fiir die Existenz dieses Integrals liefert der folgende
Satz.

Satz 15.4 Ist I C R™ ein abgeschlossenes Intervall und f : I — R stetig auf I,
so ist [ Riemann-integrierbar auf I, d.h. das Integral (15.1) existiert.

Unter den Voraussetzungen von Satz 15.4 existieren auch alle iterierten Integrale
aus dem Satz von Fubini, und es gilt

i@y = [ ([ sepi)a= [ ([ o)

Beispiel 1 Sei f(z,y) = cos(2x 4 3y) auf I = [0, ] x [0, {5]. Die Funktion f ist

auf I stetig, so dass wir [, f(x,y) d(x,y) mit Hilfe iterierter Integrale bestimmen
konnen. Es ist

/If(xa?/) d(z,y) = /0”/4 (/OW/IQ cos(2z + 3y)dy> dx

/4 1

= / — sin(2x + 3y)
0o 3

w/12

dx

0
/4 1

= /O g(sin(Qx + %) — sin 2z)dx

/4 1

= —(V2-1).

1 1
= —— cos(2x + E) + — cos2x 5
0

6 4 6

Das gleiche Resultat hétte natiirlich auch die Berechnung von

w/12 w/4
/ (/ cos(2x + 3y)dw> dy
0 0

gebracht. |

Beispiel 2 Sei f(x,y,2) =x+y+ 2z +xz auf I =[0,1] x [1,2] x [2,3]. Dann ist
f stetig auf I, und die zweifache Anwendung des Satzes von Fubini ergibt
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/If(xayaz) d(z,y,z) = /01 (/[172]X[2’3]f(1:,y, 2)d(y, z))d:c

2 3
/ /(m+y+z—|—:cz)dzdyd:c
1 2

2

2 22 = 3d d
/1 (xz+yz+§—l—$§)‘2 Yy dx

L7 23
0o 4 4

Das gleiche Resultat hétten wir beispielsweise auch aus dem iterierten Integral

3 pl g2
/ / / (x+y+z+zz)dydedz
2 Jo J1

gewonnen. |

15.2 Integration iiber messbaren Mengen

In diesem Abschnitt geht es um die Integration auf komplizierteren Mengen als
auf n-dimensionalen Intervallen. Fiir jede nichtleere Menge B C R™ und jede
Funktion f : B — R definieren wir die Fortsetzung (oder Erweiterung) fp von f
durch

f(z) fallsxe B

fB:R"—= R, fp(z)= {
0 sonst,
d.h. fp setzt f durch 0 auf ganz R" fort.

Definition 15.5 Se: B C R"™ nichtleer und beschrdnkt, und I C R"™ sei ein
abgeschlossenes Intervall mit B C I. Die Funktion f : B — R heifft Riemann-
integrierbar auf B, wenn ihre Fortsetzung fp Riemann-integrierbar auf I ist. In

diesem Fall heifst
[ t@dei= [ faa)aa
B I

das Riemann-Integral von f auf B.
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Man kann (und muss) zeigen, dass diese Definition unabhéngig von der Wahl des
Intervalles I ist. Man kann fiir I also z.B. das kleinste abgeschlossene Intervall
wéhlen, dass B enthélt. Man beachte auch, dass Definition 15.5 selbst fiir n = 1
etwas Neues bietet, da B kein Intervall sein muss.

Ob eine Funktion f auf einer Menge B integrierbar ist, héingt sowohl von f als
auch von B ab. Insbesondere erwartet man von B, dass wenigstens so einfache
Funktionen wie x : B — R, x(x) = 1, auf B Riemann-integrierbar sind. Die
entsprechende Fortsetzung

1 wennxeB
:R" — R, =
B - xz(2) {0 wenn r ¢ B

heifit die charakteristische Funktion von B.

Definition 15.6 FEine nichtleere beschrinkte Menge B C R™ heifit Jordan-
messbar, wenn ihre charakteristische Funktion xp Riemann-integrierbar ist. In

diesem Fall heifst
w(B) ::/XB(x)dx:/ldx:/dx
I B B

der (n-dimensionale) Jordan-Inhalt von B.

Anschauliche Deutung:

1 / 5 dr beschreibt das Volumen eines Zylinders
iiber B mit der Hohe 1. Dieses ist Grundflache
x Hohe, also gleich pu(B). u

Deutung iiber Ober- und Untersummen Sei B C R" nichtleer und be-
schrankt, und sei I C R"™ ein abgeschlossenes Intervall mit B C [ und mit einer

Zerlegung Z von [ in Teilintervalle I, ..., I,,. Dann ist
inf 5 (x) 1 falls [ ganz in B
in T) =
z€El, XB 0 sonst

und

1 falls,NB#(
sup xp(r) =
z€l} 0 sonst.
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Fiir die zugehorigen Ober- und Untersum-

%\ men gilt also

N UlZxs) = 3 ully)
O(Z,xp) = Z//M(Ik),

k

O(Z,xB) U(Z,xB) wobei die Summationen

> bzw. 3} iiber alle Teilintervalle I, mit I, C B bzw. mit I N B # 0 erstreckt
werden. Die Zahlen

U(xs,I) = sgp U(Z,xg) und O(xp,I)= iIZlfO(Z, XB)

nennt man auch den inneren bzw. dufieren Jordan-Inhalt von B, und B ist genau
dann Jordan-messbar, wenn der duflere und der innere Jordan-Inhalt von B gleich
sind. ]

Beispiel 3 Sei B={(z,y) e RxR: 0 <z <1,0<y <1, xrational}, und
fir I wihlen wir das Quadrat [0,1] x [0,1]. Da @ in R dicht liegt, ist fiir jede
Zerlegung Z von [

U(Z,xg) =0, O(Z,xg) = 1.

Also ist B nicht Jordan-messbar, und wir konnen B keinen Flacheninhalt
zuordnen. |

Satz 15.7 Eine nichtleere beschrinkte Menge B C R™ ist genau dann Jordan-
messbar, wenn ihr Rand OB Jordan-messbar ist und den Jordan-Inhalt u(0B) = 0
hat.

Nun haben wir schon einiges iiber Jordan-messbare Mengen erfahren, wissen aber
noch immer nicht, ob so einfache Mengen wie ein Kreis im R? oder eine Kugel
im R? Jordan-messbar sind. Wegen Satz 15.7 benotigen wir Kriterien dafiir, dass
eine beschrankte Menge Jordan-messbar ist und den Jordan-Inhalt 0 hat. Solche
Mengen heilen Jordansche Nullmengen. Hier sind zwei solcher Kriterien.

Satz 15.8 Sei B C R" Jordan-messbar und f : B — R Riemann-integrierbar.
Dann ist der Graph von f, d.h. die Menge

{(z,y) eR"xR: z € B, y= f(z)}

eine Jordansche Nullmenge im R
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Eine Funktion f : R® O B — R™ heifit Lipschitzstetig auf B, wenn es eine
Konstante L so gibt, dass

1f(z) = fWll < Lllz —y| fir alle 2,y € B.

Lipschitzstetige Funktionen sind offenbar stetig; die Umkehrung gilt nicht. Alle
linearen Abbildungen f : R™ — R™ sind Lipschitzstetig.

Satz 15.9 Sei N C R" eine Jordansche Nullmenge und f: N — R™ mitm > n
Lipschitzstetig. Dann ist f(N) eine Jordansche Nullmenge im R™.

Schliefllich vermerken wir noch ein Resultat iiber die Riemann-Integrierbarkeit
stetiger Funktionen.

Satz 15.10 Stetige Funktionen auf kompakten Jordan-messbaren Mengen sind
Riemann-integrierbar.

Als néchstes geben wir einige Resultate iiber das Rechnen mit Riemann-
Integralen auf Jordan-messbaren Mengen an. Das Analogon zu Satz 15.2 lautet
wie folgt.

Satz 15.11 Sei B C R" Jordan-messbar, und f,g : B — R seien Riemann-
integrierbar.

a) Fir beliebige o, § € R ist af + Bg Riemann-integrierbar auf B, und
/ (af(x) + Bg(x))dx = a/ f(x)dx + ﬁ/ g(x)d.
B B B

b) Ist f(z) < g(x) fir alle x € B, so ist auch

/B f(z)de < /B g(w)da.

c) FEsist
| [ #ayia| < sup )] ()

zeB

Nun sehen wir uns noch an, wie das Integral bei fester Funktion f vom Integra-
tionsbereich abhéngt. Dazu vereinbaren wir, dass f@ fdx=0.

Satz 15.12 a) Sind A, B C R" Jordan-messbar, so sind auch AU B, AN B,
A\B Jordan-messbar.

b) Sind A,B C R" Jordan-messbar und ist f auf A und auf B Riemann-
integrierbar, so ist f auch auf AU B, AN B, A\B Riemann-integrierbar,
und es gilt

@do+ [ playie = /A F(a)da + /B F(x)da.

f
AUB

227



Setzt man insbesondere f = xaup, so folgt aus Aussage (b)
p(AU B) + (AN B) = u(A) + u(B). (15.2)

Man sagt, dass sich zwei Jordan-messbare Mengen A, B nicht tiberlappen, wenn
sie nur Randpunkte gemeinsam haben, d.h. wenn ANB C 0ANJB. Da der Rand
einer Jordan-messbaren Menge nach Satz 15.7 das Maf3 0 hat, gilt:

Satz 15.13 Seien A, B, f wie in Satz 15.12, und A und B seien nicht tiberlap-
pend. Dann gilt

f(z)dx = / f(z)dx +/ f(z)dz.
AUB A B
Insbesondere gilt unter den Voraussetzungen dieses Satzes
u(AU B) = u(A) U p(B). (15.3)

Nun kénnen wir auch begriinden, dass Mengen wie Kreise und Kugeln Jordan-
messbar sind. Zunéchst ist [—1,1] C R! als Intervall Jordan-messbar. Auf [—1, 1]
sind die Funktionen f*(z) :=+/1 — 2% und f~(x) := —v/1 — 22 stetig und daher
Riemann-integrierbar (Satz 15.10). Nach Satz 15.8 sind die Graphen

G(fF) ={(z,y) eR*: w € [-1,1], y = f*(2)}

Jordansche Nullmengen. Wegen G(f) UG(f7) = {(z,y) : 2* + y* = 1} und
(15.2) ist die Einheitskreislinie im R? eine Jordansche Nullmenge. Satz 15.7 zeigt
nun, dass die Einheitskreisscheibe {(z,y) € R? : 22 + y* < 1} Jordan-messbar
ist. Analog betrachten wir auf der (nun als Jordan-messbar erkannten) Einheits-
kreisscheibe B; C R? die Funktionen

g By =R, gf(ry) = +V1—a?—y2

Diese sind stetig, und wir erhalten wie oben die Jordan-Messbarkeit der Einheits-
kugel By = {(x,y,2) € R® : 2% + y* + 22 < 1}. Durch vollstindige Induktion
iibertrigt man dieses Resultat auf Kugeln im R™.

Nachdem wir nun wissen, dass Kreisscheiben im R? Jordan-messbar sind, méchten
wir auch den Jordan-Inhalt von Kreisscheiben berechnen. Allgemeiner geht es
darum, den Jordan-Inhalt so genannter Ordinatenmengen zu bestimmen. Die
Ordinatenmenge M(f) einer Funktion f : R™ O B — [0, 00) ist die Menge

M(f)={(z,y) eR"xR: x€ B, 0<y< f(x)},

d.h. die Menge aller Punkte “zwischen der z-Achse und dem Graphen der Funkti-
on“. Im Fall B = [a,b] C R haben wir frither bereits als Flicheninhalt definiert:

Inhalt von M(f) = /b f(z)dx. (15.4)

Dieser Inhaltsbegriff stimmt mit dem Jordan-Inhalt iiberein. Genauer gilt folgen-
der Satz.
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Satz 15.14 Sei B C R" Jordan-messbar, f : B — R Riemann-integrierbar und
f>0. Dann ist M(f) C R™™ Jordan-messbar, und es gilt

p(1(1) = [ (e
B
Dieser Satz rechtfertigt im Nachhinein die Definition (15.4) des Fldcheninhalts.

Ist allgemeiner B C R"™ Jordan-messbar und sind fi, fs : B — R Riemann-
integrierbare Funktionen mit f;(z) < fo(x) fir alle z € B, so gilt fiir die Menge

M(fy, f2) = {(z,y) e R" xR : z € B, fi(x) <y < fi(e)}
H(M(f1,f2)) = /B (fz(af) - f1<55>)d33- (15.5)

Beispiel 4 Sei (zo,y9) € R*, 7 > 0 und B = [zg — 1, 79 + r]. Fiir

@) =yo— /12— (x—x0)2,  fol®) =yo + /12 — (& — 20)

ist M(f1, f2) gerade die Kreisscheibe mit dem Mittelpunkt (xg, y9) und dem Ra-
dius r, und fiir ihren Jordan-Inhalt finden wir

xo+T r
/’L(M<f17f2)) = 2 \/TQ_(I—.TO)QCZLL’:2/ \/r2_t2dt
To—T _r
1 1 tir
= 2[§tv7’2—t2+§7’2arcsin—} = 7. -
rd—r

15.3 Integration iiber Normalbereiche

Wir kommen nun zur praktischen Bestimmung von Riemann-Integralen. Beson-
ders einfach wird diese fiir Integrale iiber so genannte Normalbereiche. Unter
einem Normalbereich bzgl. der x-Achse versteht man eine Menge B der Gestalt

B={(r,y) eR*: a < <b, gi(2) <y < ga()}
mit stetigen Funktionen ¢y, g2 : [a,b] — R, wobei g1(z) < go(x) fir alle x € [a, b].
Eine solche Menge heif3t auch y-projizierbar. Ein Normalbereich bzgl. der y-Achse
(oder eine z-projizierbare Menge) ist eine Menge der Gestalt

B={(z,y) eR*: c<y<d, hi(y) <z < hy(y)}

mit stetigen Funktionen hq, hs : [c,d] — R, wobei hy(y) < ho(y) fir alle y € [c, d].
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Y Y
d | ho
g2
B
9
c |
i %
a b x x
Normalbereich bzgl. z-Achse Normalbereich bzgl. y-Achse

Normalbereiche sind nach Satz 15.8 Jordan-messbar, und der Satz von Fubini
liefert:

Satz 15.15 Sei B ein Normalbereich und f : B — R stetig. In den obigen Be-

zeichnungen gilt
b g2(x)
/f(w,y) d(af,y)z/ (/ f(x,y)dy> da,
B a g1(x)

falls B ein Normalbereich bzgl. der x-Achse ist und

/Bf(:v,y) d(z,y) Z/Cd (/::j)f(:r,y)dx> dy,

falls B ein Normalbereich bzgl. der y-Achse ist.

Ist B kein Normalbereich, so versucht man, ihn in endlich viele nicht iiberlappende
Normalbereiche zu zerlegen.

Normalbereiche betrachtet man auch in Raumen R™ mit n > 2. Sei z.B. By :=
[a,b]. Auf By seien ¢y, go stetige Funktionen mit g; < go, und sei

By = {(x,y) ceR?: zr e By, 91(33) <y< gQ(I)}'
Auf By seien hq, hy stetige Funktionen mit h; < ho, und sei
By :={(z,y,2) € R*: (2,y) € Ba, ha(a,y) < z < ha(z,9)}.

Dann ist Bs Jordan-messbar, und fiir jede auf Bj stetige Funktion f ist

ha( ﬂfy)
Bs gi1(z) Jhi(z,y)
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Beispiel 5 Das Volumen V des Tetraeders mit den Ecken (0,0,0), (a,0,0),
(0,b,0) und (0,0, ¢) 1a8t sich bestimmen als Volumen der Punktmenge zwischen
dem Dreieck in der (z,y)-Ebene mit den Ecken (0,0, 0), (a,0,0) und (0,b,0) und
der durch £ + % 4 2 =1, also z = f(z,y) = ¢(1 — £ — ¥), beschricbenen Ebene.
Daher ist

V o= | flzy)d(z,y) = ’ C(l—f—%)dydw
B o Jo a
[ my A e [Tbe o mye, abe
= [ev= 2P| S0 = :

Beispiel 6 Sei B = {(z,y) € R?: 22 +y? <72, y > 0} mit fest gewihltem r > 0,
und sei f(z,y) = x?y auf B. Der Halbkreis B ist ein Normalbereich sowohl bzgl.
der z-Achse als auch bzgl. der y-Achse. Wir beschreiben ihn z.B. als

B={(z,y) €R*: z€[-nrr], 0 <y <Vr2—z2}

und erhalten

S el
/ ryd(z,y) = / / ?y dy dx
B —rJ0

ro2,2 T2 1 /"
- / ny d /x2(r2—x2)dx

0 2
1, a3 2% 2 5
BT "

Beispiel 7 Ein gerader Kreiskegel mit Radius R und Héhe h ist ein Normalbe-
reich in R?. Wir haben némlich B; = [-R, R],

By = {(z,y) €R*: z€ B, VR —2? <y < VR — 2%}
(= Grundflache des Kegels),

h
By = {(z,y,2) eR*: (7.y) € Bo, 0 <z < h— 5 Vo + 32}

Fiir das Volumen V' des Kegels finden wir daher

VRZ=32  ,h—2% 2—f—y
V :/ (r,y,2 / / / dz dy dx
R27$2

RQ,mz
/ / \/:cz—l—y )dy dx

VRZ—22?

1 VRZ—z2
A e

P
R 2 2 2

:2h/ <\/R2—x2—$—1 f+ VR x)
0 2R R — \/R2 x2
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Wir substituieren x = Rsint¢ und erhalten

w/2 1
V = 2h/ (Rcost—gsinZtln—{_—COSt)Rcostdt
0

1 —cost
/2 1 1 t
= QhRQ/ (cos%——sin%costlnﬂ) t
0 2 1 —cost

Das Integral [ sin’t cost In % dt kann durch partielle Integration bestimmt
werden: der Faktor sin?t cost wird integriert und hat %sin?’t als eine Stamm-

funktion, und In % wird differenziert und ergibt ﬁ Eingesetzt erhalt man
schlief3lich
V = 2hR? (Z — 1si1r13t lnﬂ " — 2/7r/2 sinztdt>
B 4 6 1 —costlo 6 Jo ’
also
1 2
V= gﬂ'hR . u

15.4 Die Substitutionsregel

Nach diesen mithsamen Berechnungen fiir ein einfaches und wohlbekanntes Re-
sultat fragen wir uns, ob wir nicht von vornherein die Rechnung durch eine andere
Beschreibung des Kegels hétten vereinfachen konnen. Stellen wir z.B. die Grund-
flaiche des Kegels in Polarkoordinaten dar, so wird der Kegel beschrieben durch

{(r,p,2) €R®: r€[0,R], p€1[0,27], 2 € [0,h — %r]},
was eine wesentlich einfachere Integration erwarten 1at. Genau wie bei der Sub-
stitutionsregel im R! entsteht dabei das folgende Problem: Wie hat man in
[ f(z,y,2)d(z,y, z) den Ausdruck d(z,y, z) zu transformieren, wenn man von
(x,y,2) zu neuen Koordinaten (r, ¢, z) iibergehen mochte? Zur Motivation be-
trachten wir das Integral

/B f(@,y) d(z,y)

iiber einer Jordan-messbaren Menge B im R?, versehen mit z, y-Koordinaten. Wir
fithren neue Verénderliche w, v durch die Substitution = = ¢(u,v), y = ¥(u,v)

ein, die einen Bereich B’ des R? (mit den Koordinaten u, v; man spricht auch von
der uv-Ebene) injektiv auf B abbildet, d.h. die Abbildung

h:B — B, (u,v)+— h(u,v) = (¢(u,v), ¥(u,v))

ist eine Bijektion. Durch die Abbildung h wird ein Rechteck-Netz iiber B’ in ein
y,krummliniges“ Netz iiber B iibersetzt:
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B/

|+

Sehen wir uns genauer an, wie das schraffierte Rechteck in der uv-Ebene abge-
bildet wird:

(go(uj + Auj, v + Avy),
Y(u; + Auy, v + Avg)

(uj, v + Avy) (uj + Auj,vg + Avy)
(e(uj, v, + Avkg,
Y (uj, v + Avg) ((u; + Auj7vk§,
h ¥(u; + Ay, )
(uj,vk) Auj (uj + Auj, vg)

(W(uja vk)a w(uja vk))

Der Flicheninhalt des Rechteckes (wie er in der Definition des Riemann-Integrals
iber B’ vorkommt) ist Au; Av,. Fiir die Berechnung der Fléches des ,, krummlini-
gen Parallelogramms® nehmen wir an, dass Au; und Awv, so klein sind, dass dieses
Parallelogramm fast ein gewohnliches Parallelogramm ist. Fiir den Flacheninhalt

eines gewohnlichen Parallelogramms mit den Ecken (x1,41), ..., (n, ys) gilt be-
kanntlich

(23,93)
(24, y4)

( 1;150116 = [(z2—21)(Ya—y1) — (24— 1) (Y2 —11)|
T2, Y2
bzw. in Determinantenschreibweise

(w1, 1)

Flache =

det(xQ_xl x4—$1>’
Y2 — Ys — W
(vgl. Abschnitt 10.1). Der Flacheninhalt des , krummlinigen Parallelogramms* ist
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also ungeféhr gleich

det p(uj + Auj,vp) — @(uj,vr)  p(uy, v + Avg) — o(uy, vg) '

U(uj + Aug,vp) = U(ug, o) Y(uy, o0 + Avg) — (g, vp)

Ist ¢ stetig partiell differenzierbar und Aw; sehr klein, so ist weiter
Oy
ou
Mit analogen Voraussetzungen fiir ¢ erhalten wir also, dass der Flacheninhalt des
,krummlinigen Parallelogramms* etwa gleich

o(uj + Auj, o) — (g, v5) = == (u), vg) - Aug.

0 0
w5 ()
det Ou Ov Au; Avyg,
o o !
5 (W Uk) 50 (wj, vg)

ist. Die in diesem Ausdruck stehende Matrix ist gerade die Jacobi-Matrix von h
an der Stelle (u;,vg), d.h. unser ,krummliniges Parallelogramm® hat etwa den
Flacheninhalt

| det A/ (uj, vg)| Auj Avy.

Néherungsweise sollte also gelten
/ flz,y)d(z,y) Zf (uj,vr), ¥(uz, vg)) |det B (uj, vp)| Auj Avy,
7,k

und wir erwarten die Substitutionsregel

[ et = [ pletuo), vl [deen' (o) du.o).

Es zeigt sich, dass die hier ,abgeleitete* Substitutionsregel tatséichlich gilt und
dass sie auch auf Funktionen mit mehr als zwei Verédnderlichen verallgemeinert
werden kann.

Satz 15.16 Sei H C R" offen, und h : H — R" sei injektiv und stetig partiell
differenzierbar. Die Determinante det h'(t) sei auf H entweder tiberall positiv oder
tiberall negativ. Weiter sei T' eine kompakte und Jordan-messbare Teilmenge von
H, und f sei eine auf h(T) stetige reellwertige Funktion. Dann ist h(T) Jordan-
messbar, f ist auf h(T) Riemann-integrierbar, und es ist

/ fla dm—/f )) | det /()| dt. (15.6)

Diese Formel gilt auch dann noch, wenn — entgegen den obigen Voraussetzungen
— die Determinante det h'(t) auf einer Teilmenge N von T gleich 0 ist oder wenn
gln auf einer Teilmenge N von T mnicht injektiv ist, sofern nur N den Jordan-
Inhalt O hat.
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Der Beweis der Substitutionsregel (15.6) kann z.B. mit vollstdndiger Induktion
nach n erfolgen und ist recht aufwéndig. Wir sehen uns nun einige spezielle und
héufig benutzte Transformationen genauer an.

Polarkoordinaten Der Zusammenhang
zwischen den kartesischen Koordinaten
(x,y) und den Polarkoordinaten (7, ¢) eines
Punktes im R? ist gegeben durch

T =7rcosp, Yy=rsine.
¥

0 T

Ein Integral auf Polarkoordinaten zu transformieren, heifit also, die Substitution

(7,y) = h(r,p) = (rcos g, rsinp)

vorzunehmen. Es ist

B (r, ) = <c§)s ¢ —rsin gp)

sinp  rcosgp

und daher det (1, ¢) = r. Fiir r > 0 ist also det h'(r, ) stets positiv. Weiter ist
klar, dass h den Bereich {(r,p) € R*: r > 0, 0 < ¢ < 27} injektiv auf R*\{0}
abbildet und dass h insbesondere auf dem Gebiet H := {(r,p) € R?: r >0, 0 <
¢ < 2w} injektiv ist. Auf diesem Gebiet kann man also die Substitutionsregel
anwenden, und es folgt

Folgerung 15.17 Ist B = h(T'), wobei T'C H kompakt und Jordan-messbar ist,
so ist fir jede auf B stetige Funktion f

Kgf(x,y)d(x,y)zéf(rcos¢,rsingp)rd(r,gp). (15.7)

Ist beispielsweise T = {(r,¢) € R*: ry <1 <1y, @1 < ¢ < 3} ein Rechteck in
H, soist B = h(T) ein Kreisring, und mit dem Satz von Fubini wird

/f z,y)d(z,y) / / f(rcosp, rsinp)rdrde. (15.8)
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P21+
B s
T
h \
@2 '
w1l 5 \ \
1 1 9?1 \!
T N T
0 1 79 r 0 (&t T9 x

In der Praxis ist T" hdufig ein Rechteck, welches im Streifen
{(rip) eR*: r>0,0<p< 27}

liegt und Teile des Randes dieses Streifens enthélt, so dass die Voraussetzungen
des Satzes 15.16 nicht erfiillt sind. Dennoch gilt auch in diesem Fall die Formel
(15.8), was man sich wie folgt klar macht. Sei etwa

T={(rp)eR*: 0<r <R, 0<¢p<2r}

und
T ={(rp) eR*: 0<p<r<R, 0< ¢ <p<py<2r}.

12
27
Y2t
T/
Pl
0 E R r
Auf 7" gilt (15.7), d.h. es ist
f(@,y)d(z,y) = | [(rcosep, rsing)rd(r e),
h(T") T
und aus der Abschéatzung
‘ / flreosp, rsing)rd(r,o) — [ f(rcose, rsing)rd(r, p)
T T
= ‘ f(rcose, rsine)rd(r, gp)’
NI
< sup |f(rcosg, rsing)| - p(T\T)
(rp)eT
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folgt, dass das Integral iiber 7" fiir p — 0, ;1 — 0 und py — 27 gegen das
entsprechende Integral iiber 7' strebt.

Yy
Beispiel 8 Sei 0 < ¢ < ¢y < 27, und B
die Funktion ¢ : [¢1, 2] — (0,00) sei ste-
tig. Dann ist der Flacheninhalt von B =
{(re) ER?: o1 <o <o, 0<7 < p(e)}

. =z |
gleich
¥
P2

p2 ro(e) P2 2
u(B) = / d(x,y) :/ / rdrdy :/ r(p) dep. N
B »1 0 Y1 2

Beispiel 9 Haufig benutzt man auch verallgemeinerte Polarkoordinaten
(x,y) = h(r,¢) = (ar cos ¢, brsing) mit a,b > 0.

Dann ist det #/(r, ¢) = abr (Nachrechnen!), und man findet z.B. fiir den Fléchen-
inhalt der Ellipse F = {(z,y) € R*: 2, + ‘Z—j < 1}, dass

27 1 2 CLb
n(E) = / d(z,y) = / / abr drdp = / — dp = abn. -
E o Jo 0o 2

Zylinderkoordinaten Die Zylinderkoordinaten (r, ¢, z) eines Punktes P € R3
mit kartesischen Koordinaten (x,y, z) sind gegeben durch

r=rcosyp, y=rsiny, z=2z.

237



Fiir die Transformationsfunktion

(x,y,2) = h(r,p,z) = (rcosy, rsingp, z)
gilt
cosep —rsing 0

det h'(r,p,2) =det | sinp rcosp 0 =r.
0 0 1

Folgerung 15.18 Ist T' eine kompakte und Jordan-messbare Teilmenge von
Hi:{(TaSO,Z)ER3:7‘>O, 0<@<2m, —00<z<o0},

so ist fir jede auf h(T) stetige Funktion f
| twundagn = [ freose rsnp ez, (159)
h(T) T

Die Formel (15.9) gilt auch dann noch, wenn 7" ein Quader
T = (r1,7m2) X (p1,02) X (21,22) mit 0 <1 <719, 0 < o1 < o <27

ist. In diesem Fall geht (15.9) iiber in

22 Y2 T2
flx,y, 2)d(z,y,2) = / / / f(rcosp, rsing, z) rdrded:z.
21 P1 r1

h(T)

Berechnen Sie als Ubungsaufgabe nochmals das Kegelvolumen, nun aber unter
Benutzung von Zylinderkoordinaten.
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Kugelkoordinaten Die Kugelkoordi-
naten (7,9, ) sind mit den kartesi- P
schen Koordinaten (z,y,z) verkniipft

durch

x =rcostcosp,y =rcosvsing,z =rsind,

wobeir >0, =3 <9< Zund 0 < ¢ < 19\

27. Fir die Transformationsfunktion /

('1.7 y7 Z) = h(r7 /197 gp) (p
= (rcosv cos p, rcosVsin g, rsind) i

gilt
x

costcosp —rsindcose —rcosvsinp
det B'(r,0,p) = det | cos?sing —rsindsing rcosdcosp | = —r?cosd.
sin v rcos v 0

Folgerung 15.19 Ist T eine kompakte Jordan-messbare Teilmenge von

H:={(r,9,0) €R*: r >0, —g<?9<g,0<<p<27r},

so ist fir jede auf h(T') stetige Funktion f
flz,y,2)d(z,y,2) = / f(rcosd cos @, rcos ¥ sin @, rsind)r? cosd d(r, 9, @).
h(T) T

Diese Formel gilt auch noch, wenn T" = [rq, ro] X [¥1, ¥a] X [1, o] mit 0 < 1y < 79,
—5 < < ¥y < 5 und 0 < ¢y < o < 27 ist. Mit Fubini kann man dann
schreiben

/ f(z,y,2)d(z,y, 2)
h(t)

T1

w2 U2 pra
= / / / f(rcosv cos @, rcosV sin @, rsind) r? cos V) drdidep.
P1 Y1

Beispiel 10 Die Kugel B mit Mittelpunkt (0,0,0) und Radius R > 0 ist das
Bild des Quaders T' = [0, R] x [~F, 3] x [0,27] unter der oben beschriebenen
Transformation. Fiir das Kugelvolumen finden wir daher
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2r /2 R
wu(b) = / d(x,y,z) = / / / 2 cos ¥ drdddy

B 0 —7/2J0
2 w/2 3

= / / R— cos vdidyp
0 —7/2 3
27 3 7r/2 2 21 4

= / R?silmﬁ1 d@z—R3/ dp = - TR |
0 0

—7/2 3 3
Erholsame Semesterferien und eine erfolgreiche Mathe A-Priifung
wiinscht das Mathe-fiir-E'T Team.
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