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Agenda
1. Riickblick Theorie ,,fehlerbasierter Abstieg
2. Konstruktion des globalen Newton Algorithmus NLEQ-ERR mittels adaptiver ,,trust region
Strategie
3. Zusammenhang zwischen der geddmpften Newton Iteration und dem Newtonpfad

4. Anhang
1.

Im letzten Vortrag haben wir uns mit der Konstruktion einer affin kovarianten Variante des
gedampften Newtonverfahrens beschéftigt.

o [F'(x)(F'(x)=F'(x)(x—x)| < w|x—x|* x,x€D
o F'(XMNAX =-F((H, ¥'=x"+2,4x", A,€10,1], k=0.1,...

Im Verlauf des Vortrags sind wir im Rahmen der Globalisierung von Theorem 3.12 (siche Anhang)

auf einen Schwachpunkt von gedimpften Newtonverfahren, die mit einem Test auf kontrahierendes
Residuum

TN <7D = [FEI<]|F)
ausgestattet sind gestoBen:
Bei schlecht konditionierten Jacobi Matrizen verkiirzt sich die optimale Schrittweite
A (1) =(hy cond,(F'(x")))™

unter Umstdnden trotz globaler Konvergenzresultate so weit, dass es zu einem Stillstand des
Verfahrens kommen kann, d.h.

k+1 k

=
»Schwach nichtlineare™ Probleme, d.h. solche bei denen man in ,,guter” Entfernung vom
Losungspunkt ist (im Sinne von lokalen Konvergenztheoremen) konnen wie ,,hochgradig
nichtlineare* Probleme erscheinen.

Aus diesen Uberlegungen heraus haben wir die natiirliche Niveaufunktion
e 1 ef ’ -
T(x'4,) €4, F (), 4, 2F ()
und den assoziierten natiirlichen Monotonietest

T F () =T F(NT) = lax™<llax’]

eingefiihrt.
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An dieser Stelle tritt das vereinfachte Newtonverfahren als theoretische Grof3e auf, d.h.
F ,(xk)Akarl — _F(xk+l)
Aus der Einfiihrung der natiirlichen Niveaufunktion ergaben sich einige interessante Eigenschaften:

e Extremaleigenschaft fiir Reduktionsfaktoren ?, und Schrittweiten A, :

(A4, <1, (A4),
5 (4)= 5, ()

e Verschmelzungseigenschaft:

o<1 = A(F'(X) =1
= quadratische Konvergenz wird asymptotisch erreicht

e Asymptotische Abstandsfunktion:
Fiir F € C*(D) gilt T (x|F ' (x')") = %Hx —xP+o(x—xTP)

= Fir x" - x" geht das natiirliche Monotoniekriterum in ein
Abstandskriterium der Form  ||x*™' — x'|| <||x* — x7|| iber.
(D.h.: Globale geht in lokale Form der Losungsanniherung {iber.)

Das wesentliche Ergebnis zur Konstruktion einer adaptiven ,,trust region Strategie, insbesondere
zur Wahl von theoretisch optimalen Dampfungsfaktoren A, ist Korollar 3.15 (siche Anhang). Das

Korollar erlaubt uns die Substitution der globalen, affin kovarianten Lipschitzkonstante «w durch
seine lokale Variante w(x")=w,, definiert durch

NF () (F'(x)=F'(x")(x = x")||<w, ||x =x"°, fiirx,x" €D, (3.42).

Dies fiihrt uns zu folgender theoretisch optimalen Dadmpfungsstrategie fiir das exakte
Newtonverfahren:

X H=x" X Ax Xkd:efmin{l,hi}, h=w,||Ax"| (3.43).
k

Es bleibt anzumerken, dass fiir diese Strategie kein globales Konvergenzresultat vorliegt!
2.

Problem: KantorovichgroBen 7, sind iiber die nicht berechenbaren Lipschitzkonstanten
w, definiert.



Vortragsnotizen Kap. 3.3.3 Adaptive trust region stragies 3/11

Losung: Einfiihrung von berechenbaren Grofien [w,] und [A,]=[w,]|lAx"||.
Dadurch kénnen wir die affin kovariante Struktur erhalten. Aus Korollar 3.15 (siehe Anhang) folgt:

[wk]kaka(z), ](344)
(W I<h,<h,<h/(z).

Die Effizienz einer solchen Strategie hingt im Wesentlichen von der benétigten Genauigkeit der
berechenbaren GroBe [4,]=[w,]]|Ax"|| ab. Allerdings lisst sich zeigen, dass es reicht wenn
h, und [4,] im fithrenden Bit iibereinstimmen, d.h.:

Lemma 3.16:

Es sei das geddmpfte Newtonverfahren mit Ddmpfungsstrategie (3.43) und berechenbarer
GroBe [h,] realisiert. Fiir die Genauigkeit der berechenbaren GroBe gelte

0<h,—[h,]<omax{1,[h]}, o<l

Dann ergibt der natiirliche Monotonietest

145 <(1=3(1=0) V) 4]

Aus (3.43) und (3.44) erhalten wir:

Das heiBt [A,] konnte zu groB sein. Eine zu implementierende Strategie zur Wahl von optimalen
Diampfungsfaktoren muss diesem Umstand Rechnung tragen. Eine Aufteilung in Pridiktor- und
Korrektorstrategie erscheint angebracht.

Die Korrektorstrategie:

Stellt man sich das geddmpfte Newtonverfahren als Fortsetzung der Tangentenrichtung entlang des
Newtonpfads vor ergibt sich folgende obere Schranke:

1

:E)\2hk ||Axk||

A5 = (1= Ax ]| = Voo, ] x'
as 20|A X = (1=2)A XY

ACllA X
Ly i=oa,.

i

= [ ]=[w,]]Ax"

<h,

= A{ﬁ‘d:efmin{%A,{,
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Die Priadiktorstrategie:

Wir bendtigen nun eine effiziente Initialschitzung fiir A;. Dazu miissen wir allerdings ein wenig
von der Definition der Lipschitzkonstante w; abweichen, d.h.:

IF" (") (F ()= F (6 ) vl < @ [lx = x4 1]l

Mit dieser modifizierten Lipschitzbedingung erhalten wir auf folgende Weise eine geeignete
Schranke:

1A x" — A x|
=[|-F'(x"")'F(*) + F(x") F (x|
=[|F ' (x*) " F (XN =F'(x" ) F( )+ F () (F () (=F () F ()
=lF () (F ) = F ) F ) F ()
=|F (") (F'(x) = F(x" ) Ax <@, |Ix" = x"[Ax | =@, A |AX A"

Ax'—AXA X _
k—lHH— kHkaHAxk”
A [lAX[A X

— 1, k>0.

def

= [hZ[@,]]Ax"

1
= A Emin{l,—
[7]
Es muss allerdings darauf geachtet werden, dass die Richtung A x* | nicht zu weit“ von der
Richtung Ax*~' entfernt ist.

Desweiteren verbleibt die Wahl des Startwerts Ag . Stuft der Benutzer das Problem als ,,schwach
nichtlinear* ein, dann sollte Aj=1 und andernfalls AJ=A,, <1 gewihlt werden.

Quasi-Newton Zwischenschritte:

Wenn A, =1 und der natiirliche Monotonietest

_lax
Clax 2 ’
liefert, dann kann auf den fehlerbasierten Quasi-Newton Algorithmus QNERR umgeschaltet
werden.

Die beschriebene adaptive ,,trust region‘ Strategie fithrt zum globalen Newton Algorithmus NLEQ-
ERR (siehe Anhang), der eine leichte Modifikation des Algorithmus NLEQ1 darstellt.

3.

Wie bereits erwéhnt fehlt dem hier besprochenen affin kovarianten Ansatz zur Entwicklung eines
globalen fehlerbasierten Newtonverfahrens ein nachweisliches Konvergenzresultat.

Die Konstruktion des Algorithmus erfolgt anhand einer zugrundeliegenden geometrischen Idee.
Man versucht den Newtonpfad, der in Theorem 3.6 (siche Anhang) definiert ist zu imitieren.
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Interessante Aussagen beziiglich des Newtonpfads sind:

— Alle (!) Niveaufunktionen 7 (x|A4) nehmen entlang dem Newtonpfad X ab.
- Der Newtonpfad X endet entweder im Losungspunkt, in einem kritischen Punkt mit singularer
Jacobi Matrix oder am Rand des Gebiets auf dem die Funktion F definiert ist.

Man konnte also auch versuchen den Newtonpfad numerisch zu berechnen und so die Losung
ausfindig machen. Andererseits liefert uns Theorem 3.6 in Aussage (3.25) (siche Anhang) folgende
lokale Information:

Die Tangentenrichtung des Newtonpfads entspricht der Newtonrichtung, d.h.:

Sogar ,,weit weg* von der Losung ist die Newtonrichtung eine beachtenswerte Grofle. Man muss
sich allerdings um die Lénge dieser Richtung Gedanken machen, wenn man ,,hochgradig
nichtlineare* Probleme betrachtet.

Diese Uberlegungen fiihren geradewegs zu dem Konzept des gedimpften Newtonpfads. Wobei die
Déampfungsfaktoren uns sagen wie weit wir der Linearisierung unseres Problems vertrauen konnen.

Veranschaulicht wird dies in Fig. 3.10. (siche Anhang).
Beispielhaft wird die Losung folgender Gleichungen gesucht:

exp(x*+1*)—3=0,
x+y—sin(3(x+y))=0.

Auf der Abbildung sieht man von den kritischen Interfaces x=y und
1,2 . :
y=—x= arccos(g) + 37 U= 1,2,3,... funf Stiick und dazu sechs der Losungspunkte.
Abgebildet wird ein quadratischer Teilausschnitt des Gebiets auf dem die Funktion definiert ist.
Links oben sieht man die Newtonpfade und rechts unten die Newtoniterierten. Klar wird, dass
unsere Konstruktion den Newtonpfad nachahmt und wir in diesem Sinne guter Hoffnung sein
konnen, dass mit unserem Vorgehen tatsidchlich Losungspunkte gefunden werden.

Eine weitere niitzliche Eigenschaft der Folge von Newtoniterierten, die durch den fehlerbasierten,
adaptiven ,.trust region* Ansatz erzeugt werden ist in Fig. 3.11. (siche Anhang) illustriert.

Dort sieht man klar, dass die Folge von Newtoniterierten im Vergleich zu anderen Verfahren ihr
,.attraction basin‘ nicht verlisst. Insbesondere bedeutet dies, dass ein unerwiinschter Ubergang iiber
die kritischen Interfaces hinweg nicht stattfindet.
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Fig. 3.11.
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