2.2 Residuum basierende
Algorithmen

2.2.1 Gewohnliche Newton
Methode




Zur Erinnerung:

F‘(Xk) AXk= _ F(Xk), Xk+1 = Xk + AXk, k - 0,1,... (263)

Wir analysieren hier die Konvergenz der iterativen
Residuen {F(x¥)}, die zur einer affinen kontravarianten
Version vom Newton-Mysovskikh-Theorem fuhrt.



Theorem 2.12:

Sei F:D—R" eine differenzierbare Funktion mit Dc®" offen
und konvex und sei F'(x) invertierbar ¥ xeD.

Weiter gelte die affine kontravariante Lipschitz-Bedingung:
IF'(y)-F*(x)lty-x)|<w[]F'(x)(y-x)IF fiir x,yeD.
Definieren die offene Menge:

2
L= xeDIIF(x)|<5

und sei L, cD beschrankt.

Fiir einen gegebenen Anfangswert x° von einer unbekannten Lsung x* sei
hy:=wF(x°)|<2, dh. x’eL (2.64)

Dann bleiben die gewdhnlichen Newton Iterierten {x*] in L, und
konvergieren gegen einen Losungspunkt x*eL  mit F(x*)=0.

Die iterativen Residuen [F(x*)} konvergieren dann gegen 0 bei einem
geschatzten Wert:

IFO <0 F () 2.65)



Beweis:
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:>||F(x’<+}mx’<)||<2a

> x“+tAx el furtel0,A.

Nehmen nun an, dass x<*?

mit x¥+AAxkedl,

¢L . Dann existiert ein minimales Xe(O,l)

und ||F (x*+AAx*)|[<[1-A+A2)-|F( x’<)||<%, Widerspruch!

Fur A=1 bekommt man:

1 1
[F O +ax)I=F (1= 242 wlF (CYIFIF O I=5 0 F ()




Um zu zeigen, dass die Newton Iterierten (x*| gegen ein X*el,
mit F(x*)=0 konvergieren, fuhren wir die Kantorovich-Groen ein:

= W F (x| 2.66)
Mit ihnen erhalt man die quadratische Rekursion:

1 1 1
hea=wF (X< wIF(X)P=2h 5=|5he [y 2.67)

Wegen der Voraussetzung h,<2 erhalt man dann:

h < ;—ho ho<2.

Durch wiederholte Induktion uber k:

%hk-hk<hk<2, k=012... = lmh,=0.

erhalt man eine monoton fallende Folge, die gegen 0 konvergiert.
Setzen wir jetzt wieder die Residuen [F(x¥)} ein, erhalten wir

FOSYI<IFON)I<E = lim]F(x¥)[=0.

W kK —o0

hk+1<




Beziiglich der Iterierten (x*| haben wir dann (x“|cL .
Und da L, beschrankt ist, existiert ein Haufungspunkt x*

von [x*] mit F(x*)=0.

D.h.x* ist unser Losungspunkt in L, aber nicht notwendigerweise
eindeutig.



Konvergenz-Monitor

Als nachstes wollen wir uns die Konvergenz des Theorems
genauer betrachten. Dazu fuhren wir Kontraktionsfaktoren

ein: JFE)
IR
und schreiben hk+1<; h? um in
hkl 1
@k:hk+ <>h, 2.68)

Fur k=0 und wegen h,<2 erhalten wir die
Residuums-Monotonie  0,<1 (2.69)



Wann immer also 0,>1 ist, ist die Voraussetzung h,<2

im Theorem 2.12 verletzt, was soviel heilt wie:

Der geschatzte Anfangswert x? ist nicht geniigend dicht
am Losungspunkt x*.

Wir nehmen nun an, dass 0,<1 ist.

Fur die Konstruktion eines quadratischen Konvergenz-Monitors fuhren
wir, fur die unbekannten theoretischen Grofsen h,, rechenbetonte gultige

Abschatzungen [h ein.

]

Mit @kzhk” s;—hk definieren wir die rechenbetonte a-posteriori
k

Abschatzung: h,:=26,<h,
und, wenn h,,,=0_ h, ist, die a-priori Abschatzung

_ 2 _ h2k+1 hli+1 .
[hk+1]_@k[h ] =20, = < LR
;' h2 hI<+1




Durch die Identifikation von |h,; |~ h,.,|, bekommen wir die
ungefahre Rekursion (k=0,1,2,...):
0,,,~0:<0,<1.

Die Verletzung dieser Rekursion im milderen Fall;

0r:1>0
oder im strengeren Fall:
2
01220,

bricht die gewohnliche Newton lIteration als nichtkonvergent ab.



Abbruchs-Kriterium

Diese affine kontravariante Theorie stimmt mit dem
Abbruchs-Kriterium der Form

|\F(X)|[<FTOL 12.70)
uberein, wobei FTOL eine vom Benutzer vorgeschriebener
Residuums-Fehler-Toleranz-Wert ist.




Rechenbetonter Aufwand

Eine kurze Berechnung zeigt, dass fur einen gegebenen
Startwert x°, die Anzahl q der Iterationen (so dass x=x%""
die obige Abbruchs-Anforderung erreicht) erfullt annahernd:

log FTOL/||F (x°)]
l0g 0,

g~ld (2.71)



Nit anderen Worten, mit einem genigend gutem Startwert
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2.2.2 VVereinfachte Newton
Methode




Zur Erinnerung:

FIOXOME==F(x), xT=x"Laxk, k=012,... (2.72)

Wir analysieren hier die Konvergenz bezuglich der iterativen
Residuen [F(x")], um eine affine kontravariante Nebenform

des Newton-Kontorovich-Theorems zu bekommen
-ohne irgendwelche eindeutige Resultate.



Theorem 2.12:

Sei F:D-®" in C'|D| fiir Dc®" konvex. AuBerdem sei x’eD
ein Anfangswert fur die vereinfachte Newton Iteration.

Es gelte die folgende affine kontravariante Lipschitz-Bedingung:

[F!(x)=F )Vl <wlF () x=xTJHIF ()

fiir x,x’eD, veR" und 0<w<w.

Definieren die Menge
L,:= xeiR”H\F(x)Hs;—w und sei L <D beschrankt.

1

Fur x°eL ist ho::w-|F(x°)||sE

Dann bleiben die Iterierten [x*} in L, und konvergieren gegen einen
Lésungspunkt x*. Die iterativen Residuen [F(x¥)] Normen konvergieren
gegen 0 bei einem geschatzten Wert:

HF<Xk+1>H<l(t ty,4/<1-{1-2h,

JFxfy 2 ’

mit t,=0 und tk+1:h0+%ti, k=0,1,2,....

2.73)

(2.74)



Beweis:

FIX =T 43 X1
:\—F'(XO)[W( f F'(x¥ Lt Ax “dt| Hf ( (X “ytaxk |-F (xo))LW(dtH

P Kt =F (X)X ot
Lw|F'(x%)Ax HHF )(xK= X0+t AxK) | dt

IF (X0 = X0+ 1 (x|

Ll () 2

IF () (= xO)+- 21 (b)) 2.75)

2

=w|[F (x|




Fuhren nun die Majoranten ein:
W[F(x°) X -x° <t

und WIF ) =X =l F () <h,

mit den Anfangswerten t,=0 und h,= 075"

Mit PO == P ) - x =X
=P (X)X xR ) -0
P (X)X F () k=X

und mit [|F(x“)[<w]F(x* ) ||F'(XO)(xk‘l—xo)HJr%HF(xk'l)H bekommen

wir dieselben Majoranten-Gleichungen wie in Kapitel 2.12:

1
tk+1:hk+tl< und h =h +=h

I<12k1

k-1



und mit diesen beiden Gleichungen erhalten wir:

1 1
tk+1_tk:hk:hk—l'(tk—l_l_z_hk—l =(t =t 1) tk—1+2_<tk_tk—1))

. 1 1
(’<tk_tk—1)°2_<tk+tk—1):2_<ti_t2k—1)

Die Umstellung dieser Gleichung erlaubt uns die Anwendung des
Ortega-Tricks:

1 ) 1 ) 1 ) 1 2
tk+1_Etk:tk_z_tk—lztk-l_itk—Z:'":tl_ztoztlzho

Mit der skalaren Gleichung:
1

g(t):ho—t+2—t2:0
erhalten wir wieder

1 1 1 g(t,)
b=t~ 2t2 ~ht ztz ho_tk+2_t/§:_g.(:o>:g(tk):hk



000
und somit glt,.,)<glt,) 5:'
= N1 <hy
k+1 Ko L K
= IFOXET0l<IF (xF)]< > w[F(x")<h,

Damit ist gezeigt, dass die vereinfachten Newton Iterierten {x*]
in L,cD bleiben. Fur die Konvergenz gegen einen Losungspunkt

x*eL, cD konnen die gleichen Argumente angewandt werden,
wie Iim Beweis davor.



Fur die Konvergenzrate benutzen wir die Gleichung
, 1
IF (X <w | F (x| (XO)(Xk—XO)H+5||F X

und erhalten:

IFOXM 01 ok Oy L ‘
<W{F (XX =xT+5w [ F O]
|F(x€)] 2

1

<tx(1-y1-2h,




Konvergenz-Monitor

Fur eine effektive Anwendung dieses Theorems definieren

wir die Residuums-Kontraktionsfaktoren (k=0,1,2,...)
Flxh)) 1
0, = <=(t,+t,.,).

k F(Xk)H 2( k /(-I-l)

Fur k=0 ist der lokale Konvergenz-Bereich charakterisiert

. 1, 1, 1
welches um einiges einschrankender ist als die Bedingung
0,<1 furdie gewohnliche Newton Methode.



