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1 Einfiihrung

Wir betrachten das gewohnliche Newton-Verfahren

F'(zF) Azt = —F(2F), P = aF 4 AxF, k=0,1,.. (1)

Um das Newton Verfahren anwenden zu konnen, muss notwendigerweise F”(z*)~? fiir

jedes z* existieren und beschrénkt sein.

Der Satz sagt folgendes aus:
Gilt die (affin invariante) Lipschitzbedingung, die Beschrianktheit von F’(z)~! und ist
ho = Hx1 — a:OH wo < %, dann folgt quadratische Konvergenz gegen die eindeutige Null-
stelle. AuRerdem bleiben alle Iterationspunkte in der Kugel um x° mit Radius p_ :=

(1= VT = 2h0) /0.

Eindeutigkeit beweisen wir nicht.

Theorem 1.1. Sei F' : D — Y eine stetig Fréchet differenzierbare Abbildung, D C X
offen und konvez. Fiir einen Startwert x° € D sei F'(x°) invertierbar. Gilt

| F'(2%) 1 F(20)|| < o,
|F'(z)""(F'(y) = F'(2))|| <@olly— =  z,yeD, (2)
! 3
5’ ( )
S(z% p_) C D, p— = (1 — /1 —2hg)/wo,

dann existiert die Folge (1¥)pen der Newton Iterierten, bleibt in S(z°, p_) und konver-
giert gegen ein x* mit F(x*) = 0. Fir hy < % ist die Konvergenz quadratisch.

ho = awgy <



2 Beweis

Der Beweis wird mittels Induktion iiber k gefiihrt.

Nach den Voraussetzungen ist F’(2°) invertierbar und beschrinkt. Wir nehmen an F’(z*)

ist invertierbar und beschrankt und die folgende Lipschitzbedingung gelte:
[P F ) - P <@y - 20
Wir definieren die erste Majorante
Wk lly — 2| < he
Um den Induktionsschritt auszufiihren, definieren wir den Operator
By = F'(a®) 7 F (M),

sowie die zweite Majorante
1Bl < B

Ist By, invertierbar, dann ist (mit F’(z*) invertierbar) auch F’(z**1)

invertierbar.

Als Folgerung aus der Lipschitzbedingung fiir £ — 1 und der Definition der zweiten Ma-

jorante erhalten wir zuerst:

@t lly — ol > | @) (F () - F@)|

Bk ly — ol = 6 | F @)1 (F () - F(@))|
Bty = all = | P/ P @ ||| @) - F@)|
B ly =zl > |[F/@H) 7 F @Y D) T ) - Fl@)|

B ly = o] = |[F) 7 (F () — F'(@).

Wir schétzen die rechte Seite mit der Lipschitzbedingung fiir £ ab und erhalten:

Wi < Brwp—1-



Wir wenden jetzt das Storungslemma fiir Operatoren an, um zu zeigen, dass By
invertierbar ist.

Lemma 2.1. Seien A,C lineare Operatoren zwischen den Banachriumen X und Y.
Sei A invertierbar mit ||A7Y|| < a. Ist |[A=C|| < B und af < 1, dann ist auch C

wnvertierbar und es gilt
!

-1
o < 2

Wir wihlen A = I, die Identitét, C' = Bj41, und vergewissern uns, dass die Vorraus-
setzungen des Storungslemma erfiillt sind:
I = Biall = [[F(a%) 1 (F/ (%) — P/(a*+)|| < @ | Ak < by < 3
JAl = 1| =1 < a
(Fir k = 0 ist die Induktionsvorrausetzung mit a8 < hg < % < 1 erfiillt). Aus dem Sto-
rungslemma folgt, dass By invertierbar ist (also auch F'(z**1)), mit HBkle <

T—hy
und wir definieren Gx1:
1
Prer = 7 e (5)

Damit der Induktionsschritt funktioniert benétigen wir, dass (hg) als Funktion von
hi_1 eine Kontraktion ist, denn dann folgt mit dem Banachschen Fixpunktsatz die Kon-
vergenz.

Hierfiir ben6tigen wir folgende Hilfsgleichung:

| (Fw) - Pe) - Flay - o) < 2y - o (6)

Diese Gleichung erhalten wit, indem wir die Differenz der Funktionswerte {iber das Inte-

gral ausdriicken:
y Yy
= / F'(t)dt

durch Substitution mit g(s) = x + s(y — ) erhalten wir:

1
F(y) - F(z) = / F(x + s(y — 2))(y — 2)ds
s=0
und damit:
1
Fly) - F(z) - F'a)(y —2) = / _(Plat sty =) = Fa)(y - 2)ds
1
F/(e5) Y (F(y) - F(x) — F'(2)(y — ) = / F(%) Y (F ( + s(y — 7)) - F'(@))(y — )ds.

=0

Wir schétzen die rechte Seite mit der Lipschitzbedingung ab:

/;0 HF/(CUk)fl(F/(J: +s(y—xz)) — F'(z))(y — x)H ds



<A:HFw%*uwx+ay—mw—Wumww—xww

Lipschitz— Bedingung

1
slﬂwmm+4y—@—wWWy—@H%

. v 2, Wk 2
= _Osuncll(y—x)” ds = —= |[(y — )"

Nun koénnen wir die Konvergenzgeschwindigkeit bestimmen. Da F(z*) = 0 gilt

xk-ﬁ-l_x* _ xk —F/(xk)_lF(.%'k) —*

=Azk(Newton-Iteration)
= 2t PN (FE) - Fa))
F'(a®) " (F'(a") = F(a*) = F'(a®)(@* — ¥))

und mit (6) folgt:
2

ka-i-l —z*

< —||lz" —=x
- 2

Kombination von zwei Newton-Schritten fiir £ und k£ — 1 liefert:

F'(z®)Azk = —F(zF) und  F'(zF" YAzt = —F (2
F/(aF)Az? = —F(a") + F'(«" ") Az"! 4+ F(a*)
Azk = —F'(zF) "V (F(zF) — F'(«* DAL — F(aF1))

Vergleich mit der linken Seite von (6) mit y = z* und 2 = 2*~! liefert:
] < 5 et
Wir schétzen mit (4) und der Majoranten hy_1 ab:
oo <5 ot < s o < Y
Kombination von (7) und (5) liefert uns die Rekursion fiir hy:

172
§hk71

By = —2 k=1
P = hy )2

Wir erhalten die Kontraktionseigenschaft, falls hZf - <L




Anmerkung: f ist eine Kontraktion, wenn: 3\ : Va,y € M, (M, d) metrischer Raum d(f(x)—
f(y)) < Ad(x,y). Man sieht, dass fiir f(x) <z, =z, f(z) > 0 und 0.B.d.A z > y direkt
| f(z) — f(y)|l < ||z — y||, also Kontraktion folgt.

Wir fordern also: .
h shy_
k _ oltk—1 . <1
hi—1 (1 = hg—1)

Fiir die Induktionsverankerung muss also

1

1ho

2
e 1
(1 — ho)? <

gelten, woraus wir hg < % schliefsen.
Wir betrachten noch den Grenzfall hg = %:
Aus der Rekursionsformel folgt direkt hy = % k=1,2,..., mit (5) und (4) folgt dann

ﬂk‘ = 25 wi < kao

Eingesetzt in (7) erhalten wir:

1
lim wy, HAmk‘ < lim 2F@, HAka <=,
k—o0 k—o00 2
woraus die Konvergenz folgt:
. k . 1
lim ‘Aw H < lim — = 0.

k—oo Qk_lw()

k—o0



