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	 ]LF#u!WbZ�EjlLK�KÑF!P(W�¥�ÝØéBË ÷ÞÚ��ù÷ ß�� KOF!U�VnW
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�BÝ���Ú�â "w]�F#T�WbZ
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fOH*W£æ � +;÷ �	MOP3l2QiQYHbKOVtslLKO]�H	KOf ?dW�l2W P�slLU�V�u#F#U�V%]�F!u!W�lLTaH	_�fOH	W�Ý � Ú¡âû÷1B�¤ þ §xZ�õ7F#fOH	_ P(kO_ MOU�VTS
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(*),+.-0/213/24 576�8.-:93/<;=/<>@?A/<-B9C/2>3)D?
-0>E+.-:/GF�-:HI/<>3/2)%9C-J6�;0>3/2KML.)ON.).PRQ�S$)UTVN.)XWO93-0S$)X/<)D/<-:)./<>ZY[6]\
>@-J6�^.;:/<)D6�N�_`1@S$;0KML./G4a-:9E4a/<LX>3/<>@/<)DYb/<>dc6�).+./2>3;0-:KML./<)fehgD-0/<+X/<>3NX4 ;J6�1@13/2),?
-:>EN.).1EQ$S$),+./2>
i /<)%9C>36�;0/2)j(*+./</!+./2>�;0-:)./d6�>3/<)lkm8.8.>@SdnX-:4o-:/<>@^V6�>3W�/<-B9�;0/2-:93/<)peq(*4�Yb/2>3P$;:/<-:KML i NjN.)X13/<>@/<)r^.-01@L./s\>@-0P$/2)ut=)%9C/2>313NXKMLvNX).P$/<)w-:1@9!+X-0/yx�-B9CNV6�93-0S$)z-04{Tq6�;0;0/aQ$S$)|TVN.).W%9C-:S$)./2)}4a/<LX>3/<>@/<>~Y[6�>@-J6�^X;0/<)
)ON.)rL.-0)XP$/<P$/2)G+./<NX93;0-:KMLjW�S$4a8.;0- i -:/<>@93/<>2�f+V6E+.-:/~;0-:)./d6�>@/<)jk=^.^.-0;:+.N.).P�/<)G-0)j+./2>�4o/2L.>3+X-04a/<)�\1@-0S$)V6�;0/<)ox�-B9CNV6]9C-0S�)!/<-0)X/�+./<NX93;0-:KMLo>@/<-0KMLXLV6�;:93/<>@-0P$/2>3/�xv93>3N.W%9CNX>[^q/<1@-:9 i /<)o6�;:1�+.-0/21[^q/<-V)ON.>[/<-:)./<>Y[6�>@-J6�^X;0/<)E+X/<>�T�6�;0;I-01@9<e
gD-0>h^q/<P$-:).)./2)�-:)yk=^.13KMLX).-:9@9��74a-:9�+X/<4���/2P$>3-BH�+./2>=F�-BHf/2>3/2) i -:/<>3^.6�>3W�/<-:9<e

� �������������#���������#�7��� �����!�@���Z���7�!���
(*)�+.-:/<13/24�k=^.13KMLX).-:9@9b^I/s9C>C6�KMLO93/<)�?
-0>��[�~N.).+!�b w6�;:1¡).S$>@4o-:/<>@93/AYb/2WO93S$> c6�N.4o/�N.).+a¢j£X¤¦¥
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-0>3+¬+.6�).)}+./<>~Yb/2WO93S$>3>36�N.4{7®¯�b�p°@�[ �±s�²+./<>�³�6�N.4´6�;0;:/<>`;:-0)./<6�>3/2)¬km^.^X-0;0+XN.).P$/2)
Q�S$)��b�j-0)l�b ��f1@/<-0)f�I?A/<;0KMLX/<)j?
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Q�/<>31@/<L./2)pe�F�-0/!�A/29C>36�KML%9CN.)XP$/<)r-0)jk=^.13KML.)X-:9397Ym(Me¸µ§-:4o8.;:- i -0/<>@/<)p�q6�N�_¯P$>3N.)X+r+X/<>7¹�).+.;:-0KML.W�/<-:9+./2>�F�-:4o/2).13-:S$)./2)p�$+V6�1@1»º@/2+./=;:-0)./<6�>3/�k=^.^.-:;0+.N.)XP#� � ¥¼�   1@93/293-0P#N.).+§+.6�131A7®¯� � °3�   ±�/<-:)
�h6�)V6�KML.>36�N.4½-01¾9de
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N.)X+

;:-04åsæhåàç
ß.®ÞÎI±

è ÎoäRÎ�Ï è á,é
P$-:;:9<e

�ëê�ì



���$é �������
	������������������������	�� �!����#"%$&�('!�&)+*,��$-���������.�����-/�!�(0&�������"%$(���
ÂVÃ�132~Ç54zÇ7698;:�É=<�ÇvÉbÃ 6%±=km;:1?>=S�>34Ñ6�NX_b�b��? c6�L.;:/<)�?
-0>m+.-0/!¹�N.WO;:-0+.-:13KML./@>�S$>34yeIgD-:>m).S]\
93-0/2>3/<)�º@/2+.SvKMLp��+V6�131E+.-:/lS$^.-:P$/�F�/s¨V).-B9C-0S�)Ý)V6�KMLBA�LX/<S$>@/<4 Ym(Me:��e:�ÌéRNX)V6�^.L c6�).P$-0P�Q$S$)w+./2>
P�/2? c6�L.;B9C/2)C>�S$>34	-01@9<e
^V±ED�-0;B9?F}áHG á��$�ã1@S�-:1@9#+.-:/aS�^.-0P$/�F�/s¨V).-B9C-0S�)jW�S$).1@-01¾9C/<)%9`4o-B9�+./<>Þº@/<).-:P$/<)z6�N.1#576�8.-B9C/<;
(�Y`e:��e
Kd±m(*1@9�¢|£p¤�ª��b��¥ �b '-0)�Î�Ï~ÐÆ¤ +X-:HI/<>3/2) i -:/<>@^V6�><�I13S -01¾9�+.-:/~;0-:)./d6�>@/~km^X^.-0;:+.N.).PZÜ'-:)F�/s¨V).-B9C-0S�)j�$e:�7/2-0).+./2NX9C-:P�^I/21@9C-:4o4�9d��QvP$; e.+.-:/ ct=^.N.)XP$/<)pe
+V±`F�-0/o/<-0)X+./<NX93-0P�^q/<1¾9C-:4o4`93/§k=^.^.-0;:+.N.).P�Ü½6�N.1�F�/s¨V)%9C-:S$)Æ�$eB�ZL./2-0Ò�9!+X-0/�I�Ú#J0ÖsÔ K�LvØ5MESv+./2>
+.6�1�N7Ô Õ�Ös×CÖsØOK ÔÄÛPJ%Q$S�)j¢�-0)EÎ�ÏÌeXgD-:>�13KML.>@/<-0^q/<)

Ü¦á«¢RQ¯®¯Î�ÏM± Sv+./<>
Ü¦áTSE¢²®¯Î�Ïà±VU
/d±#g�c6�L.;B9!4o6�)R-0)�� � N.).+¬�   W]6�).S$).-:13KML./Z�h6�13/2)p�¡1@SG?
-:>3+¬Ü¿Ð«�®¯� � °@�   ±�+.NX>3KML}/<-0)X/
©�6�9C>@-Bnr®�WYX[Z<±  ]\�� ^q/<1@KML.>3-:/<^q/<)peqT=cNX>hÎ�Ðl� � P$-0;B9h+V6�).)

Ü=ÎEá
^____
`

W&a�a bcbdW&a �bbbW   aebcbfW  ��

g#hhhh
i

^____
`
Îjabbb
Î �

g#hhhh
i U

(*4{TVS$;0P�/<).+./2)R-0+X/<)%9C-B¨ i -:/<>3/2)R?
-0>�1@9C-:;0;:13KML%?�/2-0P$/2).+¬/<-:)./§;:-0)./<6�>3/okm^.^X-0;0+XN.).P�Ü	4o-B9`+./2>!13-:/
+.6�>31¾9C/<;:;0/2).+./<)l©l6�93>3- nr®kWYX[Z2±se
ÂVÃ�lm2~ÇvÊ�n#o²Ê¯Ç5p¾Ã ¹�1�13/<-rq�á�®�s�XtZ<±7Ðvu � ®¯��±~/<-:)./!1xwv4a4o/s9C>@-013KMLX/§©�6�9C>@-BnlN.).+z¢|£q�b�r¥ �
+X/2¨V).-:/<>¾9=+XN.>3KML

¢¡®ÞÎI±�£¶á�®ÞÎzytq�ÎI±�£¶á �{X}| Zx~(a s�X[ZMÎOXJÎ5Zë°
?AS$^q/<-7®�bky�b ±#+.6�1ax�W]6�;J6�>38.>@S�+.NXWO9~6�NX_
�b�¬^q/ i /2-0KML.)X/29debF�6�).)¬P$-0;B9�_ cNX>`Î�ÏÌ°V�,Ð¦�[�RN.).+¬ÎDáÎ�Ï²âm�yÐl�b�
¢²®¯ÎI±báU¢¡®ÞÎ�Ï¡â3��± á ®¯Î�Ï²âm��ytq�Î�Ï²â3q��q±bá�®¯Î�ÏYytq#Î�Ïs±ãâU®¯Î�ÏYy q@��±ãâU®k��y q�Î�Ïà±� �#� �~-����� åàçV� ���

â�®���y q@��±
á ¢¡®¯Î�Ïà±ãâ|µ.®kq#Î�ÏYy ÎoäRÎ�Ïs±ãâU®¯ÎoäRÎ�ÏYytqZ®¯ÎoäRÎ�Ïs±3±� �#� �~&��� å��
á ¢¡®¯Î�Ïà±ãâ¦®�µPq#Î�Ïs±���bv®¯ÎZä�Î�Ïs±ãâ}ßX®¯ÎI±�U

©y-:9
+./2>��h6�N.KML�wO\ x�KML%?h6�> i 1@KML./<)�t=)XP$;0/2-0KMLON.).P�_¯S$;0P�9
y ßX®¯ÎI±�y7� è Î§äRÎ�Ï è b è qE®ÞÎZäzÎ�Ïs± è



� ���}�;���V�������������Y�!�V�������!���0�'!�&)&��� �����
N.)X+�/21=P$-:;:9 y ßX®¯ÎI±9y

è ÎZäzÎ�Ï è � è qE®¯ÎoäRÎ�Ïs± è åsæhåàçäI¥ éX°
+V6 q £f�b�r¥ �b�r1@9C/s9C-:Py-:1@9	�fQvP$;�ep+X-0/ ct=^.NX).P$/<)fe»F�6�L./<>7-:1@9�¢R-0)jÎ�Ï�Ð|�b�r+.-:HI/<>@/<) i -0/2>3^V6�>N.)X+�/21=P$-:;:9

¢ Q ®ÞÎ�Ïs±[á�®�µPq#Î�Ïs± � Ðl7®¯� � °3��±=á�®¯� � ± Q U
ÂVÃ�
����Ë��VÃ���� K»¤�ªÆ�[��� Õ�ÖsØ,LvØqÓ7¢G£�¤U¥ �b �ÖsÔÞØfÖ=ÔÞØaÎ�Ï�Ð�¤	Ó�Ô Õ�Ös×CÖsØvÙ<Ô�Ös×2ÚMÛ�×CÖ��jLvØ�� KÄÔ��]Ø��
� �aÔ � K²¢}ÔÞØZÎ�Ï � K*Ö�K Ô M��
 �Ö"!�ÖsÔ � eXT cN.>�Î�Ðr¤&P$-0;B9

¢¡®ÞÎI±báU¢¡®ÞÎ�Ïs±ãâÝ¢�QÞ®¯Î�Ïs±�bv®¯ÎoäRÎ�Ïs±ãâ}ßX®¯ÎI±
F�6 +.-0/a;0-:/<)V6�>3/�km^.^X-0;0+XN.).P�¢ Q ®ÞÎ�Ïs±7).6�KMLuxX6�9 i Ym(Me¸µve��y1@9C/s9C-:P�-:1@9�N.).+z+.6�;0-:4 åsæhåàç ß.®ÞÎI±7á�é
P$-:;:9<�v_¯S$;:P�9h;:-04 åsæhåàç ¢²®¯ÎI±bá«¢¡®ÞÎ�Ïà±s�X?A/<;:KML./<1
)V6�KML�xX6]9 i Ym(Me¸µ�e$#�^I/2+./<N�9C/29<�V+V6�1@1�¢j-:)ZÎ�Ï
1@9C/s9C-:P-:1@9de

%
��/s9C>36�KML%9C/29#4o6�)�/2-0)./~-:)lÎ�Ï~ÐÝ¤�+.-:HI/<>@/<) i -0/2>3^V6�>@/!TVN.).W%9C-:S$)r¢¬£ã¤�¥ �b ~�f1@SE-0)%9C/2>3/21313-:/<>¾9
4o6�)j13-:KMLG)V6�9 cNX>3;0-:KMLl_ cN.>�+.-:/!TV>C6�P�/��I?
-:/~4o6�)j+.-0/`km^.;:/<-:93N.).P ¢ Q ®¯Î�Ïs±�Ðu7®¯�b�I°3�b 7±=W�S$).WO>3/s9
^q/<>@/<KML.)./2)uW�6�).)pe»gD-0>�Q�/<>¾_¯S$;0P$/2)R^q/<-[+./<>`��/d6�)%9*?AS$>@93N.).PG+.-:/<13/2>~TV>C6�P$/o+X-0/o_¯S�;0P$/2).+./a(*+./</�£
F�6l¢ Q ®ÞÎ�Ïs±#;0-:)./d6�>#-:1@9<��P�/<)²cN.P�9!/<1~¢ Q ®ÞÎ�Ïs±�6�NX_h/<-0)X/<>~��6�13-:1'&)(�aà°�U�U�U2°*( �,+ +X/<1`� � i NRW�/2).)./2)pegD-:>�^I/2>3/<KMLX)./<)�+.6�L./<> i N.)»c6�KML.1¾9�¢ Q ®¯Î�Ïs±-(o_McN.>�/2-0).(ZÐl� � 4a-:9�(0/á¦éXe1�-0/<> i NG13/s9 i /<)�?
-:>�Î�á'Î�Ï[â32-(�4o-B942#Ð}��ebF�6�¤ S�Hf/2)r-:1@9<�p/sn�-01¾9C-:/<>@97/2-0)65.7�é��p13Sy+V6�1@1
ÎlÐ�¤�-01¾9�_ cN.>
6�;0;:/42h4a-:9�y 2�y98:5Oe�F�6�L./2>�P$-0;B9h4a-:9�+X/<)��A/ i /2-0KML.)ON.)XP$/<)l6�N.1�F�/2¨V)X-:9C-:S$)j�$eB�

¢ Q ®ÞÎ�Ïs±;(~á ¢¡®ÞÎ�Ï¡â<2-(X±²ä}¢²®¯Î�Ïà±
2 ä ßX®¯ÎI±2 U

F�6!;0-:4>= æ Ï
��� å��= á,é�P�-0;:9<�X/2>3LV6�;B9C/2) ?
-:>

¢ Q ®¯Î�Ïà±-(�á,;:-04= æ Ï ¢¡®¯Î�Ï²â?2-(�±²ä}¢¡®ÞÎ�Ïà±
2 U

F�-:/<1�4aS�9C-BQ�-:/<>¾9�+.-0/�_¯S�;0P$/2).+./7F�/2¨.).-:93-0S$)pe

ÂVÃA@'Å Ç%È²É ÊÞËëÊ¯ÍqÉ[Ã ¹�1 13/2-`¤ ª¼�b�DS�Hf/2)p��¢�£`¤ ¥ �b  /2-0)./GTVN.).W%93-0S$)p�AÎ�ÏÝÐÑ¤ NX).+
(ZÐ��[�CBD&]é + eV¹²n�-01¾9C-:/<>@9

S�E<¢¡®ÞÎ�Ïà±h£¸á,;0-04= æ Ï ¢¡®ÞÎ�Ï â?2-(�±²ä}¢¡®¯Î�ÏM±
2 Ð��   °

1@SoL./2-0Ò�9 SFE<¢¡®ÞÎ�Ïà±h+.-0/>G
Ô�H�I5K�LvØ5M � Û%Ú#J0ÖsÔ KkLvØ5MmQ$S$)l¢G-:)ZÎ�Ïm-:)�³
-0KML%93N.).PJ(�e



���%µ �������
	������������������������	�� �!����#"%$&�('!�&)+*,��$-���������.�����-/�!�(0&�������"%$(���
ÂVÃ�� � �XË��VÃ�� �F� ÖsÔ¡¢|£»¤�ª&�[�G¥ �b  ÖsÔÞØfÖ�Ó�Ô Õ�Ös×MÖsØvÙ<Ô�Ös×2ÚMÛ�×CÖ �jLvØ�� K Ô��]Ø�ÔÞØlÎ�Ï!ÐÆ¤F� N�Û�ØVØ
Ö��$Ô � KÄÔ�Ös×VK�SFE<¢¡®ÞÎ�Ïà±��	�Lv×�ÛPJ J0Ö�(§Ðl�b� B,&]é + L�ØqÓyÖ � M�Ô J K

SFEd¢²®¯Î�Ïà±bá SE¢²®¯Î�Ïà±�b�(RU
 mÖ"!�ÖsÔ � e.T=cN.> ( /áUé!P$-0;B9

¢¡®¯Î�Ï²â?2-(�±báU¢²®¯Î�Ïs±ãâ3SZ¢¡®¯Î�Ïà±2® 2-(�±ãâ}ßX®¯Î�Ï â<2-(X±
4a-:9h;0-04C= æ Ï

��� åàç�
 = E �� = E � áUéXeVF�6�LX/<>�P$-:;:9
¢²®¯Î�Ï â?2-(�±²ä}¢¡®ÞÎ�Ïà±

2 áTSE¢¡®ÞÎ�Ïs±;(�â ßX®¯Î�Ï â?2-(�±
2 °

?A/<;:KML./<1
_àcN.>�2b¥ é!+.-0/#��/2LV6�N.8�9C-0)XPa-:4o8X;0- i -0/2>@9de %
¹�1»13/2-%6�)7+.-:/<13/2>�xv9C/2;0;:/�6�).P$/24o/2>3W%9d�<+V6�131»+.-:/�t=4aW�/2L.>3NX).P=+X/<1ãS$^.-:P$/<)�xX6]9 i /21ã-04¦km;0;:P$/<4a/<-:)./<)_Ä6�;013KMLy-01¾9deV�A/29C>36�KML%9C/#L.-0/2> i N i N.4���/2-0138X-0/<;f+.-0/7TVN.).W%93-0S$)�¢j£�� � ¥ �«P$/<P$/2^I/2)�+XN.>3KML

¢¡®¯Î»°�.±�£¶á�� å����å � 
�� � ®¯Î»°�.±D/á ®ÄéX°Mé%±
é 13S�).1@9<e

gD-:>ELV6�^q/<),-0),F�/2¨.).-:93-0S$)��$e¶êR+.-0/G³
-0KML%93N.).P$136�^.;0/2-:93N.).Pu/<-:)./<> TVN.).W%93-0S$)D^q/ i cNXP$;0-:KML¦/2-0)./2>^q/<;:-0/2^.-0P$/2)u³�-:KML%9CN.).Pr+./s¨V).-0/2>@9<eAF�-:/Zkm^X;0/<-B9CN.)XPr-:)}³�-:KMLO93N.).Pr+./<>o5�S�S�>3+.-:)V6�9C/2)V6�KML.1@/<)}-01¾9
Q�S$)y^I/213S$).+X/<>3/2>�gD-:KML%9C-0P�W�/<-B9de

ÂVÃ��RÅ Ç%È²É ÊÞËëÊ¯ÍqÉ[Ã 6%±=T cNX>�+.-0/�km^.;:/<-B9CN.).Po-0)j³
-0KML%93N.).PE+./2>�5�S�S$>@+.-0).6�9C/2)V6�KML.1@/<)���Z�_ cN.>��Eá
��°�U�U�U2°�Fj13KML.>@/<-:^X9�4§6�)

� Z2¢¡®¯Î�Ïs±�£¶á � ¢� Î5Z ®ÞÎ�Ïà±h£¸áTS�� �s¢¡®¯Î�Ïs±�á¦;:-04= æ Ï ¢¡®ÞÎ�Ï¡â<2!��Z2±¡äu¢²®¯Î�Ïs±2 ° � �"���BF °
NX).+�)X/<).)%9 � Z2¢¡®ÞÎ�Ïà±h+.-0/�#XÛ�×VKÄÔ�Ö�J J0Ö I�Ú#J0ÖsÔ KkLvØ5M7Q�S$)l¢j-:)EÎ�Ï=^q/ i cN.P$;0-:KML$��Z]e
^V±a¹�-0)X/�TVN.)XWO93-0S$)Ý¢�£�¤ ªÁ�b�,¥ �b ÑLX/<-0Ò�9o-:)¬Î�Ï%#XÛ�×VK Ô�Ö�J J
Ó�Ô Õ�Ös×CÖsØvÙ<Ô�Ös×2ÚMÛ�×à�²?A/<).)w6�;0;0/
8.6�>@93-0/<;:;0/2)ak=^.;0/2-:93N.).P$/2) � a3¢¡®¯Î�Ïs±à°�U�U�Us° � � ¢²®¯Î�Ïà±�-0)aÎ�Ïh/sn�-01¾9C-:/<>3/2)���6�)V6�;:S$P7L./<-:Ò�9�¢ -0)�Î�Ï � K*Ö�K Ô M#XÛ�×VKÄÔ�Ö�J J Ó�Ô Õ�Ös×MÖsØvÙ<Ô�Ös×2ÚMÛ�×à�X_Ä6�;:;01�6�;0;0/�8.6�>@93-0/<;:;0/2)yk=^.;0/2-:93N.).P$/2) � Z2¢G-:)yÎ�Ï=/sn�-01¾9C-0/2>3/2)lN.).+�1@93/29C-:P
1@-0).+fe

¹²n�-01¾9C-:/<>@9 � Z2¢¡®¯Î�Ïs±A_ cNX>�/2-0)&�§ÐR��°�U�U�Us°�F²�V1@SoP�-0;:9
� Z<¢¡®ÞÎ�Ïs±�á�;0-:4�sæ Ï ��(' ¢¡®¯Î aÏ °#U�U�U<°@Î Z*)OaÏ °@Î Z Ï â3�ã°@Î Z 
 aÏ °�U#U�U<°3Î �Ï ±²ä}¢¡®ÞÎ�Ïà±�+



� ���}�;���V�������������Y�!�V�������!���0�'!�&)&��� �����
+pe Lpeq¢�-01¾9
P$/<).6�N�+.6�).)y-0)EÎ�Ï=8.6�>@93-0/<;:;f^q/ i cN.P$;0-:KMLyÎ5Z=+.-:HI/<>@/<) i -0/<>@^V6�>2�X?�/2).)l+X-0/�km^X^.-0;:+.N.).P

2��¥ ¢¡®¯Î aÏ °�U#U�U2°@Î Z*)OaÏ ° 2à°@Î Z 
 aÏ °�U#U�U<°3Î �Ï ±
6�;:1
TVN.).W%9C-:S$) /<-0)X/<>hY[6�>@-J6�^.;:/<)E-:) Î Z Ï +.-:HI/<>@/<) i -0/2>3^V6�>�-:1@9<e
g c6�LX;:9�4o6�) -0)Z�b� N.).+ �b �+.-:/�W�6�).S$).-:13KML./2)l�h6�13/<)yN.).+ -:+./<)%9C-B¨ i -:/<>¾9
Ü�Ð�7®¯�b�f°3�b �±�4a-:9+./2>=©l6�9C>@-BnG®kWYX[Z2±  �\�� �V1@So/2>3L c6�;B9�4o6�) +.-0/�_¯S$;:P$/<)X+./7F�6�>31¾9C/2;0;0NX).P!+./<>
k=^.;0/2-:9CNX).P.e
ÂVÃ�� ����Ë��VÃ ��� K7¢'á ®�¢Yas°�U�U�U2°à¢   ±�£#¤ ª´�b��¥ �b  ÖsÔÞØfÖ�ÔÞØ}Î�ÏuÐ�¤ Ó�Ô Õ�Ös×CÖsØvÙ<Ô�Ös×2ÚMÛ�×CÖ
��L�Ø�� KÄÔ��]Ø�� � ��M�Ô J K

¢ Q ®ÞÎ�Ïs±bá
^____
`

���
	� å 	 ®ÞÎ�Ïà± b�b�b ���
	� å�� ®¯Î�Ïà±����������� å 	 ®ÞÎ�Ïà±eb�b�b ����� å � ®¯Î�Ïs±
g#hhhh
i
 �\��

U

 �Ö"!�ÖsÔ � ev6%±bT cN.>h¢�a�£X¤&ªÆ�b�§¥¼�¦N.).+,�§á ®��(aà°�U#U�U<°V� � ±�Ðl�b�Z4a-:9 �Zá�� �Zx~(a ��Z ��Z�P$-:;:9[+.-0/
F�6�>@1@93/<;0;:N.).P

SE¢�as®¯Î�Ïs±��oá �{ Z�~(a ��Z�SZ¢�a2®ÞÎ�Ïs±���Z a�� �á �{ Zx~(a � Z2¢�a2®ÞÎ�Ïs±���Zë°
N.)X+�/2^I/2).13SoP$-0;B9h/<-:)./#6�)V6�;:S$P$/�F�6�>31@93/<;:;0N.).P~_ cNX>�¢ �Ì°�U�U#U<°à¢   e^�±AF�-0/�S$^.-0P�/�F�6�>@1@9C/2;0;:N.).P�_¯S�;0P�9[)ON.)p�.+.6`+.-0/mTVN.).W%9C-:S$) ¢yá�®�¢Yas°�U�U�U2°à¢   ±b-0)§Î�Ï�P$/2)V6�NE+V6�).)+.-BHf/2>3/2) i -:/<>3^.6�>�-01¾9d�X?A/<).)!º@/<+./�5�S�S�>3+.-:)V6�9C/2)X_¯N.).W%93-0S$)y¢�Zm-0)EÎ�Ï�+.-:HI/<>@/<) i -0/<>@^V6�>�-:1@9de %
ÂVÃ���ÅEÇ%È¡É�ÊÞËëÊÄÍqÉbÃ 6%±�F�-0/m-0)yxX6�9 i �$e��~+./2¨V)X-0/<>¾9C/�©l6�93>3- nZL./2-0Ò�9��.Û9H���Ú<Ô��aÛPKÄ×àÔ ��S�+./2>4�jLvØ�� KÄÔ����
ØqÛPJ��aÛPKÄ×àÔ �7Q�S$)�¢�-:) Î�ÏÌe
^�± D�-0;B9�G½á��$�.13SaL./2-0Ò�9

P$>36�+�¢¡®ÞÎ�Ïs±�£¸á! � ¢� Îja ®ÞÎ�Ïs±s°�U#U�U<° � ¢� Î � ®¯Î�Ïs±
"R°
+./2>$#h×3Û%Ó�Ô�ÖsØOKpQ�S$)l¢j-:)EÎ�ÏÌe&%ã/29 i 9C/2>3/<>
?
-0>@+y6�N.KMLl4a-:9('§¢¡®ÞÎ�Ïs±h£¸áDP$>C6�+�¢¡®ÞÎ�Ïs±�^I/ i /2-0KML.)./s9de
ÂVÃÄÂ*) 2~Ç 4�Ç5698;:�É�<�Ã (*1@9�¢r£V¤ ªD� � ¥ �&-0) Î�Ï�Ð¬¤�+.-:HI/<>@/<) i -0/<>@^V6�>2�q1@S i /<-0P�9+'o¢¡®¯Î�Ïs±h-:)³
-0KML%9CNX).Po+X/<1
1@93/<-0;:1@93/<)ykm).1¾9C-0/2P$1
N.).+rä+'o¢¡®¯Î�Ïs±�-:)y³�-:KMLO93N.).Pa+./<1
1¾9C/<-:;01¾9C/<) k=^X_Ä6�;0;:1hQ$S$)l¢ e
F�-:/<1h_¯S$;:P�9
6�N.1
+./2> �h6�N.KML�w%\¾x�KML%?�6�> i 13KML./2)zt�).P$;0/2-0KMLON.).PX�V+./<).) _ cN.>�(ZÐ��[� B,&]é + P$-0;B9S�E<¢¡®ÞÎ�Ïs±�á SE¢¡®ÞÎ�Ïà±�b�(!á�®ÄP$>36�+�¢¡®ÞÎ�Ïà±9y (X± � è P�>C6�+�¢²®¯Î�Ïà± è%è ( è
N.)X+�+V6�1�D�;0/2-0KML.LX/<-:931 i /<-0KMLX/<)yP$-0;B9hP$/2)V6�Ny+V6�).)p�.?A/<)X)lP$>36�+�¢¡®ÞÎ�Ïà±bá-, (§_àcN.>�/<-:).,0/Dé�-:1@9<e



��� # �������
	������������������������	�� �!����#"%$&�('!�&)+*,��$-���������.�����-/�!�(0&�������"%$(���
�A/29C>36�KML%9C/s9m4o6�) i N.4���/<-:138.-:/<;p+.-:/#T�NX).W%9C-0S�)l¢�£$����¥ �&P$/2P$/<^q/<)y+.N.>@KML

¢¡®¯Î»° q°��%±�£¶á,Î � 13-:) 
µ â � ��� °

1@So-:1@9
+./2> D7>36�+.-0/2)%9�Q$S$)l¢�P$/<P$/2^I/2)�+XN.>3KML
P$>C6�+V¢¡®ÞÎ»° I°��%±�á ®�µëÎm1@-0) 

µ °
Î �
µ K<S$1


µ ° � � ��� ±�U

(*4 T�S�;0P$/2).+./<)w?AS$;0;:/<)Æ?
-:> 57>@-:93/<>3-:/<)Æ_ cN.>E+X-0/GF�-:HI/<>@/<) i -0/2>3^V6�>@W�/2-:9EQ$S�)UTVN.).W%93-0S$)./2)¦¢	á
® ¢�as°�U#U�U2°M¢   ±�£X¤&ªw�[�o¥ �b «-:4	À�N.)XWO93/�Î�Ï=Ðz¤¦/2)O9*?
-:KMW�/2;0)p�V+.-:/m/2-0)X_Ä6�KMLX/<>�L.6�).+ i N.LV6�^q/<)1@-0).+�6�;:1�F�/2¨V)X-:9C-:S$)j�$eB�$eR>=S�9*?�/2).+.-0P�/<>@?A/<-:13/#4 cNX1313/2) i N.) c6�KMLX1@9�6�;0;0/m8V6�>@93-0/2;0;0/2)Zkm^X;0/<-B9CN.)XP$/<)� ¢��� Î5Z ®¯Î�Ïà±à° �`á��$°�U�U#U2°�F �
	aá��$°�U#U�U<°�Gj°
/àn�-01@93-0/2>3/<)f�f6�)X13S$).1¾9C/2)G? c6�>3/!¢r-0)�Î�Ï�)X-0KML%9�+.-BHf/2>3/2) i -:/<>3^.6�><eITV/<>3)X/<>m-:1@9=/<1m_ cNX>m+.-:/~F�-:HI/<>@/<)�\
i -0/2>3^V6�>@W�/2-:9
/<-:)./<>�TVN.).W%93-0S$)�¢�/<^q/<)X_Ä6�;0;01�)XS�9*?�/2).+.-:P.�V+V6�1@1

;0-:4åsæhå ç
ßX®¯ÎI±

è ÎZäzÎ�Ï è á¦é _àcN.>�ß.®ÞÎI±h£¸á¦¢¡®¯ÎI±¡äu¢¡®ÞÎ�Ïs±²äRÜ!®ÞÎZäRÎ�Ïà±

P�-0;:9<��?AS$^q/<-ãÜ¦áU¢ Q ®¯Î�Ïs±hP$/213/29 i 9�-01¾9de¹�1=-01@9=-0)%93/<>3/213136�)%9 i N�^I/24o/2>3W�/2)p�f+.6�131=+.-0/�¹²nX-:1@93/<) i 6�;0;0/2>
³�-:KML%9CN.).P�1C6�^.;:/<-B9CN.).P�/<) SFE<¢¡®ÞÎ�Ïs±
_ cNX>�(EÐ��b� B,&]é + )XS�KML�).-0KML%9=/<-0)X4§6�;f+.-0/#xv93/293-0P$W�/<-:9
Q�S$)j¢j-0)EÎ�Ï�-:4o8.;:- i -0/<>¾9dev¹�-0)CD7/2P$/<)O^q/<- \
1@8.-0/2;ãL.-0/2>@_McN.>�-:1@9
+.NX>3KMLl+X-0/7TVN.).W%9C-:S$)

¢�£$� � ¥ ��°à¢²®¯Î»° X±�á�� �$°U_ cN.>�é�8  8}Î �
éX°«1@S$).1@9

P�/<P$/2^I/2)pefF�6�).)l/ànX-:1@93-0/<>¾9�SFE<¢¡®ÄéX°Mé%±�_ cN.>=6�;0;:/ (�Ðj� � 4a-:9�(6/á&é��I6�^I/2>�¢G-01@9=).-:KMLO9=1@93/293-0P§-:)
®ÄéX°Mé%± �XQvP$;�e.6�N.KMLy+.-0/ ct�^.N.).P$/2)pe
¹�1�P$-0;B9vº@/2+.S�KML#+V6�1ã_¯S$;:P$/<)X+./[57>@-:93/<>3-:N.4ye	1�-0/<>@^I/2-%)./<)X)./<)#?
-0>ã/<-:)./�+.-BHf/2>3/<) i -0/2>3^V6�>3/[TVN.).W%9C-:S$)¢j£�¤U¥ �   6�NX_»/2-0)./2>�S�HI/<)X/<)�©�/<)XP$/�¤&ªÆ� � � K*Ö�K Ô MoÓ�Ô Õ�Ös×CÖsØvÙ<Ô�Ös×<ÚMÛ�×�-:)oÎ�Ï=Ð�¤���_Ä6�;:;01[-0L.>@/
k=^.;0/2-:93N.).P+SE¢�£�¤U¥¼7®¯�b�p°@�� 7±s°@Î �¥ SE¢¡®¯ÎI±�-:)EÎ�Ï=1¾9C/293-0P�-01¾9de
ÂVÃÄÂ�Â ���XË��VÃ � � � ÖsÔ�ÖsØ|¤´ªÁ� � � Õ�ÖsØ���Î�ÏGÐ'¤ L�ØqÓj¢�£
¤ ¥ �   ÖsÔÞØfÖ �jLvØ�� K Ô��]Ø ��N7Ô�Ö��� J MvÖsØqÓvÖsØ I�L ��� Û�MvÖsØ � ÔÞØqÓ �Û�#L�Ô��]ÛPJ0ÖsØOK��
Ô��r¢|Ô � K � K*Ö�KÄÔ MEÓ�Ô Õ�Ös×MÖsØvÙ<Ô�Ös×2ÚMÛ�×�ÔÞØoÎ�Ï �
ÔÞÔ�� I�J J0Ö #XÛ�×VK Ô�Ö�J J0ÖsØ I�Ú#J0ÖsÔ KkLvØ5MvÖsØ ��� �� å
� ®¯Î�Ïs± �!á&�$°�U�U#U<°�Gj°�� á��$°�U#U�U2°�FDÖ��$Ô � KÄÔ�Ös×CÖsØCLvØqÓ � ÔÞØqÓ

� K Ö�KÄÔ M§ÔÞØZÎ�Ï)�



� ���}�;���V�������������Y�!�V�������!���0�'!�&)&��� ���$ê
 �Ö"!�ÖsÔ � e
-J±�� -:-Þ±s£v_¯S$;0P�9h+.-:>3/<W%9=6�N.1=xX6]9 i �$e �Xe-:-Þ±��¼-Þ±à£�gD-0>�^q/<4a/<>@W�/<) i N.) c6�KML.1@9<��+.6�131�¢ZP$/<)V6�N.No+.6�).)§-:)!Î�ÏA+.-BHf/2>3/2) i -:/<>3^.6�>b-01@9<��_Ä6�;:;01�6�;:;0/TVN.).W%93-0S$)./2)y¢�as°�U#U�U2°M¢   -:)§Î�Ï
+.-:HI/<>@/<) i -0/2>3^V6�>A13-:).+peXgD-:>�^q/29C>36�KML%9C/2)y+.6�L./<>�S$��+.k�TVN.).W%93-0S�\)./2)�¢j£X¤&ªÆ�b�§¥¼��e
T cNX> �Zá ®��(aà°#U�U�U<°�� � ±hÐl�b� 13/s9 i /2)�?
-:>�dÏ=£¶á,Î�ÏÌ°��!a�£¶á �dÏ²âm�(a��!as°�����£¸á �!a»â3�O�*���<°�U�U�U2°�� � £¸á � � )Oapâm� � � � á,Î�Ï¡â3�jU

F�6�)X)§-01¾9 è Î�Ïpä ��Z è � è � è _ cN.> �!áUéX°�U#U�U2°�F²ev¹�1�P$-:;:9b6�;:13S ��Z�Ð�¤D_ cN.>A6�;0;:/��~áUé�°�U�U�U2°�F²�$_Ä6�;:;01��)ON.>
P$/2) cN.P$/2).+yWv;:/<-:)y-:1@9
N.)X+�+./2>=©�-:9@9C/<;B?�/2>@931C6�9 i 6�N.1�5#6�8.-:93/<;p(�Y`e¸µ!-04a8.;0- i -:/<>@9
¢¡®¯Î�Ï²âm��±²äu¢¡®ÞÎ�Ïs± á ¢¡® � � ±²äu¢¡® � � )Oa3±ãâ|¢¡® � � )Oa@±²äu¢¡® � � )5�s±ãâ U#U�UÌâ|¢¡® �!a3±²äu¢²® �dÏs±

á � ¢� Î � ®�� � ±�b�� � â � ¢� Î � )Oa ®�� � )Oa@±x� � )Oapâ U�U#Uëâ � ¢� Îja ®�� a@±��(a® �$e:�Ì±

_ cN.>
P$/2/<-:P$)./293/���ZmÐ¬® ��Z*)OaM°���Z<±àe
F�/21@?A/<P$/2)lP$-:;:9

y ¢¡®ÞÎ�Ï âm��±¡äu¢¡®¯Î�Ïs±²äzP$>C6�+l¢¡®ÞÎ�Ïà±�b ��y � �{ Zx~(a y � ¢� Î5Z ®���Zs±²ä � ¢� Î5Z ®¯Î�Ïs±�y9b-y[��ZYy
N.)X+�1@S$4o-B9

�
è � è y ¢¡®¯Î�Ï âm��±¡äu¢¡®ÞÎ�Ïs±²ä¬P$>C6�+l¢²®¯Î�Ïà±�b ��y5� �{ Z�~(a ���� � ¢¡®���Z2±� Î5Z ä � ¢� Î5Z ®¯Î�Ïà± ���� �sæ Ïäf¥ éX°

+V6 ���� å � _ cN.>�6�;:;0/��`á��$°�U�U#U2°�FG-:) Î�Ï�1@93/293-0P�-01¾9de
%

ÂVÃÄÂ51 2~Ç54zÇ76 8j: É�<»Ã F�-:/ED7;:/<-0KMLON.)XPl® �$eB�ë±�-04a8.;0- i -:/<>@9AN.).4a-:9@9C/2;0^V6�>A+V6�1�_¯S$;:P$/<).+X/7³�/213N.;B9M6�9<£x�-:).+�6�;0;:/~8V6�>¾9C-0/2;0;:/<)jkm^X;0/<-B9CN.)XP$/<) ���	�� å � £ ¤	¥ �'_ cN.>#6�;0;:/ ��á��$°�U�U�U2°�F²� 	Gá��$°�U�U�U2°�G´^q/s\
1@KML.> c6�)XWO9=-0) /2-0)./2>=t�4oP�/<^.N.)XP�Q�S$) Î�ÏÌ�V13S�-01¾9�¢�1¾9C/293-0P�-0)EÎ�ÏÌe


fN.4 k=^.13KML.;:N.131E+X-0/<1@/<1Zk=^.13KMLX).-:9@9C1§_Ä6�1@13/2)D?
-:>o+X-0/l^X-013LX/<>§+X-013WONX93-0/2>@9C/2)w¹�>3P$/2^.).-:1313/jP�>C6]\
8.LX-013KML i NX1C6�4a4o/2)pe�T=cN.>�/2-0)./#TVN.).W%93-0S$)�¢�£X¤&ªÆ� � ¥¼�   P$-:;:9d£



���Y� �������
	������������������������	�� �!����#"%$&�('!�&)+*,��$-���������.�����-/�!�(0&�������"%$(���

¢E1¾9C/s9C-0P�+.-BHf/2>3/2) i -:/<>3^.6�> � ¢Z1@9C/s9C-:Pa8.6�>@93-0/<;:;f+.-BHf/2>3/2) i -:/<>3^.6�>
� �

¢Z+.-:HI/<>@/<) i -0/2>3^V6�> ¢j8.6�>@9<eV+.-:H�� ^V6�>�4o-B9�;0S$W]6�;f^I/213KML.>2eq8.6�>@9<e.km^.; e
� �

6�;:;0/�³
-0KML%93N.).P$136�^.;0/2-:93N.).P$/2)�SFE<¢Z/sn�-01¾9C-0/2>3/2) ¢E-:1@9
1¾9C/293-0P
� �

¢E8.6�>@93-0/<;:;f+.-BHf/2>3/2) i -:/<>3^.6�> � ¢E1¾9C/s9C-0P�^ i P$;�eëº@/<+./2>m5�SvS$>3+.-:)V6�93/



2 Ableitungsregeln 1672 AbleitungsregelnWir beginnen diesen Abshnitt mit der Kettenregel f�ur di�erenzierbare Funktionen.2.1 Satz. (Kettenregel). Es seien U � Rn ; V � Rm o�ene Mengen, f : U ! Rm undg : V ! Rl Abbildungen mit f(U) � V . Ferner sei f in x0 2 U und g in y0 := f(x0)di�erenzierbar. Dann ist die Abbildung g Æ f : U ! Rl in x0 di�erenzierbar und es giltD(g Æ f)(x0) = Dg(f(x0)) �Df(x0);bzw. in Matrixshreibweise JgÆf (x0) = Jg(f(x0)) � Jg(x0):Im obigen Satz bedeutet "�\ zum einen die Hintereinanderausf�uhrung von linearenAbbildungen und zum anderen die Multiplikation von Matrizen.Beweis. Wir setzen A := Df(x0) 2 L(Rn ;Rm) und B := Dg(f(x0)) 2 L(Rm ;Rl). NahVoraussetzung gilt f�ur x = x0 + h 2 U und y = y0 + k 2 Vf(x0 + h) = f(x0) + Ah+ rf (x)g(y0 + k) = g(y0) +Bk + rg(y);mit limh!0 rf(x)khk = 0 = limk!0 rg(y)kkk :Setzt man k := f(x0 + h)� f(x0) = Ah+ rf (x), so erhalten wir(g Æ f)(x0 + h) = g(f(x0)| {z }=y0 +Ah+ rf(x)| {z }=:k )= g(f(x0)) +BAh +Brf(x)| {z }=Bk +rg(y);und es bleibt zu zeigen, dasslimh!0 Brf(x)khk = 0 und limh!0 rg(y)khk = 0gilt. Da B 2 L(Rm ;Rl) nah Satz VI.2.6 stetig ist, folgtlimh!0 Brf (x)khk = B limh!0 rf(x)khk = B0 = 0;und somit die erste Aussage.F�ur den Beweis der zweiten Aussage notieren wir, dass A 2 L(Rn ;Rm) nah Satz



168 Kapitel InhaltsverzeihnisVI.2.6 wiederum stetig ist. Nah demselben Satz existiert eine Konstante M > 0 mitkAhkRm � LkhkRn f�ur alle h 2 Rn und daher giltkkk = kAh+ rf (x)k � (M + krf (x)kkhk )khk:F�ur h! 0 gilt auh k = f(x0 + h)� f(x0)! 0 und somit istkrg(y)kkhk = krg(y)kkkk � kkkkhk � krg(y)kkkk � (M + krf (x)kkhk ):Also gilt limh!0 rg(y)khk = 0: �2.2 Beispiel. Wir betrahten die Funktionen f : R2 ! R3 and g : R3 ! R2 gegebendurh f(x; y) := (x2; xy; xy2)g(u; v; w) := (sin v; os(uvw))Die Funktion h := g Æ f : R2 ! R2 gegeben durh h(x; y) = (sin x2; os(x4y3)) istdi�erenzierbar und es gilt(2.1) Dh(x; y) = � 2x os x2 0�4x3y3 sin(x4y3) �3x4y2 sin(x4y3) � :F�ur die Ableitungen von f bzw. g giltDg(u; v; w) =� os u 0 0�vw sin(uvw) �uw sin(uvw) �uv sin(uvw)� ; Df(x; y) = 0� 2x 0y xy2 2xy 1Aund wir veri�zieren, dass das Produkt dieser Matrizen an der Stelle (u; v; w) = f(x; y)mit (2.1) �ubereinstimmt.Aus der obigen Kettenregel k�onnen wir nun relativ einfah Ableitungsregeln f�ur Sum-men und Produkte di�erenzierbarer Funktionen ableiten.2.3 Korollar. Es seien U � Rn o�en und f; g : U ! Rm in x0 2 U di�erenzierbareFunktionen. Dann ist �f + �g f�ur beliebige �; � 2 R in x0 di�erenzierbar und es giltD(�f + �g)(x0) = �Df(x0) + �Dg(x0):



2 Ableitungsregeln 169Beweis. Setzt man F := �fg� : U ! Rm � Rm und G : Rm � Rm ! Rm ; G(u; v) :=�u+�v, so ist G linear und somit di�erenzierbar mit Ableitung DG(u; v) = G f�ur alleu; v 2 Rm und F ist ebenfalls in x0 di�erenzierbar mit Ableitung DF (x0) := �Df(x0)Dg(x0)�.Die Kettenregel impliziert daher, dass G ÆF gegeben durh G ÆF (x) = �f(x) + �g(x)in x0 di�erenzierbar ist mit der AbleitungD(G Æ F )(x0) = DG(F (x0)) �DF (x0) = G�Df(x0)Dg(x0)� = � �Df(x0) + � �Dg(x0): �.2.4 Korollar. (Produktregel). Es seien U � Rn o�en und f; g : U ! R in x0 2 Udi�erenzierbare Funktionen. Dann ist f � g in x0 di�erenzierbar und es giltD(f � g)(x0) = f(x0)Dg(x0) + g(x0)Df(x0):Beweis. Setzt man F := �fg� : U ! R � R und G : R � R ! R; G(�; �) := � � �, so ist(f � g)(x) = (G Æ F )(x) und die Behauptung folgt aus der obigen Kettenregel. �2.5 Korollar. Es seien J � R ein Intervall, V � Rm eine o�ene Menge und  =(1; : : : ; m) : J ! V in t0 2 J und f : V ! R in s0 = (t0) di�erenzierbareFunktionen. Dann ist f Æ  : J ! R in t0 di�erenzierbar und es giltD(f Æ )(t0) = (gradf((t0))j0(t0)) = mXj=1 �f�xj ((t0))0j(t0):F�ur den Beweis verweisen wir auf die �Ubungen.2.6 Bemerkung. Stetige Abbildungen  : J ! Rm werden auh Kurven genannt.Letztere werden wir sp�ater noh genauer untersuhen. Es sei an dieser Stelle jedoherw�ahnt, dass, fasst man t 2 J als Zeit und (t) 2 Rm als Ort auf,  die zeitliheBewegung eines Punktes in Rm beshreibt. Jede Kurve  : J ! Rm kann durh einm-Tupel  = (1; : : : ; m) beshrieben werden und f�ur eine di�erenzierbare Kurve gilt 0(t0) = (01(t0); : : : ; 0m(t0))T 2 L(R;Rm) = Rm :Der Vektor 0(t0) hei�t der Tangentialvektor der Kurve  in t0.Mithilfe der obigen Formulierung der Kettenregel lassen sih die Begri�e Gradientund Niveaumenge geometrish wie folgt interpretieren: es sei f : U ! R eine di�eren-zierbare Funktion, U � Rn o�en und  : J ! U eine di�erenzierbar Kurve de�niert auf



170 Kapitel Inhaltsverzeihniseinem Intervall J � R. Verl�auft  auf einer Niveaumenge von f , d.h. gilt f((t)) = f�ur alle t 2 J und eine Konstante  2 R, so steht der Gradient von f im Punkte (t)senkreht auf dem Tangentialvektor 0(t), d.h. es giltgradg((t)) ? 0(t); t 2 J:Gilt U � R2 , so l�asst sih der Graph von f als "Landshaft\ �uber U mit f(x) als "H�ohe\�uber x interpretieren. Die Niveaumengen von f entsprehen dann den H�ohenlinien desGraphen. Die obige Aussage besagt in diesem Bild also, dass der Gradient von f in xsenkreht auf der H�ohenlinie durh x steht. Ferner zeigt gradf(x) in die Rihtung desst�arkesten Anstiegs von f und �gradf(x) in die Rihtung des steilsten Abfalls.2.7 Beispiel. Eine di�erenzierbare Funktion f : Rn n f0g ! R hei�t positiv homogenvom Grade � 2 R, fallsf(tx) = t�f(x); f�ur alle x 2 Rnnf0g; t > 0gilt. Das obige Korollar 2.5 impliziert, dass(grad g(x)jx) = �g(x); x 2 Rnnf0ggilt. Diese Beziehung wird auh Eulershe Relation genannt. F�ur den Beweis verweisenwir auf die �Ubungen.Eine weitere Folgerung aus der Kettenregel ist der folgende Mittelwertsatz. Wie imFall einer Variablen kann man hiermit die Di�erenz von Funktionswerten durh dieAbleitung ausdr�uken.2.8 Satz. (Mittelwertsatz). Es seien U � Rn o�en und f : U ! R eine di�erenzierbareFunktion. Ferner seien a; b 2 U so, dass die Verbindungssgtreke ab := fa+t(b�a); t 2[0; 1℄g ganz in U liegt. Dann existiert ein � 2 ab mitf(b)� f(a) = f 0(�)(b� a):Beweis. De�niert man g : [0; 1℄! U durh g(t) = a + t(b � a), so ist g di�erenzierbarmit g0(t) = b�a f�ur alle t 2 (0; 1). Nah Korollar 2.5 ist F = f Æg : [0; 1℄! R ebenfallsdi�erenzierbar mit F 0(t) = f 0(g(t))(b � a) f�ur alle t 2 (0; 1). Nah dem klassishenMittelsatz, Theorem IV.2.4 aus Analysis I, existiert ein � 2 (0; 1) mitf(b)� f(a) = F (1)� F (0) = F 0(�) = f 0(�)(b� a)f�ur � := g(�) 2 ab. �



2 Ableitungsregeln 171.In diesem Zusammenhang tritt in nat�urliher Weise der Begri� der konvexen Mengeauf. Eine Menge U � Rn hei�t konvex, falls ab = fa + t(b� a); t 2 [0; 1℄g � U gilt f�uralle a; b 2 U .
F�ur konvexe De�nitionsbereihe gilt die folgende Variante des Mittelwertsatzes.2.9 Satz. (Shrankensatz). Es sei U � Rn eine o�ene und konvexe Menge. Ist f :U ! R di�erenzierbar und existiert ein L � 0 mit kgradf(x)k � L f�ur alle x 2 U , sogilt jf(x)� f(y)j � Lkx� yk; x; y 2 U;d.h. f ist Lipshitz-stetig mit Lipshitzkonstante L.Beweis. Nah dem Mittelwertsatz und der Cauhy-Shwarzshen Ungleihung giltjf(x)� f(y)j = j(gradf(�)j(x� y))j � kgradf(�)k kx� yk � Lkx� ykf�ur ein geeignetes � 2 ab. �2.10 Korollar. Es sei U � Rn eine o�ene Menge, so dass f�ur je zwei Punkte x; y 2 Uein Strekenzug x = z0; z1; : : : ; zl = y existiert mit zk�1zk 2 U f�ur alle k = 1; : : : ; l.Dann ist eine di�erenzierbare Funktion f : U ! R genau dann konstant auf U , wenngradf(x) = 0 f�ur alle x 2 U gilt.
F�ur den Beweis verweisen wir auf die �Ubungen.Wir beenden diesen Abshnitt mit einer n�utzlihen Variante des Mittelwertsatzes, diejedoh auf der st�arkeren Voraussetzung der stetigen Di�erenzierbarkeit beruht.2.11 Satz. (Mittelwertsatz in Integralform). Es sei U � Rn o�en und f : U ! R einestetig di�erenzierbare Funktion. Dann giltf(y)� f(x) = Z 10 Df(x+ t(y � x))(y � x)dt



172 Kapitel Inhaltsverzeihnisf�ur alle x; y 2 U mit xy � U .Beweis. F�ur t 2 [0; 1℄ de�nieren wir '(t) := f(x+ t(y� x)). Dann ist ' stetig di�eren-zierbar und der Hauptsatz der Di�erential- und Integralrehnung impliziertf(y)� f(x) = '(1)� '(0) = Z 10 '0(t)dt = Z 10 Df(x+ t(y � x))(y � x)dt: �



3 H�ohere Ableitungen 1733 H�ohere AbleitungenBetrahtet man eine Funktion f : U � Rn ! R mit partiellen Ableitungen �f�x1 ; : : : ; �f�xn ,so k�onnen diese wiederum partiell di�erenzierbar sein. Die Funktionen ��xi ( �f�xj ) hei�enpartielle Ableitungen 2. Ordnung von f und werden oft auh als�2f�xj�xigeshrieben.Allgemeiner hei�t eine Funktion f : U ! R (`+1)-mal (stetig) partiell di�erenzierbar,falls f `-mal partiell di�erenzierbar ist und alle Ableitungen `�ter Ordnung (stetig)partiell di�erenzierbar sind. In den folgenden Untersuhungen wird der VektorraumCk(U) := ff : U ! R; f ist k �mal stetig partiell di�erenzierbargeine wihtige Rolle spielen. Ist f k-mal stetig partiell di�erenzierbar, so shreiben wirauh ��xik : : : ��xi1 f =: �kf�xik : : : �xi1 =: fxin :::xi1 und �i : : : �if =: �k�xki :Im folgenden Beispiel berehnen wir die zweiten partiellen Ableitungen der Funktionf : R2 ! R de�niert durh f(x; y) := x2 sin y. Es gilt dannfx(x; y) = 2x sin y fy(x; y) = x2 os yfxx(x; y) = 2 sin y fxy(x; y) = 2x os yfyx(x; y) = 2x os y fyy(x; y) = �x2 sin yund insbesondere ist fxy = fyx in diesem Beispiel. Im Allgemeinen ist dies jedoh nihtder Fall wie das folgende Beispiel aufzeigt.3.1 Beispiel. Es sei f : R2 ! R de�niert durhf(x; y) := ( x3y�xy3x2+y2 (x; y) 6= (0; 0)0 (x; y) = (0; 0)Dann ist f 2 C1(R2), die partiellen Ableitungen fxy und fyx existieren und sind stetigauf R2nf(0; 0)g, aber es giltfxy(0; 0) = 1 und fyx(0; 0) = �1:Diese Tatsahe veri�zieren wir in den �Ubungen.Es kann sogar die Situation eintreten, dass nur eine der beiden partiellen Ableitungen�ijf oder �jif existieren. Der folgende Satz von H.A. SCHWARZ (1843-1921) besagt,dass derartiges niht eintritt, wenn eine der beiden partiellen Ableitungen �ijf oder�jif stetig ist.



174 Kapitel Inhaltsverzeihnis3.2 Satz. (Satz von Shwarz). Es sei U � Rn o�en und f : U ! R besitze f�ur eineWahl von i; j 2 f1; : : : ; ng in einer Umgebung von x0 2 U partielle Ableitungen �if ,�jf , �ijf . Ist �ijf stetig in x0, so existiert �jif und es gilt�ijf(x0) = �jif(x0):Beweis. Wir w�ahlen Æi; Æj > 0 so klein, dass x0+sei+tej 2 U f�ur alle (s; t) 2 (�Æi; Æi)�(�Æj; Æj) =: Q � R2 gilt. Dann ist die Funktion' : Q! R; '(s; t) := f(x0 + sei + tej)wohl de�niert und partiell di�erenzierbar. Ferner existieren die partiellen Ableitungen�1�2' und diese sind auh stetig in (0; 0).Es ist zu zeigen, dass �2�1'(0; 0) existiert und mit �1�2'(0; 0) �ubereinstimmt. NahDe�nition gilt�2�1'(0; 0) = [ ddt(lims!0 '(s; t)� '(0; t)s )℄(0)= limt!0 lims!0 1s ['(s; t)� '(0; t)℄� ['(s; 0)� '(0; 0)℄t :Wenden wir den Mittelwertsatz auf den Di�erenzenquotienten bzgl. der zweiten Varia-blen an, so erhalten wir1s ['(s; t)� '(0; t)℄� ['(s; 0)� '(0; 0)℄t = 1s�2['(s; �t)� '(0; �t)℄= 1s [�2'(s; �t)� �2'(0; �t)℄f�ur ein � 2 (0; 1). Dies ist jedoh ein Di�erenzenquotient von �2' bez�uglih der er-sten Variable s. Nah Voraussetzung ist �2' bzgl. der ersten Variablen di�erenzierbarund nah dem Mittelwertsatz existiert ein � 2 (0; 1) mit 1s [�2'(s; �t) � �2'(0; �t)℄ =�1�2'(�s; �t). Ferner ist �1�2' nah Voraussetzung stetig in (0; 0) und daher gilt�2�1'(0; 0) = limt!0 lims!0 �1�2'(�s; �t) = �1�2'(0; 0): �3.3 Korollar. Ist U � Rn eine o�ene Menge und f 2 Ck(U) f�ur ein k 2 N, so gilt��xik : : : �f�xi1 = ��x�(k) : : : �f�x�(1)f�ur jede Permutation � : f1; : : : ; kg ! f1; : : : ; kg.



3 H�ohere Ableitungen 175Den Beweis via Induktion nah k �uberlassen wir dem Leser.Im Folgenden wollen wir die Ableitungen k-mal stetig di�erenzierbarer Funktionen fin Verallgemeinerung des Di�erentials als symmetrishe, k-fah lineare AbbildungDkf(x0) : Rn � � � � � Rn ! Rau�assen.Wir beginnen mit dem Fall k = 2 und betrahten 2-mal stetig di�erenzierbare Funk-tionen, d.h. di�erenzierbare Funktionen f f�ur welhe Df stetig di�erenzierbar ist undde�nieren eine Bilinearform a(u; v) f�ur (u; v) 2 Rn � Rn durhD2f(x0)(u; v) := Du(Dvf)(x0); x0 2 Rn :Aufgrund von Satz 1.6 ist die Rihtungsableitung Dvf(x0) von f in Rihtung v gegebendurh Dvf(x0) = Df(x0)v. Ferner ist die Funktion Dvf wiederum in x0 di�erenzierbar,da dies f�ur Df gilt. Nah Satz 1.6 besitzt daher Dvf in x0 Rihtungsableitungen inRihtung u und es giltDu(Dvf)(x0) = D(Dvf(x0)) � u = nXi;j=1�ijf(x0)viuj:Die Abbildung (u; v) 7! DuDvf(x0)ist linear in u und v und ferner nah dem obigen Satz von Shwarz auh symmetrish.Sie wird als Di�erential zweiter Ordnung von f in x0 bezeihnet. Bez�uglih der kano-nishen Basis des Rn ist ihre Matrixdarstellung gegeben durhHf(x0) = 0B� �11f(x0) : : : �1nf(x0)... ...�n1f(x0) : : : �nnf(x0) 1CA :Diese Matrix hei�t Hesse-Matrix. Nah dem Satz von Shwarz ist sie eine symmetrisheMatrix und es gilt(3.1) D2f(x0)(u; v) = uT �Hf(x0) � v:Wir werden im Anshluss an die Taylorapproximation noh genauer auf die geometri-she Bedeutung der zweiten Ableitung eingehen.F�ur beliebiges k 2 N de�nieren wir Dkf(x0) analog zum Fall k = 2 alsDkf(x0)(v1; : : : ; vk) := Dv1 : : :Dvkf(x0); v1; : : : ; vk 2 Rn :Diese Abbildung ist wiederum linear in den Variablen v1; : : : ; vk.



176 Kapitel InhaltsverzeihnisIn diesem Zusammenhang erweist es sih als n�utzlih, den Begri� des Multiindexeinzuf�uhren. Darunter versteht man ein n-Tupel � = (�1; : : : ; �n) 2 Nn . Die nat�urliheZahl j�j := �1 + : : :+ �nhei�t Ordnung von �. Ferner de�niert man�! := �1!�2! : : : �n!und f�ur x = (x1; : : : ; xn) 2 Rn setzt manx� := x�11 x�22 : : : x�nn undD�f := D�11 D�22 : : :D�nn f := �j�j�x�11 � � ��x�nn f;D0f := f:Ersetzt man in einem Polynom p von n Variablen �1; : : : ; �n vom Grade m 2 N , d.h.p(�) = Xj�j�m a���;die Variablen �i durh Ableitungsoperatoren �i, so entsteht ein sogenannter linearerDi�erentialoperatoren P (D) der FormP (D) : Cm(Rn)! C(Rn); P (D) := Xj�j�m a�D�mit KoeÆzienten a�.3.4 Beispiele. a) Ein sehr wihtiges Beispiel eines Di�erentialoperators ist der Laplae-Operator de�niert durh � := �21 + : : :+ �2n:Das zugeh�orige Polynom p ist in diesem Fall gegeben durh p(�) = �21 + : : :+ �2n.b) F�ur h = (h1; : : : ; hn) 2 Rn betrahten wir das Polynom p(�) = h1�1+ : : :+hn�n undsetzen rh := p(D) = h1�1 + : : :+ hn�n:) F�ur a = (a1; : : : ; an) 2 Rn und ` 2 N gilt(a1 + : : :+ an)` = Xj�j=` `!a��! :Den Induktionsbeweis �uberlassen wir dem Leser.d) F�ur h = (h1; : : : ; hn) und ` 2 N gilt(rh)` = (h1�1 + : : :+ hn�n)` = `!Xj�j=` h����! :



3 H�ohere Ableitungen 177Den Laplae-Operator kann man auh als die Spur der Hesse-Matrix Hf(x) einer zwei-mal stetig di�erenzierbaren Funktion identi�zieren, d.h. es gilt(3.2) spur Hf(x) = nXi=1 �2i f(x) = �f(x):Aufgrund dieser Beziehung, k�onnen wir nun die Drehinvarianz der Spur einer Matrix aufdie Drehinvarianz des Laplae-Operators �ubertragen. Genauer gesagt, gilt der folgendeSatz.3.5 Satz. (Drehinvarianz des Laplae-Operators). F�ur jede Orthonormalbasis v1; : : : ; vndes Rn gilt � = �2v1 + : : :+ �2vn :Beweis. Nah Gleihung (3.1) gilt�vi�vif(x) = vTi Hf(x)vi = eTi ~Hei;mit ~H = V THfV , V = (v1; : : : ; vn) und den kanonishen Basisvektoren e1; : : : ; en.Somit gilt nXi=1 �2vif = spur ~H:Da V nah Voraussetung orthogonal ist, besitzen die Matrizen Hf und ~H diesselbeSpur und die Behauptung folgt aus Gleihung (3.2). �Der Laplae Operator tritt in vielen Di�erentialgleihungen der Analysis und der Phy-sik auf. Beispielhaft erw�ahnen wir an dieser Stelle die folgenden Gleihungen:1. Die Potentialgleihung �u = 0:Sie beshreibt Di�usionsprozesse und tritt auh in der Wahrsheinlihkeitstheorie auf.Ihre L�osungen hei�en harmonishe Funktionen. In der Dimension 2 bilden diese denAusgangspunkt der Funktionentheorie.2. Die Wellengleihung utt = �ubeshreibt die Auslenkung eines elastishen K�orpers.3. Die W�armeleitungsgleihung ut = �ubeshreibt die W�armeleitung in homogenen Medien.



178 Kapitel Inhaltsverzeihnis4. Die Shr�odingergleihung ut = i�uist die zentrale Gleihung der Quantenmehanik.Zum Abshluss dieses Abshnitts berehnen wir noh �f f�ur eine rotationssymme-trishe Funktion. Es sei F 2 C2(J), wobei J � (0;1) ein Intervall ist. Setzt manf(x) := F (kxk2) und r := kxk2, so gilt�if(x) = F 0(r)xirund �2i f(x) = F 00(r)x2ir2 + F 0(r)(1r � x2ir3 ):Somit ergibt sih �f(x) = F 00(r) + n� 1r F 0(r)und es gilt �f = 0 genau dann wenn die Gleihung F 00(r)+ n�1r F 0(r) = 0 erf�ullt ist. Wirk�onnen leiht nahpr�ufen, dass f�ur n > 2 die Funktion F gegeben durh F (r) = r2�neine L�osung dieser Gleihung ist. Somit ist die durhN(x) := 1kxkn�22auf Rnnf0g de�nierte Funktion eine L�osung der Potentialgleihung �f = 0. Die Funk-tion N stimmt bis auf einen Skalierungsfaktor mit dem sogenannten Newton-Potentialauf Rnnf0g �uberein.



���������
	������������	�������� �����
�  "!�#"$&%('*),+.-0/ 12%43657-8#
9;:=<(>?<@:BA
A
>C<DA2ECF
AHGIKJML
NPO�I A2Q
>?ASR I�O EUTWVKAYX I[Z]\ VW<(:=A2Q
>?<^>?:BA�Q
:B_�>?A N :BVWA IK\ >CA2R`: O F I�O :BVWA*acb NPOd2e2fhgjickClnmHoqprmtsvu >?:BAwbnA O >C<@T IK\B\ F
A
Qyx�zD{ etmjp N V}|W: \=O

djl { o�~�djl x o�� d���l x o
�W� { �

d�� ��l x o
� � {�� ���?�[��� dH� g�� l x o

� � { g ��� g�ick djl {HzMx o z
� VW��>?: � gjick djl {HzMx o Q IKN�� > NPO | \ :B>?Q�Q
>?<�X I[Z]\ VW< IK�
� <@V[��:=_ I�O :BVKA���>?EC>?: JML A
> O >Ka
bnA&Q�>?<�� I |W< I A`�|W> NDJML >CA2� I < N@O > \B\ F
A
| L�I�O@O >h> N Q
:=>6��VW<D_

� g�ick djl {Hz�x o ~ d � g�ick���l�¡¢o
l � � � o � { g�ick

£ GF
<¤>C:BA ¡}e�l x`zD{ o a¢�(:=>�VW�
:=|W>�¥ �
� <DV[�`:B_ I�O :=VWA L�I�O@O >4Q IKN§¦ :=> \ >C:BA
>�|W>C|W>?��>?A�> p | \¨I�ODO >4��F
A�© O :ª�VWA«Q
F�< JML >?:=Ay¬V \=Z A
VK_®:=A&Q
>?<4¯ GIKL >(TWVKA«{ ~ x8°�|WF O?± E?F IK�
� <@V[��:=_�:=>?<@>?Ara²9;:B<³��> O < IKJML¢O >?A:=_ ��V \ |W>?A�Q
>?A´Q I�N&I A IK\ VW|W>µ¬¤<@VW� \ >?_ £ GF
<&��F
A
© O :=VWA
>CA´:BAv_�> L <@>?<@>?Av¶ I <@: I � \ >?A p |W>CA I F
>C<|W> N�I | O £ GF�<0��F
A
© O :BVWA
>CA d·e¸fhgjick?lº¹(o�p � VK�c>C: ¹»s¼u¤½ >?:=A
>«VK¾*>CA
>µ¿y>?A
|K>y��>?EC>?: JML A
> O aÀ > N F JML¢O : NPO >?:=A0¬V \=Z A
VW_ÂÁ�:BA}Ã&¶ I <@: I � \ >?A}Q
>C<�Ä(<@Q
A²F
A
| � p Qra L a[Á l�Å�o�~�ÆÈÇ É¢Ç Ê gÌË É Å
É £ GF
<

ÅÌ~¸l7Å k z �[�?� z Å ½ o�p � > \=JML > N Q
:B>6��F
A
© O :BVWA d :BA«Q
>C<.¯ GIKL >hTWVKAw{ ~ x ° |WF O?±�IK��� <DV[�`:B_�:B>C< O a�(>?< £ V \ |W>CA
Q
>2R I�O EµTKVWA´X I�Z]\ VW<Ì��> N : O E O GI F
ÍK>?< \ : JML >q� I © O Q
:B> N > \ �c> À > N@O�IK\=O � :B>µ:=AvQ
>C<>C:BA
Q
:=_�>CA N :=VWA IK\ >?A«R]: O F I�O :=VWAra
ÎHÏ�ÐÌÑUÒHÓ²Ô�Õ�Ó]Ö×Ï l R I�O E�TKVWA0X I[Z`\ VW<�:BA�Ãw¶ I <@: I � \ >?A o?Ø�Ù¤Ú4Ú�Û�Ü7Û�Ý&¹"svu ½ Û�Ü�Ý*Û6Þàß(Û�Ý*Û�áYÛ�Ý]â]ÛMã
Ë zD{ et¹åäæÜ�ç Ë { sè¹êé`Ý�ëUdìe2fhg�ick?ln¹(o?Øí�îKÝ�ÝYÛ@ïWÜBÚ�ç�Ü7Û�ðqç�Û�Ü�Ý0¡}e Ë { äæÜ�ç

djl { o ~ ñÇ É¢Ç Ê g
ò É djl Ë oó � l {Ìô Ë o

É � ñÇ É¢Ç õ gjick
ò É d�l�¡²o
ó � l {�ô Ë o

É

~8öÂ÷ g djl {Hz Ë o���� g�ick djl {Hz Ë o��
ø Û�ù�Û�ÜBÚ a]9;:B<�F
A O >?< O >?: \ >?AwQ
>CAµú�> � >C: N :BA&E � >C:�R JML <D: ODO >�aûrüMý]ðqÜ�ç�ç³þ¢ÿ � GF
< Åyö ~¸l�Å k z �[�[� z Å ½ o³ö ~ {0ô Ë eµu¤½ : N@O Q�:B>6��F
A
© O :=VWA

� ö�� x`z ����� u z�� l	�@o�ö ~Âdjl Ë �
�@Å�o
A I�JML Q
>C<��6> ODO >?A
<@>?|W> \ l � � � o �º_ IK\�N@O > O :B|�Q
:=¾c>?<@>?A
EC:B>?<@� I <�_�: O

� � l�@o�~ �
� �
djl Ë �
�@Å�o¤~ ½ñ

� õ k
� � djl Ë �
�@Å�o���Å � ~Èl���Å�o@djl Ë �
�@Å�o��

� IKN@N > \ ��> ¥.<D|WF�_�>CA O�I A
|W> � I A
Q O(I F £��0ö ~Èl��0Å�oDd \ :B> £ >C< O
��� � l�@o�~ �

� �
�*l Ë ���@Å�o¤~Èl��0Å�o��*l Ë ���@Å�o¤~Èl��0Å�o � djl Ë �
�@Å�o z



��� x � 	����º�n�M���n�
	�	��º���[�����D������	��
���

F�A
QwT]: I bnA�Q
F
© O :=VWAy>C< L�I�\=O >CA � :B< � e2fhgjick � x�z ��� _�: O
l�� a � o � ��� � l�@o�~¸l��0Å�o � djl Ë �
�@Å�o z � ~ x�z �?�[� z � � � z ��e
� x�z ��� �
ûrüMý]ðqÜ�ç�ç��¢ö 9;:B< � >?A
Q�>?AµA²F
AwQ
>CA R I�O EhTWVWAwX I�Z]\ VW<³:BA«>C:BA
>C<³¶ I <D: I � \ >CA I F £ Q
:=>6��F�A
© O :BVKA �
I AyF
A�Qy>C< L�IK\ªO >CA � >?|K>?A l�� a � o F
A
Qyú�>?: ND� :=> \�� a �

djl { o¤~ � l � o ~ gñ
� õ
�

� ��� �@l x o
� � � � � g�ick���l���o

l � � � o �
~ gñ

� õ
�
l��0Å�o��@djl Ë o� � � l���Å�o gjick d�l Ë ����Å�o

l � � � o �
~ gñ

� õ
�
ñÇ É¢Ç õ �

Å É ò É djl Ë oó � � ñÇ É¢Ç õ gjick
Å É ò É djl Ë ����Å�o

ó �
~ ñÇ É¢Ç Ê g

ò É d�l Ë oó � l {Ìô Ë o
É � ñÇ É¢Ç õ g�ick

ò É djl�¡²o
ó � l {�ô Ë o

É

£ GF�<�>C:BA«|W>C>?:B|KA
> O > N �we
� x`z ��� F
A�QyQ I _�: O ¡}ö ~ Ë ����Åye Ë {Ha  
a

ÎHÏ"!$#8Ó]ÖSÓ²Õ&%�')()*�Ó+(�Ï
I o ¥^A IK\ VW|}E?F
_å� I�\B\ >C:BA
>C<³¶ I <D: I � \ >?A p A
>?A
A O _ I A

÷ g djl {Hz Ë o¤~ ñÇ É¢Ç Ê g
ò É djl Ë oó � l {�ô Ë o

É

Q IKN-, î/.10BÞ�ð32�Þ104.�Ý*Þ�ä TWVWA d Q
>?<65 ð@ëKÝ�é]Ý]â � :B_ Ù§Ý�ù Ü7ü710 é]Ý]â�Ú32�é`Ý87�ç Ë a
��>C<DA
>C< L >?:=Í O
� gjick djl {Hz Ë o¤~ ñÇ É¢Ç õ g�ick

ò É djl�¡²o
ó � l {Ìô Ë o

É

Q IKN:9 ÛMÚ�çBâ/0 Ü7ÛDëKp L :=>?< I F N |W>CQ
<�GF J © O :BA«Q
>?<:; î�âKð@îKÝ]â]ÛMÚ�üMý�Û�Ý=<Þ�ðqä a
� o �.GF
< � ~ xæ: N@O Q
>C<^R I�O EhTWVKAyX I[Z`\ VW<�:BQ�>?A O : NDJML _�: O Q
>?_ ¿y: O@O > \ � >C< ODN�I�O EKa
J o 9;:=<æ|W>?��>?A�A
V JML >�� �
\ :BEC: O Q IKN X I[Z`\ VW< � V \ªZ A�VW_ E � >?: O >C<ÌÄ(<DQ�A]F�A
|S:=A Ã;¶ I <@: I � \ >?A I A*a9t>?|K>?A ò djl Ë oDÅ0~Âd � l Ë oDÅ F
A�Q ò � d�l Ë o?l�Å z Å�o¤~ÂÅ?> ��d � � l Ë o ��Å |W: \=O £ GF�<�Q IKN X I[Z]\ VW< � V \=Z A
VW_E � >C: O >?<.Ä(<DQ
A²F
A
|

÷ � d�l {Hz Ë o¤~èdjl Ë o��×d � l Ë o?l {Ìô Ë oH�
�
� l {Ìô Ë o > d � � l Ë oCl {Ìô Ë o

F�A
Qy>q� �
\ :=E?: O
÷ � djl {Hz Ë o¤~èd�l Ë o��

½ñ
� õ k

� � djl Ë o?l { � ô Ë � o��
�
�
½ñ

��@ A õ k
� ��A djl Ë oCl { � ô Ë � o?l { A ô Ë A o��



���������
	������������	�������� � �`�

Q o � GF
<(Q
>CASR � >CE?: I�\ £ IK\=\ Ã ~ � F
A
Q � ~ �&\¨I F O > O Q IKN X I�Z]\ VW< � V \=Z A
VK_ ÷ � d I A2Q
>C<UR O > \=\ >l {Hz�� o
÷ � djlDl {Hz�� o z Ë o ~ djl Ë o��×d��²l Ë o?l {Ìô Ë k o��×d��¢l Ë o?l ��ô Ë � o

� �
� d����²l Ë o?l {0ô Ë k o � �

�
� d��	�¢l Ë oCl ��ô Ë � o � �×d����Kl Ë oCl {0ô Ë k o?l ��ô Ë � o

� �
 d������²l Ë o?l {0ô Ë k o � �
�

 d��	���Wl Ë o?l �Uô Ë � o �

� �� d�������l Ë oCl {Ìô Ë k o � l ��ô Ë � o��
�
� d������Kl Ë oCl {Ìô Ë k oCl ��ô Ë � o � �

> o b NPO ¹ s´u ½ V�¾*>CA p�d e2f g ln¹(o F
A
Q Ë et¹�p N V�|W: \=O
\ :B_���� djl { o ô ÷ g l { o� {Ìô Ë � g �

~ x �
��_ Q
:B> N >?:BA�E?F N > L >CA p � GI�L
\ >CA � :=<hE?F
A�GIKJML
N@O��0N Vw© \ >C:BA p Q IKNDN ¹���l Ë o�s ¹ |W: \ªO ac¯ IKJML Q
>?_R I�O EhTWVWAwX I�Z]\ VW<�>��`: NPO :=>?< O £ GF
< I�\B\ >.{ et¹���l Ë o >C:BA �we
� x�z ��� _�: O

d�l { o ô ÷ g d�l {Hz Ë o,~ l7d�l { o ô ÷ g���k djl {Hz Ë oDo���l�÷ g���k djl {Hz Ë o ô ÷ g djl {Hz Ë oDo
~ ñÇ É¢Ç õ g

ò É djl Ë ���Hl {Ìô Ë o@o ô ò
É djl Ë oó � l {0ô Ë o

É �

� I Ç � � � � ��� Ç� � � � � � ������ � £ GF
< IK\=\ > ó _�: O! ó  ~ � F
A
QwQ I ò É d £ GF
< N V \BJML > ó NPO > O :B|}: NPO p
£ V \ | O
x �

djl { o ô ÷ g l { o� {Ìô Ë � g � ñÇ É¢Ç õ g
 ò É d�l Ë ���Hl {Ìô Ë oDo ô�ò

É djl Ë o  ó �
����ô � x �

ÎHÏ#" #8Ó%$'&)(*$�Ó%+PÏ bn_ £ V \ |W>?A
Q�>?A�ú�>?: ND� :=> \ ��>?<D> JML A
>CA � :B<¤>�� �
\ :BEC: O Q IKN X I[Z`\ VW< � V \ªZ A�VW_ÈE � >?: O >C<Ä(<DQ�A]F�A
|�Q�>?<���F
A
© O :=VWA
djl {Hz�� oj~ N :=A { � � �� � J V N � {�ô,�

�
:=_å¬ F
A
© O l x�zMx o a
¯ IKJML ú§>?_�>?<D©²F
A�| � a � J o |W: \=O
÷ � djlDl {Hz�� o z l x�zMx o@o�~Âdjl x�zMx o�� { d��Wl x`zMx o�� � d���l x�z�x oC� { �� d����]l x�zMx o��

� �
� d����Wl x`zMx o�� {-� d�����l x�z�x o��

ú�>C<D> JML A
> O _ I A&Q
:B>/.@> � >?: \ :=|W>?A&¥.� \ >C: O F�A
|W>?A«:=_å¬ F
A
© O l x�zMx o�p N V�>C<D|W:=� O4N : JML
÷ � d�lDl {Hz0� o z l x�z�x oDo ~ � � {

� � �Uô { �
� ô � �

� � {-�
� �



��� � � 	����º�n�M���n�
	�	��º���[�����D������	��
���

¥.F N |K> L >CA
QyTKVW_ ¿y: O@O > \ � >?< ODN�I�O E � a �K� :=A&bnA O >?|K< IK\ £ VW<D_ p Qra L a
l�� a � o djl { o¤~�djl Ë o���� k

� ò d�l Ë �
�@Å�oDÅ � �
_�: O ÅS~ {yô Ë p � V \=\ >CA � :=<hA
V JML Q IKN�� > N@O | \ :=>?QYQ
>?<6X I�Z]\ VW<D>CA O � : J © \ F
A
|µ:BAìbnA O >?|K< IK\ £ VW<D_I A
|W>?��>?A*a��(>?<4X I[Z]\ VK< NDJML >UR I�O E \¨I F O > O Q I A
A � :B> £ V \ | O a
ÎHÏ Î��yÔ�Õ�Ô + +��
Õ²Ï l R I�O E^TKVWA&X I[Z]\ VK<³_�: O³� > NPO | \ :B>CQÌ:BAÌbnA O >?|W< IK\ £ VW<@_ oCØcÙ�Ú.Ú�Û�Ü7Û�Ýw¹ svu¤½ Û�Ü�Ý*Û
Þàß(Û�Ý*Û^átÛ�Ý]â]ÛMã Ë zD{ sÂ¹êäæÜ�ç Ë { et¹êé]Ý�ëæd2e f6g�ick?ln¹(o?Øí îKÝ�Ý«âKÜ 0 ç

djl { o ~ ñÇ É¢Ç Ê g
ò É d�l Ë oó � l {Ìô Ë o

É � � k
�
l � ô �@o g
� � lDl���Å�o g�ick dro?l Ë �
�@Å�o � �

���é]ð.ÅÌ~ {�ô Ë Ø
��_êQ
:=> N >C:BA
ECF N > L >?A p A
V O :=>?<@>?A � :B<§E?F
A GIKJML
N@O p Q IKN@N Q�:B>(ú§> L�I F ��O F
A�| £ GF�< � ~ x8|K>?A I F&_�: OQ�>?_åVW��:B|W>CAµ¿w: ODO > \ � >C< O�NDI�O E6:=AwbnA O >?|W< IK\ £ VW<@_ GF
��>?<@>?:=A N@O :B_�_ O a� GF
<0Q
>CA;� IK\B\ � ~ � Q
>
	�A
:B>C<D>CA � :B< £ GF�< �ìe � x�z ��� E � >C:(��F
A
© O :BVWA��Hz��Q
F�< JML � l	�@oìö ~
ò djl Ë � �@Å�o@Å F
A
Q� l	�@o³ö ~ � ô � a²�(:B>4¬ <DV]Q
F
© O <@>?|W> \ E?F NDI _�_�>?A�_�: O Q
>C<§VK�
:B|W>CA�� I < NPO > \=\ F
A�|l�� a � o :B_ �
\ :=E?:=>?< O p Q IKNDN

djl { o�~�djl Ë o�� ò djl Ë o@ÅU� � k
� l � ô �@o?l@l��0Å�o � dro?l Ë ���@Å�o � �

|K: \=O a*�.GF
< ��� � £ V \ | O Q
:=>}ú�> L�I F ��O F�A
|&T`: I >?:=A
> N bnA
Q�F
© O :BVKA N ��> � >?: N > N p � > \BJML >CA � :=<(Q
>?_��> N >?< IK\=N G�.�
F
A�| N�I F £ | I ��>&GF��c>C< \¨I�NDN >CAra
ÎHÏ�� #8Ó`ÖtÓ]Õ&%�')( *Ï 9;:=< � V \B\ >?A I A Q
:B> N >C<æR O > \B\ >�A�V JML Q�>?A�ú�>C|W<D:ª¾�Q�>?<8X I A
|W>CA O : I�\ >?��>?A�>Q�: N ©²F O :B>C<D>?A*a*b N@O ¹ s"u¤½ VK¾c>?A2F�A
Q d e f8k?ln¹(o >C:BA
>8��F�A
© O :BVKA p N V N�I |W>CA � :B<(Q IKNDN Q�F
< JMLQ�:B> À \ >?: JML F
A
|�� ~ djl { o zD{ e;¹�p >C:BA
>}� \ GIKJML > �ê:=A2>?:=A
>?_ l Ã � � o �nQ
:=_�>CA N :=VWA IK\ >?A ��I F
_Q I <D|W> N@O > \B\ªO � :B<@Qra�� I ��>?:r: N@O |W< IK�
L dw~��`l {Hz�� o4eyu�½[ick z�� ~èdjl { o zD{ et¹�� a
9;:=< L�I ��>?At|W> N > L >CA p Q IKNDN Q IKN X I�Z]\ VW< � V \=Z A
VK_ ÷ k djl {Hz Ë o IK\=N6I�� A
>���F�A
© O :BVKAY��> O < IKJML¢O > O� >?<@Q
>?Ay© I A
A p � > \=JML > d :=AwQ�>?<�¯ GIKL >6TKVWA Ë IK�
� <@V[��:=_�:=>?< O a
�(:=>hQ
F
< JML� ~;÷ k djl {Hz Ë o ~Âdjl Ë o�� ò djl Ë oCl {�ô Ë o
Q I <D|W> N@O > \B\ªO >�� Z]� >C<D>?��>?A�> L >C:BÍ O , îKÝ]â]Û�Ý�ç�Ü�î/0BÛ ��Û�Ý*Û I A Q
:B> � \ GIKJML >!� ~ d�l { o :B_ ¬ F
A
© Ol Ë z djl Ë o@o a��(>C<4¶¤>C© O VW< " ~¸l��0djl Ë o z[ô � o
L >?:BÍ O$# Þ�ðqä�î/0BÛ Q
>?<§X I A�|W>?A O : IK\ >C�c>CA
>^:=_ ¬ F
A
© O l Ë z d�l Ë oDo a]bn_®� IK\B\ Ã ~ � �c>CA²F O E O _ I A0Q
:=>ú§>?E?>C: JML A²F
A�| �hF
<@TK> I A N@O�I�ODO � \ GIKJML >æF
A
QYX I A
|W>CA O > I A N@O�I�ODO X I A
|W>CA O : I�\ >?��>?A�>Ka�bnAYQ
:B> N >?_� IK\=\*L�I �c>CA � :=<�Q
:B> À \ >C: JML F
A
|}Q
>C<�X I A
|K>?A O > I A«Q
:B> �hF
<PTW>�� ~�djl { oqp A GI _ \ : JML� ~Âdjl Ë o���d � l Ë o?l {�ô Ë o



���������
	������������	�������� � � �

N@JML VWA2:BA � I�� : O > \ bº¶ ©K>CA
A
>CA
|W> \ >?<@A O arbn_ � IK\B\ Ã ~ � \¨I F O > O Q
:B> À \ >?: JML F�A
|0Q
>C<(X I A
|W> O : I�\ �>C�c>CA
>�:=_å¬ F
A
© O l Ë k z Ë � o� ~Âdjl Ë k z Ë � o��×d��]l Ë k z Ë � oCl {0ô Ë k o��×d��Wl Ë k z Ë � oCl ��ô Ë � o��



��� � � 	����º�n�M���n�
	�	��º���[�����D������	��
���
� �(-���%85�! ����'�#W!��,%
bnA Q
:=> N >C_ ¥^� N@JML A
: ODO F
A O >?< N F JML >?A � :B< L :=A
<D>C: JML >CA
Q
> �h<D: O >?<@:B>CA £ GF�< \ VW© IK\ >&¿ I �`:B_ I F
A
Q¿w:BA
:=_ I TKVWAS��F
A�© O :BVWA�>?AY_�> L <D>C<D>?<6<@>?> \=\ >C<(¶ I <D: I � \ >CArac9;:=<h�c>C|W:BA�A
>?AY_�: O Q
>C<��(>
	�A
: O :BVKA>C:BA
> N4\ VW© IK\ >?A
	�� O <D>C_ � >?< ODN a

�rÏ�Ð��&Ó� ( $���$�Ô (¤Ï 	 N}N >?:B>CA ¹,s u ½ VK¾*>CA�F
A
Q d ö�¹ � u >C:BA
>«��F
A
© O :BVWAra�	 :BA�¬ F
A
© O
Ë e´¹ L >?:=Í O 0BÞ 7Kî/0BÛMÚ�áìî[ïWÜ�äæé]ä���áµÜ�Ý�Ü�äæé`ä�� TWVKA d pc£ IK\B\=N >?:=A
> �._�|W>?��F
A
|��¹ås ¹ TKVWA Ë>q�`: N@O :B>C< O _�: O

djl { o � d�l Ë o £ GF
< IK\B\ >^{ e �¹ l7djl { o � djl Ë o £ GF
< IK\=\ >^{ e �¹(o��
	 :=A 0BÞ 7Kî/0BÛMÚ^ÙjïWç�ð�Û�äæé`ä : NPO >?:BA \ VW© IK\ > N ¿ I �`:B_UF
_êV]Q
>?<.¿y:=A
:B_UF
_ya

�rÏ"!���������Ï Ù¤Ú Ú�Û�Ü7Û�ÝU¹·svu¤½µÞàß(Û�Ýæé]Ý�ë�dìö]¹ � u¤½µÛ�Ü�Ý*Û�Ü�Ý Ë eY¹ 2�îKðqç�Ü7Û 0 0]ëKÜ ß(Û�ð�Û�Ý��?Ü7Û�ð �MîKð�Û
<*é]Ý87�ç�Ü7Þ�Ý�Ø ø ÛMÚ�Ü�ç��?ç d�Ü�Ý Ë Û�Ü�Ý 0BÞ 7Kî/0BÛMÚ(Ù�ïWç�ð�Û�äæé`äUã Ú�Þ�âKÜ 0 ç

|K< I Q djl Ë o¤~ x �

ø Û�ù�Û�ÜBÚ a`9;:B< � GI�L
\ >CA �! x N V�© \ >?:BA p Q IKN@N Q�:B> ��F
A
© O :=VWA
>?A � � Q
> 	
A
:B>C< O Q
F
< JML
� � l ô � z � o � u z � � l	�@o¤~Âdjl Ë ���#" � o z $ ~ � z �[�[� zDÃ

I�\B\ > � V L
\ Q
> 	
A
:B>C< O F
A
Q Q
:ª¾*>C<D>CA
E?:=>?<D� I <4:BA �§~ x N :=A
Qra�� I�I�\B\ >6��F
A�© O :BVWA�>?A � � :BA ��~ x�>?:=A
\ VW© IK\ > N 	�� O <D>C_8F
_ ��> N : O EC>?A p |K: \=O A IKJML R I�O E6bº¶Ua � a � I F N ¥^A IK\=Z]N : N b

� �� l x o¤~ � � djl Ë o ~ x�z $ ~ � z �[�[� z�Ã �
 

b NPO d¸ö4¹ � u ��I < O :=> \B\ Q
:=¾c>?<@>?A
EC:B>?<@� I <}:BA Ë e ¹ F
A
Q�|W: \ªO |W< I Q djl Ë o0~ x p N V L >C:BÍ O Ë7�ðqÜ�ç�ÜBÚ�üMý�Û�ð�%§é`Ý87�ç TKVWA d a

�rÏ#"$#8Ó%$ & (*$�Ó%+�Ó�Ï
I o ú�> O < IKJML¢O > Q
:=>���F
A�© O :BVWA d2öWu � � u |W>C|W>?��>?AyQ
F
< JML djl {Hz�� o�ö ~ { � � � � a�� I A�Aw|K: \=O

|W< I Q djl { o¤~Èl � {Hz � � oj~ x�& { ~ � ~ x �
9t>?: O >C<8|W: \ªO d�l {Hz�� o  x £ GF
< I�\B\ > l {Hz�� o('~»l x�zMx oqp � > \=JML > N ��>?Q
>CF O > O Q IKNDN d :=A l x�z�x o >?:=A: N V \ :B>C< O > N ¿y:=A
:B_8F�_ê��> N : O E O a



��� ���K	��������*�����
	Ì	 � ���
� o ú�> O < IKJML¢O > O _ I A«Q
:B>6��F
A
© O :BVWA d öWu � � u.p djl {Hz�� o§ö ~ { � ô,� � p N V�|K: \=O

|W< I Q djl {Hz0� o ~ l � {Hz[ô � � o ~ x & { ~ � ~ x �
��>?<@A
>?<�|W: \=O djl {HzMx o  x £ GF
< IK\B\ >³{ '~ x F
A
Q djl x�z0� o� x £ GF
< IK\=\ >�� '~ x�a²�(:B> N ��>?Q
>CF O > O p Q IKN@Nd :BA l x�zMx o ©�>?:BA \ VK© I�\ > N 	j� O <D>?_UF
_ �c> N : O E O p N VKA
Q
>?<@Aµ>C:BA
>CA N VW|W>?A I A
A O >CA2R I�O@O > \B� F
A�© O a

9;:=< � V \B\ >CA&A²F
AyQ�>?<4��< I |K>(A IKJML |K> L >CA p � :B>h_ I A&Q
:=>(VW��>?A N ©²:BECE?:=>?< O >?Ay� GIK\=\ > N@Z]N@O >?_ I�O : NDJMLF
A O >?< N@JML >?:=Q
>?A2© I A�Ara ¦ F
A GIKJML
NPO^N >?: I AwQ IKN�L :BA�<D>?: JML >?A�Q
> �h<@: O >C<D:=F
_ £ GF
< 	�� O <D>C_ � >?< O >�TKVWA��F
A
© O :BVWA
>CA�>C:BA
>C<¤<D>?> \B\ >?Aæ¶ I <D: I � \ >?A I F N ¥.A IK\=Z]N : N b�>C<D:=A
A
>?< O a 	 N�N >?: d öWu � u >?:=A
> � �n_ IK\Q
:ª¾*>C<D>CA
E?:=>?<D� I <D> ��F
A
© O :=VWA«F
A
Q Ë ©²<D: O : NDJML >C<.¬ F
A�© O TWVKA d a
� I A
Aw: N@O Ë� >C:BA \ VK© I�\ > N ¿y:BA
:=_8F
_ p`£ IK\=\BN d � � l Ë o  x}F�A
Q� >C:BA \ VK© I�\ > N ¿ I �`:B_8F�_ p�£ I�\B\BN d � � l Ë o� x|W: \=O a`� GF
<���F
A
© O :=VWA
>CA&:BAÌ_�> L <@>?<@>?AÌ¶ I <@: I � \ >?AÌ>C< N > O EC>?A � :B< d � � l Ë o Q
F
< JML Q�:B> ��> NDN >��à¿ I�O <@:ª�l � � � A djl Ë o@o ½���½ a��(:B> N > � F
<@Q
>2:BA � a � £ GF�<0>?:=A
>2��F
A
© O :BVWA dêe f � ln¹(o :=_ ¬ F
A�© O Ë e ¹Up
¹ s´u¤½ VK¾c>?A p Q�> 	�A
:=>?< O^I�\BN

��� l Ë o¤~
�������
�

� k � k djl Ë o � k � � djl Ë o � � � � k � ½ djl Ë o
� � � k djl Ë o � � � � � � aaaaaa � � � � � � aaaaaa � � � � � � aaa
� ½ � k djl Ë o � � � � � � � ½ � ½ d�l Ë o

��������
�
½���½

�rÏ Î�#8Ó]ÖSÓ²Õ&%�' ( *�Ó+(�Ï
I o ¥.F £ |W<@F
A
QwQ
> N R I�O E?> N TKVWA2R JML � I <DE � a � : N@O ��� l Ë o >C:BA
> N@Z _�_�> O <@: NDJML >U¿ I�O <@:ª�ca� o �(:=>h¬ V \ªZ A
VW_ £ VW<D_�> \�� a � J o :=_ ��\ :BEC:B>C< O £ GF
< ÅÌ~¸l�Å k z �[�[� z Å ½ o³eµu¤½ F
A
Q d2e2f � ln¹(o

� ñÇ É¢Ç õ �
Å É ò É djl Ë oó � ~ l7Å k ò k �;�[�[�[�×Å ½ ò ½ o � djl Ë o

~ ½ñ
��@ A õ k

Å � Å A ò � ò A d�l Ë o ~Èl7Å  ��� l Ë oDÅ�o��
R`VK_�: O |W: \ªO A I�JML Q
>C_ R I�O E6TKVWAwX I[Z]\ VW<�F�A
Qµú§>?_�>?<D©²F
A�| � a � J o

djl { o�~èdjl Ë o��èl |W< I Q djl Ë o >  l {0ô Ë oDo��
�
� lDl {0ô Ë o z���� l Ë o?l {0ô Ë oDo��! 
l { o z { et¹

_�: O�\ :B_ ����#" � � �� � � � � � ~ x�a



��� 
 � 	����º�n�M���n�
	�	��º���[�����D������	��
���

¦ F�<4ú�> NPO :B_�_8F
A�|8TWVWA 	�� O <D>C_ � >?< O >?Ay�c>CA GV O :=|W>?A � :=< £ >?<@A
>?<�Q
:=> £ V \ |K>?A
Q
>(ú�>?|W<@:=¾c> I F N Q
>C<��:=A
> I <@>?A«¥ \ |W>?��< I a
�rÏ�� �&Ó� ( $���$�Ô (¤Ï 	¤:=A
> N@Z _�_�> O <D: NDJML >�¿ I�O <D: � ÷èe�� ½ l�u�o L >?:BÍ OI o 2�Þ�Ú�Ü�ç�Ü���ë]Û��¤Ý�Ü�ç�p�£ IK\=\BN l {  ÷ { o  x £ GF
< IK\B\ >^{ eyu ½�� � x �²p� ohÝ*Û7â¢îKç�Ü��}ë]Û��¤Ý�Ü�ç�p�£ IK\=\BN l {  ÷ { o  x £ GF
< IK\B\ >^{ eyu�½ � � x �²p
J o(Ü�Ý�ë]Û��¤Ý�Ü�ç�p�£ I�\B\BN {Hz�� e u ½ >��`: N@O :=>?<@>?Aw_�: O l {  ÷ { o  x}F�A
Q l �  ÷ � o� x�a
�(:=>�	¤:=|W>?A NDJML�I £ O >?:=A
>?<^¿ I�O <D:ª� ÷ � V N : O :=T&�
E � acA�>?| I�O :=T«Q
>
	�A
: O ECF N >C:BA p \ GI�NDN@O.N : JML p � :B> :B_£ V \ |W>CA
Q
>?A×R I�O E«�c> NDJML <@:B>?��>?A p :=A N ��> N VWA
Q
>C<D> I F JML Q
F
< JML Q
:B>Ì¶¤VK<DE?>C: JML >CA×Q
>C<�	¤:=|W>?A � >?< O >TKVWA ÷ JML�I < I © O >?<@: N :B>?<@>?Ara
�rÏ	� � ��� ��Ï < �é]ðæÛ�Ü�Ý*ÛhÚ .�äæä0Û�ç�ð�ÜBÚ�üMý�Û^áìîKç�ðqÜ ïU÷Âe�� ½ l�u§o8âKÜ 0 ç7ÿ

Ë on÷ ÜBÚ�ç 2�Þ�Ú�Ü�ç�Ü���ë]Û��¤Ý�Ü�ç & î/0 0BÛ(Ù§Üªâ]Û�Ý�ù�Û�ð�çnÛ
�KÞ�Ý0÷ Ú�Ü�Ý�ë  x
& Q
> O

��
�
� knk � � � � k��ØØØ ØØØ
� ��k � � � � ��

���
�
� ���

 x � �é`ð�î/0 0BÛ���~ � z �[�[� z�Ã �

�#�6÷ ÜBÚ�ç�Ý*Û7â¢îKç�Ü���ë]Û��¤Ý�Ü�ç & î/0 0BÛhÙ§Üªâ]Û�Ý�ù�Û�ðqçnÛ
�KÞ�Ý0÷ Ú�Ü�Ý�ë  x
& l ô � o � Q�> O

��
�
� knk � � � � k��ØØØ ØØØ
� �Ck � � � � ��

� �
�
� ���

 x ���é]ðUî/0 0BÛ���~ � z �[�[� z�Ã �

ü �
÷ ÜBÚ�ç�Ü�Ý�ë]Û��¤Ý�Ü�ç & ÷ ��ÛMÚ�Ü�ç �?ç 2�Þ�Ú�Ü�ç�Ü��KÛ6é]Ý�ë0Ý*Û7â¢îKç�Ü��KÛ^Ù�Üªâ]Û�Ý�ù�Û�ðqçnÛ

& Þ �?Üªâ]Û��HÝ�çnÛ�ðDë]Û�çnÛ�ðqäæÜ�Ý�î¢îKÝ�çàÛ�ÝwÚ�Ü�Ý�ëÌî/0 0BÛ '~ x é]Ý�ëæâ]Û�Ý �éWâ]Û�Ý
� " � "  � "  ��!" � $�Ã � ��Ã � ��Ã �#"  Ë o Ã���� Å � "  ��Ã �#"  ��Co

� GF
<�Q
>?Aµú�> � >?: N TW>?< � >C: N >?A � :=< I F £ Q
:B> ��:BA
> I <D>h¥ \ |W>C�
< I a
�rÏ��YÑ�ÒÓ²Ô�Õ�Ó`Ö�Ï l �.:BA�<D>?: JML >?A�Q
> N �h<D: O >?<@:BF
_ £ GF
< \ VK© I�\ > 	�� O <@>?_ I o?ØÙ¤ÚhÚ�Û�Ü ¹"s;u¤½�Þàß(Û�Ý�ã d2e2f � ln¹(oæÛ�Ü�Ý*Û:<*é]Ý87�ç�Ü7Þ�Ý é]Ý�ë Ë et¹ Û�Ü�Ý 7�ðqÜ�ç�ÜBÚ�üMý�Û�ð %�é]Ý87�ç��KÞ�Ý«djØ
í îKÝ�Ý«â]Û 0 çàÛ�Ý2ëKÜ7Û �[Þ10 â]Û�Ý�ë]Û�Ý �^é¢ÚMÚ?î�â]Û�Ý�Ø
î ��!MÚ�ç ��� l Ë o 2�Þ�Ú�Ü�ç�Ü��}ë]Û��¤Ý�Ü�ç�ã�Ú�Þ ��ÛMÚ�Ü�ç��?ç�d Ü�Ý Ë Û�Ü�Ý 0BÞ 7Kî/0BÛMÚ(áµÜ�Ý�Ü�äæé]ä�Ø�#��!MÚ�ç ��� l Ë o Ý*Û7â¢îKç�Ü��}ë]Û��¤Ý�Ü�ç�ã�Ú�Þ ��ÛMÚ�Ü�ç��?ç�d Ü�Ý Ë Û�Ü�Ý 0BÞ 7Kî/0BÛMÚ(á2î[ïWÜ�äæé]ä�Ø



��� ���K	��������*�����
	Ì	 � �W�

ü � !�Ú�ç ��� l Ë o6Ü�Ý�ë]Û��¤Ý�Ü�ç�ã�Ú�Þ ��ÛMÚ�Ü�ç��?ç�d�Ü�Ý Ë 7¢Û�Ü�Ý 0BÞ 7Kî/0BÛMÚ.ÙjïWç�ð�Û�äæé`ä�Ø
ø Û�ù�Û�ÜBÚ aK¯ IKJML ú�>C_�>C<D©²F
A
| � a � � o F�A
Q�Q I |K< I Q djl Ë o¤~ x6: N@O p |W: \ªO £ GF
< Åyö ~ {.ô Ë _�: O { et¹

djl { o�~�djl Ë o��
�
� l7Å z���� l Ë o@Å�o��! 
l { o

_�: O�\ :=_ �� � " � � �� � � � ~ x�a��(:B> N �c>CQ
>?F O > O p Q IKN@N £ GF
< I�\B\ >��  xµ>C:BA �  xµ>��`: N@O :=>?< O _�: O x �
  
l { o   � � Å � � £ GF
< IK\B\ > Åyet¹��[l x o³ö ~��  eµu¤½«ö �  � � � � a
I o ¯ IKJML ¶¤VK< I F N@N > O E?F�A
|0: N@O ��� l Ë o � V N : O :=T0Q
> 	
A
: O a�� I Q
:B> NPO > O :B|W> ��F
A
© O :BVWAÅ��� l7Å  ��� l Ë o@Å�o
I F £ Q
>C<6©KVW_ ��I © O >CA 	 :=A L >?: O�N@ND�
L GI <D>�� ö ~ �  e u ½ ö �  � ~ � � >?:=At¿y:BA
:=_8F
_ I A
A
:=_�_ O p>q��: N@O :B>?< O >?:=A  � e � _�: O

l   ��� l Ë o  o � l  �  ��� l Ë o  � o ~8ö �  x
£ GF
< IK\=\ >  e �³a�R`> O E O _ I A  ö ~ �� � � £ GF
< Å«e u ½ � � x �²p N V�|K: \=O

l�Å  ��� l Ë oDÅ�o �´� � Å � ��£ GF
< I�\B\ > Åyeµu ½ �
9;:=< � GIKL
\ >CAtA²F
A �  x N Vw© \ >?:=A p Q IKN@N g � � Å � �    
l { o  � x £ GF
< I�\B\ > ÅS~ {yô Ë e;¹*�[l x o|W: \=O a
� IKL >C<�: NPO

d�l { o
	���������~ djl Ë o��
�
� l�Å  ��� l Ë oDÅ�o� ��� �

� g � � � �
�  �l { o

�������
� � � � � � � �

 d�l Ë o�� � � � Å � �¤ô �
� � Å � �

~ djl Ë o�� � � � Å � �  djl Ë o z Åyet¹���l x o z
F
A�Q d ��> N : O E O.N VW_�: O :=A Ë >?:BA \ VW© IK\ > N ¿y:BA�:B_8F
_wa� o �(:=>(¥^F N@N�I |K>�� o >C< L�IK\ªO >CA � :=<�Q
F
< JML ¥^A � >?A
Q�>?AµTKVWA I o I F £ ô d a
J o ¯ IKJML ¶¤VK< I F N@N > O E?F�A
|ì>��`: NPO :B>C<D>CA��z � e�u¤½ _�: O l   �  o  xµF
A
Q l �  � � o  x�aH9;:B<
� GIKL�\ >?AtA²F
A �  x N V p Q IKN@N Ë � �  eè¹ F
A
Q Ë � � � eè¹ £ GF
< IK\=\ > �æe·l ô � z � o |K: \=O F�A
Q
N > O EC>?A

��� ö�l ô � z � o � u ��� l	�@o ö ~ djl Ë �
�  o
�! ö�l ô � z � o � u �� l	�@o ö ~ djl Ë �
� � o��

�(:=>6��F�A
© O :BVKA
>?A ���(F
A
Q �� N :BA
Q«E � >?:=_ I�\�N@O > O :=|�Q�:=¾c>?<D>CA
E?:=>?<@� I <�F
A
Qw> N |W: \=O
� �� l x o ~ �0d�l Ë o �  ~ x`z � � l x o ~ ��djl Ë o � � ~ x`z

N V � :=>
� � �� l x o ~¸l��  oP��d�l Ë o ~Èl   ��� l Ë o  o  x�z � � � l x o ~Èl�� � oà�Mdjl Ë o¤~ l �  ��� l Ë o � o� x ��(:=> N �c>CQ
>?F O > O p Q I�NDN �!�«:BA �Ì~ xY>?:BA \ VW© IK\ > N ¿y:=A
:B_8F�_ F
A
Q �! �:BA �«~ xY>?:BA \ VW© IK\ > N¿ I ��:=_8F
_®�c> N : O E O p � > \BJML > N E?>C:B| O p Q IKN@N d :=A Ë ©K>C:BA \ VW© IK\ > N 	�� O <@>?_8F
_ ��> N : O E?>?Aw© I A
Ara

 



��� � � 	����º�n�M���n�
	�	��º���[�����D������	��
���

�rÏ��$#8Ó%$ & (*$�Ó%+�Ó�Ï9;:=<��c> O < IKJML¢O >?AyE?F
A GIKJML
N@O A
V JML _ IK\BN Q
:=>6ú�>?: ND� :=> \ > I F N � a � a
I o 	 N�N >C: djl {Hz0� o ~ { � � � � a
	 N |W: \=O ��� l x�zMx o�~�� � x

x ���
F�A
Q N VW_�: O : N@O ��� l x�zMx o � V N : O :ªT Q
> 	�A�: O F
A
Q d ��> N : O E O Q IKL >C< :BA l x�zMx o >C:BA \ VW© IK\ > N ¿y:BA�:B_8F
_wa� o � GF
< djl {Hz0� o ~ { � ô,� � |W: \ªO

��� l x�zMx o ~�� � x
x ô � � �

R]VW_�: O : NPO ��� l x�zMx o :BA
Q
>
	�A
: O F
A
Q d ��> N : O E O :BA l x�zMx o ©�>?:BA \ VK© I�\ > N 	j� O <D>?_UF
_ya
J o ¥ \BN � >C: O >C<D> N ú�>C: ND� :B> \ ��> O < IKJML¢O >CA � :B< d�öHu � � u z djl {Hz0� o6~ { � � � � ô � {-��a � I A
A:=_ ��\ :BEC:B>C<D>?A0Q
:B> À \ >C: JML F
A
|W>CA

d��]l {Hz�� o ~ � {��¤ô � � ~ x�z d��Wl {Hz�� oj~ � �]� ô � { ~ x�z
Q IKNDN l x�z�x o F
A
Q l � z � o ©²<D: O : N@JML > ¬ F
A
© O >6TWVWA d N :=A
Qra��(:B> �.> N@N >q�P¿ I�O <D: �«TWVWA d \¨I F O > O

��� l {Hz�� oj~�� 
 { ô �ô � 
 � �
F�A
QyQ IKL >?<4|W: \=O

��� l x�zMx o ~ � x ô �ô � x � z ��� l � z � o ~ � 
 ô �ô � 
 � �
�(:=>&�c>C:BQ
>CA 	 :=|W>?A � >?< O >wTKVWA ��� l x�zMx o N :BA
Q�� � F
A
Q N VW_�: O : N@O ��� l x`zMx o :BA�Q
> 	�A�: O F
A
Q d��> N : O E O :BA l x�zMx o ©K>C:BA N4\ VK© I�\ > N 	�� O <D>C_8F
_wa��(:B>(��>?:=Q
>?A 	 :B|K>?A � >C< O >6TKVWA ��� l � z � o N :=A
Q L :BA`�|K>?|W>CA N@O <@:B© O(� V N : O :ªT p � > \=JML > N ��>?Q�>?F O > O p Q IKNDN ��� l � z � o � V N : O :=T«Q
>
	�A
: O : NPO F
A�Q d :BA l � z � o>C:BA \ VK© I�\ > N ¿y:BA
:=_8F
_®�c> N : O E O a

	  �
�S! #W!�/6'*%('�
7-0/ � %h#W% �,!�'r!�#K%������%���
��æ! #��C/6'r!��Ì#W%85�!
bnA�Q
>C<µ¬ L¢Z]N :B© � >?<@Q
>?A L GI F 	�|�¶ I <@: I�O :BVWA N@� <D:=A
E?: � :B>CA I A�|W> � I A
Q O p F
_ E?F
_ ú�>?: ND� :=> \ Q
:=>ú IKL A p \ GI A
| N Q
>?<@>?A N : JML Q IKN R Z]NPO >?_ �c> � >C| O p I�\BN 	�� O <@>?_ IK\ >µ>?:BA�> N ��> NPO :B_�_ O >?A×¶ I <@: I �
O :BVWA ND� <@VW� \ >C_ N E?F �c> N@O :=_�_�>?A*a � GF
<æQ
:=>&<D:=|WVW<DV N >&ú�> L�I A
Q \ F
A
| N V \BJML >C<8¶ I <D: I�O :=VWA ND� <DVW� \ >��_�> ��>?A GV O :B|W>CA � :B<��(:ª¾*>C<D>CA
E?:=>?<D� I <D©�>?: ODN >C:B|W>CA NDJML�I £ O >?A ��I < I _�> O >C< I � L GI A
|W:=|W>?<cbnA O >?|K< IK\ >Ka?9;:=<��> N@JML <�GI A
©K>CA F
A N :BA2Q�:B> N >?_ ¥.� NDJML A
: O@OUI F £ bnA O >?|W< IK\ >æ_�: O ©�VW_ ��I © O >CAYbnA O >?|W< I�O :=VWA N ��>?<@>?: �
JML >?A��§Q
>?A I�\B\ |K>?_�>?:BA�>?A�� I�\B\ A
: JML²O ©KVK_ ��I © O >?<ÌbnA�>?|W< I�O :=VWA N ��>?<@>?: JML > � >?<@Q
>?A � :=<�>C< N@O :B_��IKL _�>?A«Q
> N ��>C�c> N |WF
>q�nbnA O >C|W< I�\BN �c> L�I A
Q�> \ A*a



188 Kapitel Inhaltsverzeihnis5.8 Beispiele.Wir betrahten zun�ahst nohmals die Beispiele aus 5.3.a) Es sei f(x; y) = x2 + y2.Es gilt Hf (0; 0) = � 2 00 2 �und somit ist Hf(0; 0) positiv de�nit und f besitzt daher in (0; 0) ein lokales Minimum.b) F�ur f(x; y) = x2 � y2 gilt Hf(0; 0) = � 2 00 �2 � :Somit ist Hf(0; 0) inde�nit und f besitzt in (0; 0) kein lokales Extremum.) Als weiteres Beispiel betrahten wir f : R2 ! R; f(x; y) = x3 + y3 � 3xy. Dannimplizieren die Gleihungenfx(x; y) = 3x2 � 3y = 0; fy(x; y) = 3y2 � 3x = 0;dass (0; 0) und (1; 1) kritishe Punkte von f sind. Die Hesse-Matrix von f lautetHf (x; y) = � 6x �3�3 6y �und daher gilt Hf(0; 0) = � 0 �3�3 0 � ; Hf(1; 1) = � 6 �3�3 6 � :Die beiden Eigenwerte von Hf(0; 0) sind �3 und somit ist Hf(0; 0) inde�nit und fbesitzt in (0; 0) keins lokales Extremum. Die beiden Eigenwerte von Hf(1; 1) sind hin-gegen strikt positiv, welhes bedeutet, dass Hf(1; 1) positiv de�nit ist und f in (1; 1)ein lokales Minimum besitzt.6 Di�erentation parameterabh�agiger IntegraleIn der Physik werden h�au�g Variationsprinzipien angewandt, um zum Beispiel dieBahn, l�angs deren sih ein System bewegt, als Extremale eines bestimmten Varia-tionsproblems zu bestimmen. F�ur die rigorose Behandlung solher Variationsproble-me ben�otigen wir Di�erenzierbarkeitseigenshaften parameterabh�angiger Integrale. Wirbeshr�anken uns in diesem Abshnitt auf Integrale mit kompakten Integrationsberei-hen; den allgemeinen Fall niht kompakter Inegrationsbereihe werden wir erst imRahmen des Lebesgue-Integrals behandeln.



6 Di�erentation parameterabh�agiger Integrale 189Es seien U � Rn o�en und J � R ein kompaktes Intervall. Wir betrahten eineFunktion f : U � J ! R mit der Eigenshaft, dass f�ur jedes x 2 U die Funktiont 7! f(x; t) stetig ist und de�nieren die Funktion F : U ! R durhF (x) := ZJ f(x; t)dt:Dann gilt der folgende Satz6.1 Theorem. (Di�erentation von parameterabh�angigen Integralen).a) Ist f stetig auf U � J, so ist F stetig auf U .b) Ist f zus�atzlih nah xi stetig partiell di�erenzierbar, so ist F nah xi steti partielldi�erenzbar und man darf "unter dem Integral di�erenzieren\, d.h. es gilt�F (x)�xi = ZJ �f(x; t)�xi dt:Beweis. a) Wir bemerken zun�ahst, dass es gen�ugt den Satz f�ur U � R zu beweisen.Es sei x 2 U 2 R und (xj) � U eine Folge mit xj ! x. Dann ist f auf der kompaktenMenge J � fx; x1; x2; : : :g gleihm�a�ig stetig, d.h. f�ur jedes " > 0 existiert ein Æ > 0mit jf(xk; t) � f(x; t)j < " f�ur alle x 2 U , falls nur jxk � xj < Æ gilt. Dies bedeutet,dass f(xk; �) gleihm�a�ig auf J gegen f(x; �) konvergiert. Nah Satz V.2.13 gilt daherlimk!1ZJ f(xk; t)dt = ZJ f(x; t)dt;und somit ist F stetig auf U .b) Es sei K � U eine kompakte Menge mit x 2 K. Auf dem Kompaktum K �J ist �f�xgleihm�a�ig stetig, d.h. f�ur jedes " > 0 existiert ein Æ > 0 mit j�f�x(~x; t)� �f�x(x; t)j < " f�uralle jx � ~xj � Æ. Nah dem klassishen Mittelwertsatz IV.2.4 existiert ein �k 2 (x; xk)mit f(xk; t)� f(x; t)xk � x = �f�x (�k; t):Wir w�ahlen nun N 2 N so, dass jx � xkj < Æ gilt f�ur alle k � N . Damit gilt auhjx� �kj < Æ und�����f�x (x; t)� f(xk; t)� f(x; t)xk � x ���� = �����f�x (x; t)� �f�x (�k; t)���� < ":Somit konvergiert f(xk; �)� f(x; �)xk � x ! �f�x (x; �)



190 Kapitel Inhaltsverzeihnisgleihm�a�ig auf J . Nah Satz V.2.13 konvergieren daher die zugeh�origen Integrale, d.h.es gilt limk!1 F (xk)� F (x)xk � x = limk!1ZJ f(xk; t)� f(x; t)xk � x dt = ZJ �f�x (x; t)dt:Somit ist F partiell nah x di�erenzierbar und es giltF 0(x) = ZJ �f�x (x; t)dt:Shlie�lih ist F 0 stetig nah Aussage a), da �f�x stetig auf U � J vorausgesetzt war. �Als erste Anwendung dieses Satzes beweisen wir die Vertaushbarkeit f�ur iterierte In-tegrale.6.2 Satz. Ist f : [a; b℄� [; d℄! R stetig, so giltZ ba �Z d f(x; t)dt� dx = Z d �Z ba f(x; t)dx� dt:Beweis. Wir de�nieren Funktionen F1; F2 : [a; b℄! R durhF1(�) := Z �a �Z d f(x; t)dt� dx; F2(�) := Z d �Z �a f(x; t)dx� dt:Da der Integrand von F1 stetig auf [a; b℄ ist, ist F1 nah dem Hauptsatz der Di�erential-und Integralrehnung di�erenzierbar mit F 0(�) = R d f(�; t)dt. Die Funktion F2 ist nahdem obigen Theorem 6.1 ebenfalls di�erenzierbar mit F 02(�) = R d f(�; t)dt. Daher giltF 01 = F 02 und wegen F1(a) = F2(a) = 0 auh F1 = F2. �Durh wiederholtes Anwenden des obigen Verfahrens kann man das iterierte Integraleiner stetigen Funktion auf einem Quader Q := [a1; b1℄� : : :� [ak; bk℄ � Rk alsZQ f(x)dx := Z bkak �: : :Z b2a2 �Z b1a1 f(x1; : : : ; xk)dx1� dx2 : : :� dxkde�nieren.Im Folgenden betrahten wir die sogenannte Eulershe Di�erentialgleihung der Va-riationsrehnung. Hierunter versteht man die folgende Problematik. Zwishen zwei ko-axialen Kreislinien soll diejenige Rotations�ahe bestimmt werden, welhe kleinstenFl�aheninhalt besitzt. Genauer gesagt, suhen wir zu zwei gegebenen Punkten (a; �



6 Di�erentation parameterabh�agiger Integrale 191und (b; �) mit a < b eine stetig di�erenzierbare Funktion f : [a; b℄! R+ mit f(a) = �und f(b) = � so, dass die durh Rotation ihres Graphen um die x-Ahse entstehendeFl�ahe m�oglihst kleinen Fl�aheninhalt hat. Den Fl�aheninhalt einer solhen Fl�ahewerden wir sp�ater als F (f) = 2� Z ba f(x)p1 + f 0(x)2dxbestimmen.Ausgehend von diesem Beispiel betrahten wir allgemeiner eine zweimal stetig di�e-renzierbare FunktionL : [a; b℄� R � R ! R; (t; y; p) 7! L(t; y; p);setzen f�ur �; � 2 R V := f' 2 C2[a; b℄ : '(a) = �; '(b) = �gund de�nieren J : V ! R; J(') := Z ba L(t; '(t); '0(t))dt:Gesuht wird ein ' 2 V , in dem J ein Extremum annimmt. Im obigen Beispiel w�are alsoL(t; x; p) = xp1 + p2. Das hier formulierte Extremalproblem ist von besonderer Art, dader De�nitionsbereih von J eine Teilmenge des unendlih-dimensionalen VektorraumsV ist.Der folgende Satz gibt eine notwendige Bedingung f�ur die Existenz einer Extremalstellevon J an.6.3 Satz. (Eulershe Di�erentialgleihung). Gilt J(') = inf 2V J( ) f�ur ein ' 2 V ,so gelten die Eulershen Di�erentialgleihungenddt �L�p (t; '(t); '0(t)) = �L�y (t; '(t); '0(t)):Beweis. Es sei ' 2 V mit J(') � J( ) f�ur alle  2 V und g 2 C2[a; b℄ eine Funktionmit g(a) = 0 = g(b). Dann ist '+ "g 2 V f�ur alle " 2 R und es giltJ(') � J('+ "g):Setzt man F : R ! R; F (") := J('+ "g), so hat F in " = 0 ein Minimum; es gilt alsodFd" (0) = 0. Nah Satz 6.1 d�urfen wir unter dem Integral di�erenzieren und erhaltendFd" (") = Z ba dd"L(t; '+ "g; '0 + "g0)dt= Z ba �L�y (t; '+ "g; '0 + "g0)g + �L�p (t; '+ "g; '0 + "g0)g0dt



192 Kapitel InhaltsverzeihnisIntegriert man den zweiten Term auf der rehten Seite partiell, so erhalten wirZ ba �L�p g0dt = �L�p gjba| {z }=0 � Z ba g(t) ddt ��L�p� dtund somit gilt 0 = dFd" (0) = Z ba ��L�y (t; '; '0)� ddt ��L�p� (t; '; '0)� gdtf�ur jede Funktion g 2 C2[a; b℄ mit g(a) = g(b) = 0. Die Behauptung folgt nun aus demfolgenden Lemma. �6.4 Lemma. Ist f : [a; b℄ ! R eine stetige Funktion und gilt f�ur jede Funktion g 2C2[a; b℄ mit g(a) = 0 = g(b) Z ba f(t)g(t)dt = 0;so ist f � 0 auf [a; b℄.Beweis. Da f stetig ist, gen�ugt es zu zeigen, dass f � 0 auf (a; b) gilt. Wir nehmenan, dass f(x) 6= 0 ist f�ur ein x 2 (a; b). OBdA sei f(x) = " > 0. Die Stetigkeit von fimpliziert, dass eine Umgebung UÆ(x) von x existiert mit f(t) � "=2 f�ur alle t 2 UÆ(x).Wir w�ahlen nun eine Funktion g 2 C2[a; b℄ mit g � 0 und g(x) > 0 und g(t) = 0 f�uralle t 2 [a; b℄nUÆ(x). Daher gilt0 = Z ba f(t)g(t)dt = Z x+Æx�Æ f(t)g(t)dt � "2 Z x+Æx�Æ g(t)dt| {z }>0 > 0:Widerspruh! �6.5 Beispiel.Wie oben sei V = f' 2 C2[a; b℄ : '(a) = �; und '(b) = �g. Motiviert durh dieBogenl�ange von Kurven betrahten wirJ(') = Z ba p1 + '0(t)2dt:Dann gilt L(t; y; p) =p1 + p2,�L�y = 0; �L�p (t; y; p) = pp1 + p2



6 Di�erentation parameterabh�agiger Integrale 193und die Eulershe Di�erentialgleihung lautetddt '0(t)p1 + '0(t)2 = �L�y = 0:Deshalb gilt '00p1 + '02 � '0 '0'00(1 + '02) 32 = 0;und somit '00(t) = 0. Damit ergibt sih'(t) = �+ �tund wir haben gezeigt, dass die Gerade die k�urzeste Verbindung zwishen zwei Punktendarstellt.Im Folgenden verallgemeinern wir die obige Strategie auf die Situation von n-Funktionen.Die Funktion L ist dann von der FormL : [a; b℄� Rn � Rn ! R; (t; y1; : : : ; yn; p1; : : : ; pn) 7! L(t; y1; : : : ; yn; p1; : : : ; pn)und f�ur V gilt V = ff 2 C2([a; b℄;Rn) : f(a) = �; f(y) = �gf�ur �; � 2 Rn . De�niert man J : V ! R viaJ(') = Z ba L(t; '1(t); : : : ; 'n(t); '01(t); : : : ; '0n(t))dt;so impliziert ein Minimum von J in ' = ('1; : : : ; 'n) 2 V , dassddtLpi(t; '; '0)� Lyi(t; '; '0) = 0; i = 1; : : : ; ngilt.Betrahtet man ein physikalishes System beshrieben durh die Zeitkoordinate t undOrtskoordinaten '(t) = ('1(t); : : : ; 'n(t)), so hei�ta) L(t; '; '0) die Lagrange-Funktion undb) es gilt L = T � U , wobei T = T ('; '0) die kinetishe Energie und U = U(') diepotentielle Energie des Systems beshreibt.) Ferner wird J(') = R ba L(t; '(t); '0(t))dt in der Physik auh Wirkungsintegralgenannt.



194 Kapitel InhaltsverzeihnisDas Hamiltonshes Prinzip der Mehanik besagt, dass zwishen zwei Zeitpunkten t0; t1die Bewegung des Systems so verl�auft, dass das IntegralJ(') = Z t1t0 T ('; '0)� U('))dt;minimal wird. Die Eulershen Di�erentialgleihungen impliziert dannddt �T�'0i � ��'i (T � U) = 0; i = 1; : : : ; n:In der Mehanik hei�en diese Gleihungen die Lagrangeshen Bewegungsgleihungen.Betrahten wir speziell die Bewegung eines Massenpunkts unter dem Einuss eines nurvom Ort abh�angigen Potentials U , so gilt mit x = (x1; x2; x3) und v = (x01; x02; x03)T = m2 3Xi=1 v2i = m2 3Xi=1 (x0i)2(t) und L(x; v) = m2 (v21 + v22 + v23)� U(x1; x2; x3):Da die Lagrangefunktion L niht explizit von t abh�angt, gilt�L�xi = ��U�xi ; und �L�vi = mviund die Eulershe Di�erentialgleihung lautetddt(mx0i(t)) + �U�xi (xi(t)) = 0:Daher lauten die Bewegungsgleihung in diesem Fallmx00i = �grad U(x); i = 1; 2; 3:6.6 Beispiel. (Rotationsminimal�ahen). Wir betrahten nun das eingangs erw�ahnteBeispiel der Rotations�ahe und de�nieren hierzu J als(6.1) J(') = Z ba '(t)p1 + '0(t)2dt:Die Eulershe Di�erentialgleihung lautetLpp'00 + Lpy'0 + Lpt � Ly = 0:Ist L unabh�angig von t, so gilt f�ur E' := Lp('; '0)'0 � L('; '0)ddtE' = (Lpy'02 + Lpp'0'00 + Lp'00)� Ly'0 � Lp'00= '0(Lpy'0 + Lpp'00 � Ly) = 0;



6 Di�erentation parameterabh�agiger Integrale 195und jede L�osung der Eulershen Di�erentialgleihung erf�ullt in diesem FallE' = Lp('; '0)'0 � L('; '0) = onstant:In der Physik interpretiert man E' als die Energie des Systems. Betrahtet man nunspeziell J de�niert wie in (6.1), so giltL(t; x; p) = xp1 + p2und �L�p (t; x; p) = xpp1+p2 und �L�y =p1 + p2. Die Eulershe Gleihung lautet daher(6.2) ddt(' '0p1 + '02 ) =p1 + '02und da L unabh�angig von t ist, gilt Lp('; '0)'0 � L('; '0) =  f�ur ein  2 R. Damitfolgt xp2p1 + p2 � xp1 + p2 = �und somit 'p1 + '02 = onstant:Damit vereinfaht sih die Eulershe Gleihung zu'00 = 1', '00 � 12' = 0und wir erhalten als L�osung von (6.2)'(t) =  osh(1 (t� t0)):Diese Funktionen hei�en auh Kettenlinien. Shlie�lih bestimmen wir noh die Kon-stanten  und t0 f�ur den Fall � = � und a = �b wie folgt. Setzt man aus Symmetrie-gr�unden t0 = 0 so haben wir die Gleihungosh b=b= = �bzu l�osen. Es existiert dann ein  inR, so dass f�ur �=b =  genau eine L�osung die-ser Gleihung exisitiert. Zusammengefasst haben wir bewiesen, dass das Problem derRotationsminimal�ahe f�ur dieses  und �=b =  h�ohstens eine L�osung besitzt.
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