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5.8 Beispiele.
Wir betrachten zunéchst nochmals die Beispiele aus 5.3.

a) Es sei f(z,y) = 22 +y%
mo.o- (7 )

Es gilt
und somit ist H(0, 0) positiv definit und f besitzt daher in (0, 0) ein lokales Minimum.
b) Fiir f(z,y) = z° — y* gilt
2 0
moo-(2 %)

Somit ist H;(0,0) indefinit und f besitzt in (0, 0) kein lokales Extremum.
¢) Als weiteres Beispiel betrachten wir f : R2 — R, f(z,y) = 2* + y* — 3zy. Dann
implizieren die Gleichungen

folz,y) =32 =3y =0, f,(z,y)=3y>—32=0,

dass (0,0) und (1,1) kritische Punkte von f sind. Die Hesse-Matrix von f lautet

Hy(z,y) = < fﬁ, g;’ )

und daher gilt

moo=( 0 ) man=( 5 )

Die beiden Eigenwerte von H(0,0) sind +3 und somit ist H;(0,0) indefinit und f
besitzt in (0,0) keins lokales Extremum. Die beiden Eigenwerte von Hy(1, 1) sind hin-
gegen strikt positiv, welches bedeutet, dass Hf(1, 1) positiv definit ist und f in (1,1)
ein lokales Minimum besitzt.

6 Differentation parameterabhagiger Integrale

In der Physik werden hidufig Variationsprinzipien angewandt, um zum Beispiel die
Bahn, lings deren sich ein System bewegt, als Extremale eines bestimmten Varia-
tionsproblems zu bestimmen. Fiir die rigorose Behandlung solcher Variationsproble-
me bendtigen wir Differenzierbarkeitseigenschaften parameterabhéngiger Integrale. Wir
beschrinken uns in diesem Abschnitt auf Integrale mit kompakten Integrationsberei-
chen; den allgemeinen Fall nicht kompakter Inegrationsbereiche werden wir erst im
Rahmen des Lebesgue-Integrals behandeln.
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Es seien U C R” offen und J C R ein kompaktes Intervall. Wir betrachten eine
Funktion f : U x J — R mit der Eigenschaft, dass fiir jedes x € U die Funktion
t — f(x,t) stetig ist und definieren die Funktion F': U — R durch

ﬂ@:ﬁﬂﬁwt

Dann gilt der folgende Satz

6.1 Theorem. (Differentation von parameterabhéngigen Integralen).

a) Ist f stetig auf U x J, so ist F stetig auf U.

b) Ist f zusdtzlich nach x; stetig partiell differenzierbar, so ist F' nach x; steti partiell
differenzbar und man darf ,unter dem Integral differenzieren®, d.h. es gilt

OF (x) [ Of(x,t)
L oot

83:1'

Beweis. a) Wir bemerken zunichst, dass es geniigt den Satz fiir U C R zu beweisen.

Es seiz € U € R und (z;) C U eine Folge mit z; — x. Dann ist f auf der kompakten
Menge J X {z,xq,xs,...} gleichmiBig stetig, d.h. fiir jedes € > 0 existiert ein § > 0
mit |f(xy, t) — f(z,t)] < e fiir alle x € U, falls nur |z, — x| < ¢ gilt. Dies bedeutet,
dass f(xy,-) gleichméBig auf J gegen f(z,-) konvergiert. Nach Satz V.2.13 gilt daher

k—00

nm/ﬂu@ﬁ:/j@ﬂ%
J J

und somit ist F' stetig auf U.

b) Es sei K C U eine kompakte Menge mit x € K. Auf dem Kompaktum K x .J ist %
gleichméBig stetig, d.h. fiir jedes ¢ > 0 existiert ein § > 0 mit |%(i, t)— %(m, t)] < e fiir

alle |x — 7| < 4. Nach dem klassischen Mittelwertsatz IV.2.4 existiert ein & € (z, xy)

mit

Ty — T ox

(&ks t).

Wir wéhlen nun N € N so, dass |z — x| < ¢ gilt fiir alle & > N. Damit gilt auch
iz — &| < § und

a_f(L t) _

ox Ty — T

f@mﬂ—ﬂ%ﬂw:gaﬁﬂ—ggﬁi)<a

Somit konvergiert
flaw) = f) | of

Tp — 8:1:( )
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gleichméBig auf J. Nach Satz V.2.13 konvergieren daher die zugehorigen Integrale, d.h.
es gilt

lim Flaw) = F(x) _ = lim /f xk’x i(w t)dt /gi( ,t)dt.
k— J

k—o00 T — T k—o00
Somit ist F' partiell nach x differenzierbar und es gilt

of

F'(z) = v

—(z, t)dt.

SchlieBlich ist F” stetig nach Aussage a), da % stetig auf U x J vorausgesetzt war.
O

Als erste Anwendung dieses Satzes beweisen wir die Vertauschbarkeit fiir iterierte In-
tegrale.

6.2 Satz. Ist f :[a,b] X [c,d] — R stetig, so gilt

/ab </cdf(:1:,t)dt> d:c:/cd (/abf(x,t)d:c> dt

Beweis. Wir definieren Funktionen Fi, F; : [a,b] — R durch

Fi(é) : /(/fxtdt)dx Fy(¢ ._/ </f:r:tdx>dt

Da der Integrand von F stetig auf [a, b] ist, ist F} nach dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung differenzierbar mit F'(§) = fcd f(&,t)dt. Die Funktion Fy ist nach

dem obigen Theorem 6.1 ebenfalls differenzierbar mit Fj(&) = fcd f(&,t)dt. Daher gilt
F| = F} und wegen Fi(a) = Fy(a) = 0 auch F} = F;.

O
Durch wiederholtes Anwenden des obigen Verfahrens kann man das iterierte Integral
einer stetigen Funktion auf einem Quader @ := [ay,bi] X ... X [ay, bx] C R* als
b b2 b1
/f(x)dx :z/ (/ < f(ml,...,xk)d:m) dl‘g...) dxy,
Q ap a2 a1
definieren.

Im Folgenden betrachten wir die sogenannte Eulersche Differentialgleichung der Va-
riationsrechnung. Hierunter versteht man die folgende Problematik. Zwischen zwei ko-
axialen Kreislinien soll diejenige Rotationsfliche bestimmt werden, welche kleinsten
Fldcheninhalt besitzt. Genauer gesagt, suchen wir zu zwei gegebenen Punkten (a, «
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und (b, ) mit a < b eine stetig differenzierbare Funktion f : [a,b] — Ry mit f(a) = «
und f(b) = f so, dass die durch Rotation ihres Graphen um die x-Achse entstehende
Fldche moglichst kleinen Flicheninhalt hat. Den Flédcheninhalt einer solchen Fléche
werden wir spéter als

F(f) = 2n / F (@)1 F F@)da

bestimmen.

Ausgehend von diesem Beispiel betrachten wir allgemeiner eine zweimal stetig diffe-
renzierbare Funktion

L:a,)) xRxR—=R, (t,y,p) — L(t.y.p),

setzen fiir a, B € R
Vi={p e C%a,b]: p(a) = a,o(b) = B}
und definieren

TV SR J(p) ::/ L{t, o(t), &' (1)) dt.

Gesucht wird ein ¢ € V| in dem J ein Extremum annimmt. Im obigen Beispiel wire also
L(t,z,p) = x1/1 + p?. Das hier formulierte Extremalproblem ist von besonderer Art, da
der Definitionsbereich von .J eine Teilmenge des unendlich-dimensionalen Vektorraums
V ist.

Der folgende Satz gibt eine notwendige Bedingung fiir die Existenz einer Extremalstelle
von J an.

6.3 Satz. (Eulersche Differentialgleichung). Gilt J(¢) = infyey J(¢) fir ein ¢ € V,
so gelten die Eulerschen Differentialgleichungen

& 2t pt0). (1) = S 0.0,

Beweis. Es sei p € V mit J(p) < J(3) fiir alle ¢» € V und g € C?[a, b] eine Funktion
mit g(a) = 0= g(b). Dann ist ¢ + eg € V fiir alle ¢ € R und es gilt

J(p) < J(p +eg).

Setzt man F : R = R, F(¢) := J(¢ +£g), so hat F in £ = 0 ein Minimum; es gilt also

42(0) = 0. Nach Satz 6.1 diirfen wir unter dem Integral differenzieren und erhalten

dF b d
d—g(ﬁ) = /d—gL(t,<,0+6g,sO’+6g’)dt

b

oL oL

= / —(tipteg ¢ +egd)g+ —(t,p+eg, ¢ +eg')g'dt
o Oy dp
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Integriert man den zweiten Term auf der rechten Seite partiell, so erhalten wir

"oL oL , [° OL
SLon=Lot- o5 (50) a
R/—/

=0

a

und somit gilt

0= C;—];(O) =/a [gz( P @) = o (2L> (t, ¢, 90)} gdt

fiir jede Funktion g € C?[a,b] mit g(a) = g(b) = 0. Die Behauptung folgt nun aus dem
folgenden Lemma.
0

6.4 Lemma. Ist f : [a,b] — R eine stetige Funktion und gilt fir jede Funktion g €

C?[a,b] mit g(a) =0 = g(b) b
| st =

Beweis. Da f stetig ist, geniigt es zu zeigen, dass f = 0 auf (a,b) gilt. Wir nehmen
an, dass f(x) # 0 ist fiir ein x € (a,b). OBdA sei f(z) = e > 0. Die Stetigkeit von f
impliziert, dass eine Umgebung Us(x) von z existiert mit f(¢) > ¢/2 fiir alle ¢t € Us(x).
Wir withlen nun eine Funktion g € C?[a,b] mit ¢ > 0 und g(z) > 0 und g(¢) = 0 fiir
alle ¢t € [a,b]\Us(z). Daher gilt

0—/f t)dt = / Ft)g(t)dt > = /jjg(t)dt>0.

—_———
>0

so ist f =0 auf [a,b].

Widerspruch!
O

6.5 Beispiel.
Wie oben sei V = {p € C*a,b] : ¢(a) = a, und p(b) = B}. Motiviert durch die
Bogenldnge von Kurven betrachten wir

= /b V14 (t)dt.

Dann gilt L(t,y,p) = /1 + p?,
oL oL P

_:07 _ta 3 Y
By op ¥ P) =
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und die Eulersche Differentialgleichung lautet

d ¢ oL

it ST+ o2 9y

= 0.

Deshalb gilt
SOH , <)OI<)0H

—
Vite? (1497

und somit ¢"(¢) = 0. Damit ergibt sich

3:07
2

o(t) =a+ St
und wir haben gezeigt, dass die Gerade die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten

darstellt.

Im Folgenden verallgemeinern wir die obige Strategie auf die Situation von n-Funktionen.
Die Funktion L ist dann von der Form

L:[a,b) xR" X R" =R, (£,Y1,--,Yns D1y Pn) = L, Y1y oo s Yny Py -+ Pn)

und fiir V' gilt
V={feCab.R"): f(a) = a. f(y) = B}
fiir a, f € R". Definiert man .J : V — R via

J(g) = / Lt or(8)s- s onl), 4 (0)s . (D)),

so impliziert ein Minimum von J in ¢ = (¢1,...,p,) € V, dass

d .
ngi(t’gO,gO,)—Lyi(t,(p,(pl):U, ’L:1,...,’I’L

gilt.
Betrachtet man ein physikalisches System beschrieben durch die Zeitkoordinate ¢ und
Ortskoordinaten ¢(t) = (p1(t),. .., pn(t)), so heiit

a) L(t, ¢, ") die Lagrange-Funktion und

b) es gilt L =T — U, wobei T' = T (¢, ¢') die kinetische Energie und U = U(yp) die
potentielle Energie des Systems beschreibt.

c¢) Ferner wird J(y) = fabL(t,go(t),cp’(t))dt in der Physik auch Wirkungsintegral
genannt.
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Das Hamiltonsches Prinzip der Mechanik besagt, dass zwischen zwei Zeitpunkten %y, ¢,
die Bewegung des Systems so verlduft, dass das Integral

t1

1) = [ Tl - Ul
to

minimal wird. Die Eulerschen Differentialgleichungen impliziert dann

dor 9
dt Op; Oy

(T-U)=0, i=1,...,n

In der Mechanik heiflen diese Gleichungen die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen.
Betrachten wir speziell die Bewegung eines Massenpunkts unter dem Einfluss eines nur
vom Ort abhéngigen Potentials U, so gilt mit x = (21, 9, x3) und v = (2}, z, %)

m m
S0l = T @) und L(w,v) = Z(0] + v} + v}) = Ular, @, 70).

i=1 i=1
Da die Lagrangefunktion L nicht explizit von ¢ abhéingt, gilt

oL U L oL
83:1' N 83:1" b 61}1'

= mv;

und die Eulersche Differentialgleichung lautet

d, oU
S mal1) + 5 (i (1) = 0.

Daher lauten die Bewegungsgleichung in diesem Fall

mzx = —grad U(z), i=1,2,3.

6.6 Beispiel. (Rotationsminimalflichen). Wir betrachten nun das eingangs erwihnte
Beispiel der Rotationsfliche und definieren hierzu J als

(6.1) J(p) = / o)1 T P (D7

Die Eulersche Differentialgleichung lautet
Lyp¢" + Ly’ + Lyy — L, = 0.
Ist L unabhéngig von ¢, so gilt fiir E, := L,(¢, ¢')¢" — L(p, ¢')

d

EEW = (pr¢’2 + Lpp‘PISO” + LPQO”) - Ly‘PI - LPSOH

= @I(pr%o’ + Lpp‘P” - Ly) =0,
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und jede Losung der Eulerschen Differentialgleichung erfiillt in diesem Fall
E, = Ly(e, 90’)90’ — L(yp, <P') = constant.

In der Physik interpretiert man F, als die Energie des Systems. Betrachtet man nun
speziell J definiert wie in (6.1), so gilt

L(t,z,p) = z/1+p?

und %(t, x,p) = \/ﬁ? und % = /1 + p?. Die Eulersche Gleichung lautet daher

d ¢’ -

5(907,71 o =

und da L unabhingig von t ist, gilt L,(p, ¢')¢’ — L(g,¢') = c fiir ein ¢ € R. Damit

(6.2) 14 ¢

folgt
xp?
—— —a\/1+p2=—c
V14 p?
und somit

.
V1t e?

Damit vereinfacht sich die Eulersche Gleichung zu

= constant.

1 1

el =—p ey —5p=0

und wir erhalten als Losung von (6.2)

o(t) = ccosh(%(t — tp)).

Diese Funktionen heiflen auch Kettenlinien. Schlieflich bestimmen wir noch die Kon-
stanten ¢ und ¢, fiir den Fall & = § und a = —b wie folgt. Setzt man aus Symmetrie-
griinden ¢, = 0 so haben wir die Gleichung

coshb/c «

b/c b

zu losen. Es existiert dann ein ¢ inR, so dass fiir a/b = ¢ genau eine Losung die-
ser Gleichung exisitiert. Zusammengefasst haben wir bewiesen, dass das Problem der
Rotationsminimalfléche fiir dieses ¢ und /b = ¢ hichstens eine Losung besitzt.



