
188 Kapitel Inhaltsverzeihnis5.8 Beispiele.Wir betrahten zun�ahst nohmals die Beispiele aus 5.3.a) Es sei f(x; y) = x2 + y2.Es gilt Hf (0; 0) = � 2 00 2 �und somit ist Hf(0; 0) positiv de�nit und f besitzt daher in (0; 0) ein lokales Minimum.b) F�ur f(x; y) = x2 � y2 gilt Hf(0; 0) = � 2 00 �2 � :Somit ist Hf(0; 0) inde�nit und f besitzt in (0; 0) kein lokales Extremum.) Als weiteres Beispiel betrahten wir f : R2 ! R; f(x; y) = x3 + y3 � 3xy. Dannimplizieren die Gleihungenfx(x; y) = 3x2 � 3y = 0; fy(x; y) = 3y2 � 3x = 0;dass (0; 0) und (1; 1) kritishe Punkte von f sind. Die Hesse-Matrix von f lautetHf (x; y) = � 6x �3�3 6y �und daher gilt Hf(0; 0) = � 0 �3�3 0 � ; Hf(1; 1) = � 6 �3�3 6 � :Die beiden Eigenwerte von Hf(0; 0) sind �3 und somit ist Hf(0; 0) inde�nit und fbesitzt in (0; 0) keins lokales Extremum. Die beiden Eigenwerte von Hf(1; 1) sind hin-gegen strikt positiv, welhes bedeutet, dass Hf(1; 1) positiv de�nit ist und f in (1; 1)ein lokales Minimum besitzt.6 Di�erentation parameterabh�agiger IntegraleIn der Physik werden h�au�g Variationsprinzipien angewandt, um zum Beispiel dieBahn, l�angs deren sih ein System bewegt, als Extremale eines bestimmten Varia-tionsproblems zu bestimmen. F�ur die rigorose Behandlung solher Variationsproble-me ben�otigen wir Di�erenzierbarkeitseigenshaften parameterabh�angiger Integrale. Wirbeshr�anken uns in diesem Abshnitt auf Integrale mit kompakten Integrationsberei-hen; den allgemeinen Fall niht kompakter Inegrationsbereihe werden wir erst imRahmen des Lebesgue-Integrals behandeln.



6 Di�erentation parameterabh�agiger Integrale 189Es seien U � Rn o�en und J � R ein kompaktes Intervall. Wir betrahten eineFunktion f : U � J ! R mit der Eigenshaft, dass f�ur jedes x 2 U die Funktiont 7! f(x; t) stetig ist und de�nieren die Funktion F : U ! R durhF (x) := ZJ f(x; t)dt:Dann gilt der folgende Satz6.1 Theorem. (Di�erentation von parameterabh�angigen Integralen).a) Ist f stetig auf U � J, so ist F stetig auf U .b) Ist f zus�atzlih nah xi stetig partiell di�erenzierbar, so ist F nah xi steti partielldi�erenzbar und man darf "unter dem Integral di�erenzieren\, d.h. es gilt�F (x)�xi = ZJ �f(x; t)�xi dt:Beweis. a) Wir bemerken zun�ahst, dass es gen�ugt den Satz f�ur U � R zu beweisen.Es sei x 2 U 2 R und (xj) � U eine Folge mit xj ! x. Dann ist f auf der kompaktenMenge J � fx; x1; x2; : : :g gleihm�a�ig stetig, d.h. f�ur jedes " > 0 existiert ein Æ > 0mit jf(xk; t) � f(x; t)j < " f�ur alle x 2 U , falls nur jxk � xj < Æ gilt. Dies bedeutet,dass f(xk; �) gleihm�a�ig auf J gegen f(x; �) konvergiert. Nah Satz V.2.13 gilt daherlimk!1ZJ f(xk; t)dt = ZJ f(x; t)dt;und somit ist F stetig auf U .b) Es sei K � U eine kompakte Menge mit x 2 K. Auf dem Kompaktum K �J ist �f�xgleihm�a�ig stetig, d.h. f�ur jedes " > 0 existiert ein Æ > 0 mit j�f�x(~x; t)� �f�x(x; t)j < " f�uralle jx � ~xj � Æ. Nah dem klassishen Mittelwertsatz IV.2.4 existiert ein �k 2 (x; xk)mit f(xk; t)� f(x; t)xk � x = �f�x (�k; t):Wir w�ahlen nun N 2 N so, dass jx � xkj < Æ gilt f�ur alle k � N . Damit gilt auhjx� �kj < Æ und�����f�x (x; t)� f(xk; t)� f(x; t)xk � x ���� = �����f�x (x; t)� �f�x (�k; t)���� < ":Somit konvergiert f(xk; �)� f(x; �)xk � x ! �f�x (x; �)



190 Kapitel Inhaltsverzeihnisgleihm�a�ig auf J . Nah Satz V.2.13 konvergieren daher die zugeh�origen Integrale, d.h.es gilt limk!1 F (xk)� F (x)xk � x = limk!1ZJ f(xk; t)� f(x; t)xk � x dt = ZJ �f�x (x; t)dt:Somit ist F partiell nah x di�erenzierbar und es giltF 0(x) = ZJ �f�x (x; t)dt:Shlie�lih ist F 0 stetig nah Aussage a), da �f�x stetig auf U � J vorausgesetzt war. �Als erste Anwendung dieses Satzes beweisen wir die Vertaushbarkeit f�ur iterierte In-tegrale.6.2 Satz. Ist f : [a; b℄� [; d℄! R stetig, so giltZ ba �Z d f(x; t)dt� dx = Z d �Z ba f(x; t)dx� dt:Beweis. Wir de�nieren Funktionen F1; F2 : [a; b℄! R durhF1(�) := Z �a �Z d f(x; t)dt� dx; F2(�) := Z d �Z �a f(x; t)dx� dt:Da der Integrand von F1 stetig auf [a; b℄ ist, ist F1 nah dem Hauptsatz der Di�erential-und Integralrehnung di�erenzierbar mit F 0(�) = R d f(�; t)dt. Die Funktion F2 ist nahdem obigen Theorem 6.1 ebenfalls di�erenzierbar mit F 02(�) = R d f(�; t)dt. Daher giltF 01 = F 02 und wegen F1(a) = F2(a) = 0 auh F1 = F2. �Durh wiederholtes Anwenden des obigen Verfahrens kann man das iterierte Integraleiner stetigen Funktion auf einem Quader Q := [a1; b1℄� : : :� [ak; bk℄ � Rk alsZQ f(x)dx := Z bkak �: : :Z b2a2 �Z b1a1 f(x1; : : : ; xk)dx1� dx2 : : :� dxkde�nieren.Im Folgenden betrahten wir die sogenannte Eulershe Di�erentialgleihung der Va-riationsrehnung. Hierunter versteht man die folgende Problematik. Zwishen zwei ko-axialen Kreislinien soll diejenige Rotations�ahe bestimmt werden, welhe kleinstenFl�aheninhalt besitzt. Genauer gesagt, suhen wir zu zwei gegebenen Punkten (a; �



6 Di�erentation parameterabh�agiger Integrale 191und (b; �) mit a < b eine stetig di�erenzierbare Funktion f : [a; b℄! R+ mit f(a) = �und f(b) = � so, dass die durh Rotation ihres Graphen um die x-Ahse entstehendeFl�ahe m�oglihst kleinen Fl�aheninhalt hat. Den Fl�aheninhalt einer solhen Fl�ahewerden wir sp�ater als F (f) = 2� Z ba f(x)p1 + f 0(x)2dxbestimmen.Ausgehend von diesem Beispiel betrahten wir allgemeiner eine zweimal stetig di�e-renzierbare FunktionL : [a; b℄� R � R ! R; (t; y; p) 7! L(t; y; p);setzen f�ur �; � 2 R V := f' 2 C2[a; b℄ : '(a) = �; '(b) = �gund de�nieren J : V ! R; J(') := Z ba L(t; '(t); '0(t))dt:Gesuht wird ein ' 2 V , in dem J ein Extremum annimmt. Im obigen Beispiel w�are alsoL(t; x; p) = xp1 + p2. Das hier formulierte Extremalproblem ist von besonderer Art, dader De�nitionsbereih von J eine Teilmenge des unendlih-dimensionalen VektorraumsV ist.Der folgende Satz gibt eine notwendige Bedingung f�ur die Existenz einer Extremalstellevon J an.6.3 Satz. (Eulershe Di�erentialgleihung). Gilt J(') = inf 2V J( ) f�ur ein ' 2 V ,so gelten die Eulershen Di�erentialgleihungenddt �L�p (t; '(t); '0(t)) = �L�y (t; '(t); '0(t)):Beweis. Es sei ' 2 V mit J(') � J( ) f�ur alle  2 V und g 2 C2[a; b℄ eine Funktionmit g(a) = 0 = g(b). Dann ist '+ "g 2 V f�ur alle " 2 R und es giltJ(') � J('+ "g):Setzt man F : R ! R; F (") := J('+ "g), so hat F in " = 0 ein Minimum; es gilt alsodFd" (0) = 0. Nah Satz 6.1 d�urfen wir unter dem Integral di�erenzieren und erhaltendFd" (") = Z ba dd"L(t; '+ "g; '0 + "g0)dt= Z ba �L�y (t; '+ "g; '0 + "g0)g + �L�p (t; '+ "g; '0 + "g0)g0dt



192 Kapitel InhaltsverzeihnisIntegriert man den zweiten Term auf der rehten Seite partiell, so erhalten wirZ ba �L�p g0dt = �L�p gjba| {z }=0 � Z ba g(t) ddt ��L�p� dtund somit gilt 0 = dFd" (0) = Z ba ��L�y (t; '; '0)� ddt ��L�p� (t; '; '0)� gdtf�ur jede Funktion g 2 C2[a; b℄ mit g(a) = g(b) = 0. Die Behauptung folgt nun aus demfolgenden Lemma. �6.4 Lemma. Ist f : [a; b℄ ! R eine stetige Funktion und gilt f�ur jede Funktion g 2C2[a; b℄ mit g(a) = 0 = g(b) Z ba f(t)g(t)dt = 0;so ist f � 0 auf [a; b℄.Beweis. Da f stetig ist, gen�ugt es zu zeigen, dass f � 0 auf (a; b) gilt. Wir nehmenan, dass f(x) 6= 0 ist f�ur ein x 2 (a; b). OBdA sei f(x) = " > 0. Die Stetigkeit von fimpliziert, dass eine Umgebung UÆ(x) von x existiert mit f(t) � "=2 f�ur alle t 2 UÆ(x).Wir w�ahlen nun eine Funktion g 2 C2[a; b℄ mit g � 0 und g(x) > 0 und g(t) = 0 f�uralle t 2 [a; b℄nUÆ(x). Daher gilt0 = Z ba f(t)g(t)dt = Z x+Æx�Æ f(t)g(t)dt � "2 Z x+Æx�Æ g(t)dt| {z }>0 > 0:Widerspruh! �6.5 Beispiel.Wie oben sei V = f' 2 C2[a; b℄ : '(a) = �; und '(b) = �g. Motiviert durh dieBogenl�ange von Kurven betrahten wirJ(') = Z ba p1 + '0(t)2dt:Dann gilt L(t; y; p) =p1 + p2,�L�y = 0; �L�p (t; y; p) = pp1 + p2



6 Di�erentation parameterabh�agiger Integrale 193und die Eulershe Di�erentialgleihung lautetddt '0(t)p1 + '0(t)2 = �L�y = 0:Deshalb gilt '00p1 + '02 � '0 '0'00(1 + '02) 32 = 0;und somit '00(t) = 0. Damit ergibt sih'(t) = �+ �tund wir haben gezeigt, dass die Gerade die k�urzeste Verbindung zwishen zwei Punktendarstellt.Im Folgenden verallgemeinern wir die obige Strategie auf die Situation von n-Funktionen.Die Funktion L ist dann von der FormL : [a; b℄� Rn � Rn ! R; (t; y1; : : : ; yn; p1; : : : ; pn) 7! L(t; y1; : : : ; yn; p1; : : : ; pn)und f�ur V gilt V = ff 2 C2([a; b℄;Rn) : f(a) = �; f(y) = �gf�ur �; � 2 Rn . De�niert man J : V ! R viaJ(') = Z ba L(t; '1(t); : : : ; 'n(t); '01(t); : : : ; '0n(t))dt;so impliziert ein Minimum von J in ' = ('1; : : : ; 'n) 2 V , dassddtLpi(t; '; '0)� Lyi(t; '; '0) = 0; i = 1; : : : ; ngilt.Betrahtet man ein physikalishes System beshrieben durh die Zeitkoordinate t undOrtskoordinaten '(t) = ('1(t); : : : ; 'n(t)), so hei�ta) L(t; '; '0) die Lagrange-Funktion undb) es gilt L = T � U , wobei T = T ('; '0) die kinetishe Energie und U = U(') diepotentielle Energie des Systems beshreibt.) Ferner wird J(') = R ba L(t; '(t); '0(t))dt in der Physik auh Wirkungsintegralgenannt.



194 Kapitel InhaltsverzeihnisDas Hamiltonshes Prinzip der Mehanik besagt, dass zwishen zwei Zeitpunkten t0; t1die Bewegung des Systems so verl�auft, dass das IntegralJ(') = Z t1t0 T ('; '0)� U('))dt;minimal wird. Die Eulershen Di�erentialgleihungen impliziert dannddt �T�'0i � ��'i (T � U) = 0; i = 1; : : : ; n:In der Mehanik hei�en diese Gleihungen die Lagrangeshen Bewegungsgleihungen.Betrahten wir speziell die Bewegung eines Massenpunkts unter dem Einuss eines nurvom Ort abh�angigen Potentials U , so gilt mit x = (x1; x2; x3) und v = (x01; x02; x03)T = m2 3Xi=1 v2i = m2 3Xi=1 (x0i)2(t) und L(x; v) = m2 (v21 + v22 + v23)� U(x1; x2; x3):Da die Lagrangefunktion L niht explizit von t abh�angt, gilt�L�xi = ��U�xi ; und �L�vi = mviund die Eulershe Di�erentialgleihung lautetddt(mx0i(t)) + �U�xi (xi(t)) = 0:Daher lauten die Bewegungsgleihung in diesem Fallmx00i = �grad U(x); i = 1; 2; 3:6.6 Beispiel. (Rotationsminimal�ahen). Wir betrahten nun das eingangs erw�ahnteBeispiel der Rotations�ahe und de�nieren hierzu J als(6.1) J(') = Z ba '(t)p1 + '0(t)2dt:Die Eulershe Di�erentialgleihung lautetLpp'00 + Lpy'0 + Lpt � Ly = 0:Ist L unabh�angig von t, so gilt f�ur E' := Lp('; '0)'0 � L('; '0)ddtE' = (Lpy'02 + Lpp'0'00 + Lp'00)� Ly'0 � Lp'00= '0(Lpy'0 + Lpp'00 � Ly) = 0;



6 Di�erentation parameterabh�agiger Integrale 195und jede L�osung der Eulershen Di�erentialgleihung erf�ullt in diesem FallE' = Lp('; '0)'0 � L('; '0) = onstant:In der Physik interpretiert man E' als die Energie des Systems. Betrahtet man nunspeziell J de�niert wie in (6.1), so giltL(t; x; p) = xp1 + p2und �L�p (t; x; p) = xpp1+p2 und �L�y =p1 + p2. Die Eulershe Gleihung lautet daher(6.2) ddt(' '0p1 + '02 ) =p1 + '02und da L unabh�angig von t ist, gilt Lp('; '0)'0 � L('; '0) =  f�ur ein  2 R. Damitfolgt xp2p1 + p2 � xp1 + p2 = �und somit 'p1 + '02 = onstant:Damit vereinfaht sih die Eulershe Gleihung zu'00 = 1', '00 � 12' = 0und wir erhalten als L�osung von (6.2)'(t) =  osh(1 (t� t0)):Diese Funktionen hei�en auh Kettenlinien. Shlie�lih bestimmen wir noh die Kon-stanten  und t0 f�ur den Fall � = � und a = �b wie folgt. Setzt man aus Symmetrie-gr�unden t0 = 0 so haben wir die Gleihungosh b=b= = �bzu l�osen. Es existiert dann ein  inR, so dass f�ur �=b =  genau eine L�osung die-ser Gleihung exisitiert. Zusammengefasst haben wir bewiesen, dass das Problem derRotationsminimal�ahe f�ur dieses  und �=b =  h�ohstens eine L�osung besitzt.


