
2 Ableitungsregeln 1672 AbleitungsregelnWir beginnen diesen Abs
hnitt mit der Kettenregel f�ur di�erenzierbare Funktionen.2.1 Satz. (Kettenregel). Es seien U � Rn ; V � Rm o�ene Mengen, f : U ! Rm undg : V ! Rl Abbildungen mit f(U) � V . Ferner sei f in x0 2 U und g in y0 := f(x0)di�erenzierbar. Dann ist die Abbildung g Æ f : U ! Rl in x0 di�erenzierbar und es giltD(g Æ f)(x0) = Dg(f(x0)) �Df(x0);bzw. in Matrixs
hreibweise JgÆf (x0) = Jg(f(x0)) � Jg(x0):Im obigen Satz bedeutet "�\ zum einen die Hintereinanderausf�uhrung von linearenAbbildungen und zum anderen die Multiplikation von Matrizen.Beweis. Wir setzen A := Df(x0) 2 L(Rn ;Rm) und B := Dg(f(x0)) 2 L(Rm ;Rl). Na
hVoraussetzung gilt f�ur x = x0 + h 2 U und y = y0 + k 2 Vf(x0 + h) = f(x0) + Ah+ rf (x)g(y0 + k) = g(y0) +Bk + rg(y);mit limh!0 rf(x)khk = 0 = limk!0 rg(y)kkk :Setzt man k := f(x0 + h)� f(x0) = Ah+ rf (x), so erhalten wir(g Æ f)(x0 + h) = g(f(x0)| {z }=y0 +Ah+ rf(x)| {z }=:k )= g(f(x0)) +BAh +Brf(x)| {z }=Bk +rg(y);und es bleibt zu zeigen, dasslimh!0 Brf(x)khk = 0 und limh!0 rg(y)khk = 0gilt. Da B 2 L(Rm ;Rl) na
h Satz VI.2.6 stetig ist, folgtlimh!0 Brf (x)khk = B limh!0 rf(x)khk = B0 = 0;und somit die erste Aussage.F�ur den Beweis der zweiten Aussage notieren wir, dass A 2 L(Rn ;Rm) na
h Satz
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hnisVI.2.6 wiederum stetig ist. Na
h demselben Satz existiert eine Konstante M > 0 mitkAhkRm � LkhkRn f�ur alle h 2 Rn und daher giltkkk = kAh+ rf (x)k � (M + krf (x)kkhk )khk:F�ur h! 0 gilt au
h k = f(x0 + h)� f(x0)! 0 und somit istkrg(y)kkhk = krg(y)kkkk � kkkkhk � krg(y)kkkk � (M + krf (x)kkhk ):Also gilt limh!0 rg(y)khk = 0: �2.2 Beispiel. Wir betra
hten die Funktionen f : R2 ! R3 and g : R3 ! R2 gegebendur
h f(x; y) := (x2; xy; xy2)g(u; v; w) := (sin v; 
os(uvw))Die Funktion h := g Æ f : R2 ! R2 gegeben dur
h h(x; y) = (sin x2; 
os(x4y3)) istdi�erenzierbar und es gilt(2.1) Dh(x; y) = � 2x 
os x2 0�4x3y3 sin(x4y3) �3x4y2 sin(x4y3) � :F�ur die Ableitungen von f bzw. g giltDg(u; v; w) =� 
os u 0 0�vw sin(uvw) �uw sin(uvw) �uv sin(uvw)� ; Df(x; y) = 0� 2x 0y xy2 2xy 1Aund wir veri�zieren, dass das Produkt dieser Matrizen an der Stelle (u; v; w) = f(x; y)mit (2.1) �ubereinstimmt.Aus der obigen Kettenregel k�onnen wir nun relativ einfa
h Ableitungsregeln f�ur Sum-men und Produkte di�erenzierbarer Funktionen ableiten.2.3 Korollar. Es seien U � Rn o�en und f; g : U ! Rm in x0 2 U di�erenzierbareFunktionen. Dann ist �f + �g f�ur beliebige �; � 2 R in x0 di�erenzierbar und es giltD(�f + �g)(x0) = �Df(x0) + �Dg(x0):



2 Ableitungsregeln 169Beweis. Setzt man F := �fg� : U ! Rm � Rm und G : Rm � Rm ! Rm ; G(u; v) :=�u+�v, so ist G linear und somit di�erenzierbar mit Ableitung DG(u; v) = G f�ur alleu; v 2 Rm und F ist ebenfalls in x0 di�erenzierbar mit Ableitung DF (x0) := �Df(x0)Dg(x0)�.Die Kettenregel impliziert daher, dass G ÆF gegeben dur
h G ÆF (x) = �f(x) + �g(x)in x0 di�erenzierbar ist mit der AbleitungD(G Æ F )(x0) = DG(F (x0)) �DF (x0) = G�Df(x0)Dg(x0)� = � �Df(x0) + � �Dg(x0): �.2.4 Korollar. (Produktregel). Es seien U � Rn o�en und f; g : U ! R in x0 2 Udi�erenzierbare Funktionen. Dann ist f � g in x0 di�erenzierbar und es giltD(f � g)(x0) = f(x0)Dg(x0) + g(x0)Df(x0):Beweis. Setzt man F := �fg� : U ! R � R und G : R � R ! R; G(�; �) := � � �, so ist(f � g)(x) = (G Æ F )(x) und die Behauptung folgt aus der obigen Kettenregel. �2.5 Korollar. Es seien J � R ein Intervall, V � Rm eine o�ene Menge und 
 =(
1; : : : ; 
m) : J ! V in t0 2 J und f : V ! R in s0 = 
(t0) di�erenzierbareFunktionen. Dann ist f Æ 
 : J ! R in t0 di�erenzierbar und es giltD(f Æ 
)(t0) = (gradf(
(t0))j
0(t0)) = mXj=1 �f�xj (
(t0))
0j(t0):F�ur den Beweis verweisen wir auf die �Ubungen.2.6 Bemerkung. Stetige Abbildungen 
 : J ! Rm werden au
h Kurven genannt.Letztere werden wir sp�ater no
h genauer untersu
hen. Es sei an dieser Stelle jedo
herw�ahnt, dass, fasst man t 2 J als Zeit und 
(t) 2 Rm als Ort auf, 
 die zeitli
heBewegung eines Punktes in Rm bes
hreibt. Jede Kurve 
 : J ! Rm kann dur
h einm-Tupel 
 = (
1; : : : ; 
m) bes
hrieben werden und f�ur eine di�erenzierbare Kurve 
gilt 
0(t0) = (
01(t0); : : : ; 
0m(t0))T 2 L(R;Rm) = Rm :Der Vektor 
0(t0) hei�t der Tangentialvektor der Kurve 
 in t0.Mithilfe der obigen Formulierung der Kettenregel lassen si
h die Begri�e Gradientund Niveaumenge geometris
h wie folgt interpretieren: es sei f : U ! R eine di�eren-zierbare Funktion, U � Rn o�en und 
 : J ! U eine di�erenzierbar Kurve de�niert auf
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hniseinem Intervall J � R. Verl�auft 
 auf einer Niveaumenge von f , d.h. gilt f(
(t)) = 
f�ur alle t 2 J und eine Konstante 
 2 R, so steht der Gradient von f im Punkte 
(t)senkre
ht auf dem Tangentialvektor 
0(t), d.h. es giltgradg(
(t)) ? 
0(t); t 2 J:Gilt U � R2 , so l�asst si
h der Graph von f als "Lands
haft\ �uber U mit f(x) als "H�ohe\�uber x interpretieren. Die Niveaumengen von f entspre
hen dann den H�ohenlinien desGraphen. Die obige Aussage besagt in diesem Bild also, dass der Gradient von f in xsenkre
ht auf der H�ohenlinie dur
h x steht. Ferner zeigt gradf(x) in die Ri
htung desst�arkesten Anstiegs von f und �gradf(x) in die Ri
htung des steilsten Abfalls.2.7 Beispiel. Eine di�erenzierbare Funktion f : Rn n f0g ! R hei�t positiv homogenvom Grade � 2 R, fallsf(tx) = t�f(x); f�ur alle x 2 Rnnf0g; t > 0gilt. Das obige Korollar 2.5 impliziert, dass(grad g(x)jx) = �g(x); x 2 Rnnf0ggilt. Diese Beziehung wird au
h Eulers
he Relation genannt. F�ur den Beweis verweisenwir auf die �Ubungen.Eine weitere Folgerung aus der Kettenregel ist der folgende Mittelwertsatz. Wie imFall einer Variablen kann man hiermit die Di�erenz von Funktionswerten dur
h dieAbleitung ausdr�u
ken.2.8 Satz. (Mittelwertsatz). Es seien U � Rn o�en und f : U ! R eine di�erenzierbareFunktion. Ferner seien a; b 2 U so, dass die Verbindungssgtre
ke ab := fa+t(b�a); t 2[0; 1℄g ganz in U liegt. Dann existiert ein � 2 ab mitf(b)� f(a) = f 0(�)(b� a):Beweis. De�niert man g : [0; 1℄! U dur
h g(t) = a + t(b � a), so ist g di�erenzierbarmit g0(t) = b�a f�ur alle t 2 (0; 1). Na
h Korollar 2.5 ist F = f Æg : [0; 1℄! R ebenfallsdi�erenzierbar mit F 0(t) = f 0(g(t))(b � a) f�ur alle t 2 (0; 1). Na
h dem klassis
henMittelsatz, Theorem IV.2.4 aus Analysis I, existiert ein � 2 (0; 1) mitf(b)� f(a) = F (1)� F (0) = F 0(�) = f 0(�)(b� a)f�ur � := g(�) 2 ab. �



2 Ableitungsregeln 171.In diesem Zusammenhang tritt in nat�urli
her Weise der Begri� der konvexen Mengeauf. Eine Menge U � Rn hei�t konvex, falls ab = fa + t(b� a); t 2 [0; 1℄g � U gilt f�uralle a; b 2 U .
F�ur konvexe De�nitionsberei
he gilt die folgende Variante des Mittelwertsatzes.2.9 Satz. (S
hrankensatz). Es sei U � Rn eine o�ene und konvexe Menge. Ist f :U ! R di�erenzierbar und existiert ein L � 0 mit kgradf(x)k � L f�ur alle x 2 U , sogilt jf(x)� f(y)j � Lkx� yk; x; y 2 U;d.h. f ist Lips
hitz-stetig mit Lips
hitzkonstante L.Beweis. Na
h dem Mittelwertsatz und der Cau
hy-S
hwarzs
hen Unglei
hung giltjf(x)� f(y)j = j(gradf(�)j(x� y))j � kgradf(�)k kx� yk � Lkx� ykf�ur ein geeignetes � 2 ab. �2.10 Korollar. Es sei U � Rn eine o�ene Menge, so dass f�ur je zwei Punkte x; y 2 Uein Stre
kenzug x = z0; z1; : : : ; zl = y existiert mit zk�1zk 2 U f�ur alle k = 1; : : : ; l.Dann ist eine di�erenzierbare Funktion f : U ! R genau dann konstant auf U , wenngradf(x) = 0 f�ur alle x 2 U gilt.
F�ur den Beweis verweisen wir auf die �Ubungen.Wir beenden diesen Abs
hnitt mit einer n�utzli
hen Variante des Mittelwertsatzes, diejedo
h auf der st�arkeren Voraussetzung der stetigen Di�erenzierbarkeit beruht.2.11 Satz. (Mittelwertsatz in Integralform). Es sei U � Rn o�en und f : U ! R einestetig di�erenzierbare Funktion. Dann giltf(y)� f(x) = Z 10 Df(x+ t(y � x))(y � x)dt
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hnisf�ur alle x; y 2 U mit xy � U .Beweis. F�ur t 2 [0; 1℄ de�nieren wir '(t) := f(x+ t(y� x)). Dann ist ' stetig di�eren-zierbar und der Hauptsatz der Di�erential- und Integralre
hnung impliziertf(y)� f(x) = '(1)� '(0) = Z 10 '0(t)dt = Z 10 Df(x+ t(y � x))(y � x)dt: �



3 H�ohere Ableitungen 1733 H�ohere AbleitungenBetra
htet man eine Funktion f : U � Rn ! R mit partiellen Ableitungen �f�x1 ; : : : ; �f�xn ,so k�onnen diese wiederum partiell di�erenzierbar sein. Die Funktionen ��xi ( �f�xj ) hei�enpartielle Ableitungen 2. Ordnung von f und werden oft au
h als�2f�xj�xiges
hrieben.Allgemeiner hei�t eine Funktion f : U ! R (`+1)-mal (stetig) partiell di�erenzierbar,falls f `-mal partiell di�erenzierbar ist und alle Ableitungen `�ter Ordnung (stetig)partiell di�erenzierbar sind. In den folgenden Untersu
hungen wird der VektorraumCk(U) := ff : U ! R; f ist k �mal stetig partiell di�erenzierbargeine wi
htige Rolle spielen. Ist f k-mal stetig partiell di�erenzierbar, so s
hreiben wirau
h ��xik : : : ��xi1 f =: �kf�xik : : : �xi1 =: fxin :::xi1 und �i : : : �if =: �k�xki :Im folgenden Beispiel bere
hnen wir die zweiten partiellen Ableitungen der Funktionf : R2 ! R de�niert dur
h f(x; y) := x2 sin y. Es gilt dannfx(x; y) = 2x sin y fy(x; y) = x2 
os yfxx(x; y) = 2 sin y fxy(x; y) = 2x 
os yfyx(x; y) = 2x 
os y fyy(x; y) = �x2 sin yund insbesondere ist fxy = fyx in diesem Beispiel. Im Allgemeinen ist dies jedo
h ni
htder Fall wie das folgende Beispiel aufzeigt.3.1 Beispiel. Es sei f : R2 ! R de�niert dur
hf(x; y) := ( x3y�xy3x2+y2 (x; y) 6= (0; 0)0 (x; y) = (0; 0)Dann ist f 2 C1(R2), die partiellen Ableitungen fxy und fyx existieren und sind stetigauf R2nf(0; 0)g, aber es giltfxy(0; 0) = 1 und fyx(0; 0) = �1:Diese Tatsa
he veri�zieren wir in den �Ubungen.Es kann sogar die Situation eintreten, dass nur eine der beiden partiellen Ableitungen�ijf oder �jif existieren. Der folgende Satz von H.A. SCHWARZ (1843-1921) besagt,dass derartiges ni
ht eintritt, wenn eine der beiden partiellen Ableitungen �ijf oder�jif stetig ist.
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hnis3.2 Satz. (Satz von S
hwarz). Es sei U � Rn o�en und f : U ! R besitze f�ur eineWahl von i; j 2 f1; : : : ; ng in einer Umgebung von x0 2 U partielle Ableitungen �if ,�jf , �ijf . Ist �ijf stetig in x0, so existiert �jif und es gilt�ijf(x0) = �jif(x0):Beweis. Wir w�ahlen Æi; Æj > 0 so klein, dass x0+sei+tej 2 U f�ur alle (s; t) 2 (�Æi; Æi)�(�Æj; Æj) =: Q � R2 gilt. Dann ist die Funktion' : Q! R; '(s; t) := f(x0 + sei + tej)wohl de�niert und partiell di�erenzierbar. Ferner existieren die partiellen Ableitungen�1�2' und diese sind au
h stetig in (0; 0).Es ist zu zeigen, dass �2�1'(0; 0) existiert und mit �1�2'(0; 0) �ubereinstimmt. Na
hDe�nition gilt�2�1'(0; 0) = [ ddt(lims!0 '(s; t)� '(0; t)s )℄(0)= limt!0 lims!0 1s ['(s; t)� '(0; t)℄� ['(s; 0)� '(0; 0)℄t :Wenden wir den Mittelwertsatz auf den Di�erenzenquotienten bzgl. der zweiten Varia-blen an, so erhalten wir1s ['(s; t)� '(0; t)℄� ['(s; 0)� '(0; 0)℄t = 1s�2['(s; �t)� '(0; �t)℄= 1s [�2'(s; �t)� �2'(0; �t)℄f�ur ein � 2 (0; 1). Dies ist jedo
h ein Di�erenzenquotient von �2' bez�ugli
h der er-sten Variable s. Na
h Voraussetzung ist �2' bzgl. der ersten Variablen di�erenzierbarund na
h dem Mittelwertsatz existiert ein � 2 (0; 1) mit 1s [�2'(s; �t) � �2'(0; �t)℄ =�1�2'(�s; �t). Ferner ist �1�2' na
h Voraussetzung stetig in (0; 0) und daher gilt�2�1'(0; 0) = limt!0 lims!0 �1�2'(�s; �t) = �1�2'(0; 0): �3.3 Korollar. Ist U � Rn eine o�ene Menge und f 2 Ck(U) f�ur ein k 2 N, so gilt��xik : : : �f�xi1 = ��x�(k) : : : �f�x�(1)f�ur jede Permutation � : f1; : : : ; kg ! f1; : : : ; kg.



3 H�ohere Ableitungen 175Den Beweis via Induktion na
h k �uberlassen wir dem Leser.Im Folgenden wollen wir die Ableitungen k-mal stetig di�erenzierbarer Funktionen fin Verallgemeinerung des Di�erentials als symmetris
he, k-fa
h lineare AbbildungDkf(x0) : Rn � � � � � Rn ! Rau�assen.Wir beginnen mit dem Fall k = 2 und betra
hten 2-mal stetig di�erenzierbare Funk-tionen, d.h. di�erenzierbare Funktionen f f�ur wel
he Df stetig di�erenzierbar ist undde�nieren eine Bilinearform a(u; v) f�ur (u; v) 2 Rn � Rn dur
hD2f(x0)(u; v) := Du(Dvf)(x0); x0 2 Rn :Aufgrund von Satz 1.6 ist die Ri
htungsableitung Dvf(x0) von f in Ri
htung v gegebendur
h Dvf(x0) = Df(x0)v. Ferner ist die Funktion Dvf wiederum in x0 di�erenzierbar,da dies f�ur Df gilt. Na
h Satz 1.6 besitzt daher Dvf in x0 Ri
htungsableitungen inRi
htung u und es giltDu(Dvf)(x0) = D(Dvf(x0)) � u = nXi;j=1�ijf(x0)viuj:Die Abbildung (u; v) 7! DuDvf(x0)ist linear in u und v und ferner na
h dem obigen Satz von S
hwarz au
h symmetris
h.Sie wird als Di�erential zweiter Ordnung von f in x0 bezei
hnet. Bez�ugli
h der kano-nis
hen Basis des Rn ist ihre Matrixdarstellung gegeben dur
hHf(x0) = 0B� �11f(x0) : : : �1nf(x0)... ...�n1f(x0) : : : �nnf(x0) 1CA :Diese Matrix hei�t Hesse-Matrix. Na
h dem Satz von S
hwarz ist sie eine symmetris
heMatrix und es gilt(3.1) D2f(x0)(u; v) = uT �Hf(x0) � v:Wir werden im Ans
hluss an die Taylorapproximation no
h genauer auf die geometri-s
he Bedeutung der zweiten Ableitung eingehen.F�ur beliebiges k 2 N de�nieren wir Dkf(x0) analog zum Fall k = 2 alsDkf(x0)(v1; : : : ; vk) := Dv1 : : :Dvkf(x0); v1; : : : ; vk 2 Rn :Diese Abbildung ist wiederum linear in den Variablen v1; : : : ; vk.
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hnisIn diesem Zusammenhang erweist es si
h als n�utzli
h, den Begri� des Multiindexeinzuf�uhren. Darunter versteht man ein n-Tupel � = (�1; : : : ; �n) 2 Nn . Die nat�urli
heZahl j�j := �1 + : : :+ �nhei�t Ordnung von �. Ferner de�niert man�! := �1!�2! : : : �n!und f�ur x = (x1; : : : ; xn) 2 Rn setzt manx� := x�11 x�22 : : : x�nn undD�f := D�11 D�22 : : :D�nn f := �j�j�x�11 � � ��x�nn f;D0f := f:Ersetzt man in einem Polynom p von n Variablen �1; : : : ; �n vom Grade m 2 N , d.h.p(�) = Xj�j�m a���;die Variablen �i dur
h Ableitungsoperatoren �i, so entsteht ein sogenannter linearerDi�erentialoperatoren P (D) der FormP (D) : Cm(Rn)! C(Rn); P (D) := Xj�j�m a�D�mit KoeÆzienten a�.3.4 Beispiele. a) Ein sehr wi
htiges Beispiel eines Di�erentialoperators ist der Lapla
e-Operator de�niert dur
h � := �21 + : : :+ �2n:Das zugeh�orige Polynom p ist in diesem Fall gegeben dur
h p(�) = �21 + : : :+ �2n.b) F�ur h = (h1; : : : ; hn) 2 Rn betra
hten wir das Polynom p(�) = h1�1+ : : :+hn�n undsetzen rh := p(D) = h1�1 + : : :+ hn�n:
) F�ur a = (a1; : : : ; an) 2 Rn und ` 2 N gilt(a1 + : : :+ an)` = Xj�j=` `!a��! :Den Induktionsbeweis �uberlassen wir dem Leser.d) F�ur h = (h1; : : : ; hn) und ` 2 N gilt(rh)` = (h1�1 + : : :+ hn�n)` = `!Xj�j=` h����! :



3 H�ohere Ableitungen 177Den Lapla
e-Operator kann man au
h als die Spur der Hesse-Matrix Hf(x) einer zwei-mal stetig di�erenzierbaren Funktion identi�zieren, d.h. es gilt(3.2) spur Hf(x) = nXi=1 �2i f(x) = �f(x):Aufgrund dieser Beziehung, k�onnen wir nun die Drehinvarianz der Spur einer Matrix aufdie Drehinvarianz des Lapla
e-Operators �ubertragen. Genauer gesagt, gilt der folgendeSatz.3.5 Satz. (Drehinvarianz des Lapla
e-Operators). F�ur jede Orthonormalbasis v1; : : : ; vndes Rn gilt � = �2v1 + : : :+ �2vn :Beweis. Na
h Glei
hung (3.1) gilt�vi�vif(x) = vTi Hf(x)vi = eTi ~Hei;mit ~H = V THfV , V = (v1; : : : ; vn) und den kanonis
hen Basisvektoren e1; : : : ; en.Somit gilt nXi=1 �2vif = spur ~H:Da V na
h Voraussetung orthogonal ist, besitzen die Matrizen Hf und ~H diesselbeSpur und die Behauptung folgt aus Glei
hung (3.2). �Der Lapla
e Operator tritt in vielen Di�erentialglei
hungen der Analysis und der Phy-sik auf. Beispielhaft erw�ahnen wir an dieser Stelle die folgenden Glei
hungen:1. Die Potentialglei
hung �u = 0:Sie bes
hreibt Di�usionsprozesse und tritt au
h in der Wahrs
heinli
hkeitstheorie auf.Ihre L�osungen hei�en harmonis
he Funktionen. In der Dimension 2 bilden diese denAusgangspunkt der Funktionentheorie.2. Die Wellenglei
hung utt = 
�ubes
hreibt die Auslenkung eines elastis
hen K�orpers.3. Die W�armeleitungsglei
hung ut = 
�ubes
hreibt die W�armeleitung in homogenen Medien.
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hnis4. Die S
hr�odingerglei
hung ut = i�uist die zentrale Glei
hung der Quantenme
hanik.Zum Abs
hluss dieses Abs
hnitts bere
hnen wir no
h �f f�ur eine rotationssymme-tris
he Funktion. Es sei F 2 C2(J), wobei J � (0;1) ein Intervall ist. Setzt manf(x) := F (kxk2) und r := kxk2, so gilt�if(x) = F 0(r)xirund �2i f(x) = F 00(r)x2ir2 + F 0(r)(1r � x2ir3 ):Somit ergibt si
h �f(x) = F 00(r) + n� 1r F 0(r)und es gilt �f = 0 genau dann wenn die Glei
hung F 00(r)+ n�1r F 0(r) = 0 erf�ullt ist. Wirk�onnen lei
ht na
hpr�ufen, dass f�ur n > 2 die Funktion F gegeben dur
h F (r) = r2�neine L�osung dieser Glei
hung ist. Somit ist die dur
hN(x) := 1kxkn�22auf Rnnf0g de�nierte Funktion eine L�osung der Potentialglei
hung �f = 0. Die Funk-tion N stimmt bis auf einen Skalierungsfaktor mit dem sogenannten Newton-Potentialauf Rnnf0g �uberein.


