2 Ableitungsregeln 167

2 Ableitungsregeln

Wir beginnen diesen Abschnitt mit der Kettenregel fiir differenzierbare Funktionen.

2.1 Satz. (Kettenregel). Es seien U C R",V C R™ offene Mengen, f : U — R™ und
gV — R Abbildungen mit f(U) C V. Ferner sei f in xg € U und g in yo := f(z)
differenzierbar. Dann ist die Abbildung go f : U — R' in xy differenzierbar und es gilt

D(go f)(zo) = Dg(f(z0)) - Df(w0),

bzw. in Matrizschreibweise
JgOf(xo) = Jg(f(xo)) ) Jg(ﬁo)-

Im obigen Satz bedeutet ,,-“ zum einen die Hintereinanderausfiihrung von linearen

Abbildungen und zum anderen die Multiplikation von Matrizen.

Beweis. Wir setzen A := Df(xo) € L(R*,R™) und B := Dg(f()) € L(R™,R'). Nach
Voraussetzung gilt flir x =zo+heUundy=yo+k €V

fleo+h) = f(xo)+ Ah+rs(x)

9o +k) = g(yo) + Bk +14(y),
mit
tim ) o gy Tel®).
h—0 ||h|| k—0 ||]€||

Setzt man k := f(xo + h) — f(xo) = Ah + ry(x), so erhalten wir

(go f)(xo+h) = g(&a;o_)/jLAherf(x))

=Y0 =k
= g(f(z0)) +§3Ah + Brf(xl+rg(y),
—Bk
und es bleibt zu zeigen, dass
lim Brf(x) =0 wund lim g(y) 0
h—0 ||h|| h—0 ||h||

gilt. Da B € L(R™,R') nach Satz VI.2.6 stetig ist, folgt

tim 2@ _ @) gy
h—0 ||h|| h—0 ||h|| ’

und somit die erste Aussage.
Fiir den Beweis der zweiten Aussage notieren wir, dass A € L(R",R™) nach Satz
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VI.2.6 wiederum stetig ist. Nach demselben Satz existiert eine Konstante M > 0 mit
||AR||gm < L||h||g~ fiir alle h € R® und daher gilt

I = 14+ (o)) < (o + Ly

Fiir h — 0 gilt auch k& = f(zo + h) — f(x9) — 0 und somit ist

Iyl el IR _ I, @)l
= R TS e M

Also gilt

. Tg(y) .
AT I

O

2.2 Beispiel. Wir betrachten die Funktionen f : R> — R? and g : R® — R? gegeben
durch

flzy) = (2% ay,zy°)

g(u,v,w) = (sinw,cos(uvw))

Die Funktion h := go f : R2 — R? gegeben durch h(z,y) = (sinz? cos(z'y?)) ist
differenzierbar und es gilt

21 cos 2 0
(2-1) Dh(:c,y) = ( —4m3y3 sin(m4y3) —3m4y2 sin(m4y3) )

Fiir die Ableitungen von f bzw. g gilt

cos u 0 0 P
Dg(u,v,w) = (—vw sin(uvw) —wvwsin(uvw) —uw sin(uvw)>  Df(w.y) = 52 Ziy

und wir verifizieren, dass das Produkt dieser Matrizen an der Stelle (u, v, w) = f(x,y)
mit (2.1) iibereinstimmt.

Aus der obigen Kettenregel konnen wir nun relativ einfach Ableitungsregeln fiir Sum-
men und Produkte differenzierbarer Funktionen ableiten.

2.3 Korollar. FEs seien U C R™ offen und f,g : U — R™ in xq € U differenzierbare
Funktionen. Dann ist aof + (g fiir beliebige a,, B € R in xo differenzierbar und es gilt

D(af + Bg)(z0) = aDf(zo) + BDg(xo).
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Beweis. Setzt man F := (;) U > R xR™ und G : R x R® — R™, G(u,v) :=
au+ Bo, so ist G linear und somit differenzierbar mit Ableitung DG (u,v) = G fiir alle
u,v € R™ und F ist ebenfalls in zy differenzierbar mit Ableitung DF (z) := (gﬁgig;)
Die Kettenregel impliziert daher, dass G o F' gegeben durch G o F(z) = af(x) + Bg(x)

in zy differenzierbar ist mit der Ableitung

Df(xo)

D(G o F)(xy) = DG(F (y)) - DF (o) = G<D9(~’Uo)

> =a-Df(xg) + - Dg(xyg).

OJ

2.4 Korollar. (Produktregel). Es seien U C R™ offen und f,g : U — R in xy € U
differenzierbare Funktionen. Dann ist f - g in xy differenzierbar und es gilt

D(f - g)(zo) = f(z0)Dg(w0) + g(x0) D f(70).

Beweis. Setzt man F := (;) U—->RxRund G:RxR =R, G(a, ) :=a- 3, so ist
(f - 9)(x) = (G o F)(z) und die Behauptung folgt aus der obigen Kettenregel.

OJ

2.5 Korollar. FEs seien J C R ein Intervall, V. C R™ eine offene Menge und v =
YiseosYm) = = Viinty € Jund f 'V — R in sg = v(ty) differenzierbare
Funktionen. Dann ist f o~y :J — R in ty differenzierbar und es gilt

D(f 0 7)(to) = (gradf (1(ts))17(to)) Za—f (to)). (o).

Fiir den Beweis verweisen wir auf die Ubungen.

2.6 Bemerkung. Stetige Abbildungen v : J — R™ werden auch Kurven genannt.
Letztere werden wir spéiter noch genauer untersuchen. Es sei an dieser Stelle jedoch
erwdhnt, dass, fasst man ¢t € J als Zeit und () € R™ als Ort auf, v die zeitliche
Bewegung eines Punktes in R™ beschreibt. Jede Kurve v : J — R™ kann durch ein
m-Tupel v = (v1,...,%m) beschrieben werden und fiir eine differenzierbare Kurve ~
gilt
7' (to) = (Vi(to), -, Y (to))” € LR, R™) =R™.

Der Vektor 7/(¢y) heifit der Tangentialvektor der Kurve v in .

Mithilfe der obigen Formulierung der Kettenregel lassen sich die Begriffe Gradient
und Niveaumenge geometrisch wie folgt interpretieren: es sei f : U — R eine differen-
zierbare Funktion, U C R” offen und 7 : J — U eine differenzierbar Kurve definiert auf
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einem Intervall J C R. Verlduft v auf einer Niveaumenge von f, d.h. gilt f(y(¢)) = ¢
fiir alle ¢ € J und eine Konstante ¢ € R, so steht der Gradient von f im Punkte ~(¢)
senkrecht auf dem Tangentialvektor +'(¢), d.h. es gilt

gradg(y(t)) L~'(t), t €J.

Gilt U C R?, so lisst sich der Graph von f als ,,Landschaft® iiber U mit f(z) als ,,Hohe*
iiber x interpretieren. Die Niveaumengen von f entsprechen dann den Hoéhenlinien des
Graphen. Die obige Aussage besagt in diesem Bild also, dass der Gradient von f in x
senkrecht auf der Hohenlinie durch z steht. Ferner zeigt grad f(x) in die Richtung des
stirkesten Anstiegs von f und —gradf(z) in die Richtung des steilsten Abfalls.

2.7 Beispiel. Eine differenzierbare Funktion f : R" \ {0} — R heifit positiv homogen
vom Grade o € R, falls

f(tx) =t f(x), fiir allexz € R"\{0}, ¢ >0
gilt. Das obige Korollar 2.5 impliziert, dass

(grad g(z)|z) = ag(z), =€ R"\{0}

gilt. Diese Beziehung wird auch FEulersche Relation genannt. Fiir den Beweis verweisen
wir auf die Ubungen.

Eine weitere Folgerung aus der Kettenregel ist der folgende Mittelwertsatz. Wie im
Fall einer Variablen kann man hiermit die Differenz von Funktionswerten durch die
Ableitung ausdriicken.

2.8 Satz. (Mittelwertsatz). Es seien U C R" offen und f : U — R eine differenzierbare
Funktion. Ferner seien a,b € U so, dass die Verbindungssgtrecke ab .= {a+t(b—a),t €
[0,1]} ganz in U liegt. Dann existiert ein & € ab mit

f(b) = fla) = f(€)(b—a).

Beweis. Definiert man g : [0,1] — U durch ¢(t) = a + ¢(b — a), so ist g differenzierbar
mit ¢'(t) = b—a fiir alle ¢ € (0,1). Nach Korollar 2.5 ist F' = fog:[0,1] — R ebenfalls
differenzierbar mit F'(t) = f'(g(t))(b — a) fiir alle t € (0,1). Nach dem klassischen
Mittelsatz, Theorem IV.2.4 aus Analysis I, existiert ein 7 € (0, 1) mit

f(b) = fa) = F(1) = F(0) = F'(7) = f'(§)(b - a)
fiir £ := g(7) € ab.
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In diesem Zusammenhang tritt in natiirlicher Weise der Begriff der konvexen Menge
auf. Eine Menge U C R heifit konvez, falls ab = {a + t(b —a),t € [0,1]} C U gilt fiir
alle a,b € U.

Fiir konvexe Definitionsbereiche gilt die folgende Variante des Mittelwertsatzes.

2.9 Satz. (Schrankensatz). Es sei U C R" eine offene und konvexe Menge. Ist f :
U — R differenzierbar und existiert ein L > 0 mit ||gradf(z)|| < L fir alle x € U, so
gilt

[f(@) = fW < Lllz—yll, 2yel,
d.h. f ist Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante L.

Beweis. Nach dem Mittelwertsatz und der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung gilt
[f (@) = f(y)] = (gradf(E)|(z — y))| < llgradf ()| [l — y[| < Ll|z —y]|

fiir ein geeignetes & € ab.
O

2.10 Korollar. Fs sei U C R" eine offene Menge, so dass fir je zwei Punkte x,y € U
ein Streckenzug x = 2o, 21,...,21 = y existiert mit Zp_12;, € U fiir alle k = 1,...,1.
Dann st eine differenzierbare Funktion f : U — R genau dann konstant auf U, wenn
gradf(z) = 0 fir alle x € U gilt.

Fiir den Beweis verweisen wir auf die Ubungen.

Wir beenden diesen Abschnitt mit einer niitzlichen Variante des Mittelwertsatzes, die
jedoch auf der stirkeren Voraussetzung der stetigen Differenzierbarkeit beruht.

2.11 Satz. (Mittelwertsatz in Integralform). Es sei U C R" offen und f : U — R eine
stetig differenzierbare Funktion. Dann gilt

F(y) — flx) = / Df(a +(y — 2))(y — z)dt
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fiir alle x,y € U mit 7y C U.

Beweis. Fiir t € [0,1] definieren wir ¢(t) := f(z 4+ t(y — x)). Dann ist ¢ stetig differen-
zierbar und der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung impliziert

F() — f(z) = p(1) — p(0) = / o (t)dt = / Df(a+tly —2))(y — 2)d.



3 Héhere Ableitungen 173

3 Hohere Ableitungen

Betrachtet man eine Funktion f : U C R" — R mit partiellen Ableitungen g—fl, e %,
so kénnen diese wiederum partiell differenzierbar sein. Die Funktionen %(;’)—é) heiflen
partielle Ableitungen 2. Ordnung von f und werden oft auch als
0 f
0z,;0x;

geschrieben.

Allgemeiner heifit eine Funktion f : U — R (¢+1)-mal (stetig) partiell differenzierbar,
falls f ¢-mal partiell differenzierbar ist und alle Ableitungen /—ter Ordnung (stetig)
partiell differenzierbar sind. In den folgenden Untersuchungen wird der Vektorraum

C*U) :={f : U —= R, f ist k — mal stetig partiell differenzierbar}

eine wichtige Rolle spielen. Ist f k-mal stetig partiell differenzierbar, so schreiben wir
auch

Y o

Im folgenden Beispiel berechnen wir die zweiten partiellen Ableitungen der Funktion
f:R? — R definiert durch f(z,y) := 2?siny. Es gilt dann

fo(z,y) = 2zsiny  fy(z,y) = zcosy
foz(z,y) = 2siny foy(z,y) = 2xcosy
fye(T,y) = 2zcosy  fy(z,y) = —x’siny

und insbesondere ist f;, = f,; in diesem Beispiel. Im Allgemeinen ist dies jedoch nicht
der Fall wie das folgende Beispiel aufzeigt.

3.1 Beispiel. Es sei f : R? — R definiert durch
By—z03
0 (z,y)=

Dann ist f € C'(R?), die partiellen Ableitungen f,, und f,, existieren und sind stetig
auf R?\{(0,0)}, aber es gilt

f24(0,0) = 1 und f,,(0,0) = —1.

Diese Tatsache verifizieren wir in den Ubungen.

Es kann sogar die Situation eintreten, dass nur eine der beiden partiellen Ableitungen
0;;f oder 0;; f existieren. Der folgende Satz von H.A. SCHWARZ (1843-1921) besagt,
dass derartiges nicht eintritt, wenn eine der beiden partiellen Ableitungen 0;;f oder
0ji f stetig ist.
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3.2 Satz. (Satz von Schwarz). Es sei U C R™ offen und f : U — R besitze fir eine
Wahl von i,j € {1,...,n} in einer Ungebung von xy € U partielle Ableitungen 0;f,
0;f, 0iif. Ist O0i; [ stetig in x, so existiert 0;; f und es gilt

0ij f(z0) = 0jif (x0).
Beweis. Wir wihlen §;,0; > 0 so klein, dass zg+ se; +te; € U fiir alle (s, t) € (—d;, 0;) X
(—d;,0;) = Q C R? gilt. Dann ist die Funktion
©:Q =R, (s, t) == f(xg + se; + tej)

wohl definiert und partiell differenzierbar. Ferner existieren die partiellen Ableitungen
0102 und diese sind auch stetig in (0, 0).

Es ist zu zeigen, dass 0,01¢(0,0) existiert und mit 0;09,¢(0, 0) iibereinstimmt. Nach
Definition gilt

d, . (s t)— (0,1

2010(0,0) = [E(ll_{% S )1(0)
g Lol ) — 9(0.0] — [p(5,0) — ¢(0,0)]
t—05—0 § i

Wenden wir den Mittelwertsatz auf den Differenzenquotienten bzgl. der zweiten Varia-
blen an, so erhalten wir

Llp(s.t) = (0,8)] — [(s,0) = 9(0,0)] _ L oulo(s, £8) — (0, €]

S t
= [upls, 1) — Dp(0, 1)

fiir ein & € (0,1). Dies ist jedoch ein Differenzenquotient von dy¢ beziiglich der er-
sten Variable s. Nach Voraussetzung ist 0y bzgl. der ersten Variablen differenzierbar
und nach dem Mittelwertsatz existiert ein 7 € (0,1) mit $[dyp(s,£t) — Bagp(0, £1)] =
01020(ns, £t). Ferner ist 009 nach Voraussetzung stetig in (0,0) und daher gilt

0201¢(0,0) = 1in& lir% 01020(ns, £t) = 0102¢(0,0).

3.3 Korollar. Ist U C R" eine offene Menge und f € C*(U) fiir ein k € N, so gilt

B af 9 of
al‘ik o 81‘1‘1 N 8x,r(k) o axﬂ(l)

fiir jede Permutation w:{1,... k} = {1,... k}.
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Den Beweis via Induktion nach k iiberlassen wir dem Leser.

Im Folgenden wollen wir die Ableitungen k-mal stetig differenzierbarer Funktionen f
in Verallgemeinerung des Differentials als symmetrische, k-fach lineare Abbildung

DFf(zg) :R" x - xR* - R

auffassen.

Wir beginnen mit dem Fall £ = 2 und betrachten 2-mal stetig differenzierbare Funk-
tionen, d.h. differenzierbare Funktionen f fiir welche D f stetig differenzierbar ist und
definieren eine Bilinearform a(u, v) fiir (u,v) € R* x R* durch

D? f(x0)(u,v) := Dy(Dyf)(z0), w9 € R".

Aufgrund von Satz 1.6 ist die Richtungsableitung D, f(x) von f in Richtung v gegeben
durch D, f(xg) = D f(x¢)v. Ferner ist die Funktion D, f wiederum in z differenzierbar,
da dies fiir Df gilt. Nach Satz 1.6 besitzt daher D,f in 2y Richtungsableitungen in
Richtung u und es gilt

Dy(Dyf)(10) = D(Dy f(x0)) - u =3 ijf (wo)vius;.

i,7=1
Die Abbildung
(u, 1)) = Duva(l‘O)

ist linear in » und v und ferner nach dem obigen Satz von Schwarz auch symmetrisch.
Sie wird als Differential zweiter Ordnung von f in x, bezeichnet. Beziiglich der kano-
nischen Basis des R” ist ihre Matrixdarstellung gegeben durch

allf(l‘o) 81nf(x0)
Hy(xo) = 5 :
3n1f($0) ce annf(iﬁo)

Diese Matrix heifit Hesse-Matriz. Nach dem Satz von Schwarz ist sie eine symmetrische
Matrix und es gilt

(3.1) D?f(z0)(u,v) = u - Hp(zq) - v.

Wir werden im Anschluss an die Taylorapproximation noch genauer auf die geometri-
sche Bedeutung der zweiten Ableitung eingehen.
Fiir beliebiges k& € N definieren wir D¥ f(z,) analog zum Fall k = 2 als

D¥f(xzo)(v', ..., %) := Dy ... Dy f(20), v',...,0" € R".

Diese Abbildung ist wiederum linear in den Variablen v', ... v*.
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In diesem Zusammenhang erweist es sich als niitzlich, den Begriff des Multiindex
einzufiihren. Darunter versteht man ein n-Tupel & = («q, ..., «;,) € N". Die natiirliche
Zahl

lal ==+ ...+ ay

heiflit Ordnung von a. Ferner definiert man

al = alag! . . ap!
und fiir x = (xq,...,2,) € R? setzt man
x® = aftag? .. xym und
DYf = D"Dy*...Donf = 0"
f T 1 2 - n f Ea m )
Df = f.
Ersetzt man in einem Polynom p von n Variablen &, ... &, vom Grade m € N, d.h.
p(g) = Z aaé”,
la|<m

die Variablen &; durch Ableitungsoperatoren 0;, so entsteht ein sogenannter linearer
Differentialoperatoren P(D) der Form

P(D):C™"(R") = C(R"), P(D):= > anD"
la|<m

mit Koeffizienten a,,.

3.4 Beispiele. a) Ein sehr wichtiges Beispiel eines Differentialoperators ist der Laplace-
Operator definiert durch
A:=07+ ...+ 0.

Das zugehorige Polynom p ist in diesem Fall gegeben durch p(§) = & + ... + &2.
b) Fiir h = (hy,..., h,) € R* betrachten wir das Polynom p(§) = hi1& +. ..+ hp&, und
setzen

Vh:=p(D)=hi0+ ...+ h,0,.
c¢) Fiir a = (ay,...,a,) € R" und ¢ € N gilt

(a1+...+an)£:Z

|a|=£

Na®

al

Den Induktionsbeweis iiberlassen wir dem Leser.
d) Fiir h = (hy,...,h,) und £ € N gilt

h*o®

(Vh)! = (hdy+ ...+ had) =00 —~

|a|=£
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Den Laplace-Operator kann man auch als die Spur der Hesse-Matrix H(z) einer zwei-
mal stetig differenzierbaren Funktion identifizieren, d.h. es gilt

(3.2) spur H(z) = Z 2 f(x) = Af(x).

Aufgrund dieser Beziehung, kénnen wir nun die Drehinvarianz der Spur einer Matrix auf
die Drehinvarianz des Laplace-Operators iibertragen. Genauer gesagt, gilt der folgende
Satz.

3.5 Satz. (Drehinvarianz des Laplace-Operators). Fiir jede Orthonormalbasis vy, . . ., v,
des R" gilt
A=09 +...+0,.

Beweis. Nach Gleichung (3.1) gilt
avlavzf(x) = vaHf(x)vi = e{ﬁeia

mit H = VITH;V,V = (vi,...,v,) und den kanonischen Basisvektoren ey, ..., ep.
Somit gilt

Z@gif = spur H.
i=1

Da V' nach Voraussetung orthogonal ist, besitzen die Matrizen H; und H diesselbe
Spur und die Behauptung folgt aus Gleichung (3.2).
O

Der Laplace Operator tritt in vielen Differentialgleichungen der Analysis und der Phy-
sik auf. Beispielhaft erwdhnen wir an dieser Stelle die folgenden Gleichungen:

1. Die Potentialgleichung
Au = 0.

Sie beschreibt Diffusionsprozesse und tritt auch in der Wahrscheinlichkeitstheorie auf.
Ihre Losungen heiflen harmonische Funktionen. In der Dimension 2 bilden diese den
Ausgangspunkt der Funktionentheorie.

2. Die Wellengleichung
Uy = cAu

beschreibt die Auslenkung eines elastischen Koérpers.

3. Die Wirmeleitungsgleichung
U = cAu

beschreibt die Wéarmeleitung in homogenen Medien.
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4. Die Schrodingergleichung
u = iAu

ist die zentrale Gleichung der Quantenmechanik.

Zum Abschluss dieses Abschnitts berechnen wir noch Af fiir eine rotationssymme-
trische Funktion. Es sei I € C?(J), wobei J C (0,00) ein Intervall ist. Setzt man
f(z) :== F(||z|]2) und r := ||z||2, so gilt

; T
und ) . )
2 _ T ' T
0; f(z) =F (T)T—Q + F (7‘)(; - ﬁ)-
Somit ergibt sich
n—1

Af(z)=F'(r)+ F'(r)

,
und es gilt Af = 0 genau dann wenn die Gleichung F"' (r)+2=1F'(r) = 0 erfiillt ist. Wir
konnen leicht nachpriifen, dass fiir n > 2 die Funktion F' gegeben durch F(r) = r?™"
eine Losung dieser Gleichung ist. Somit ist die durch

1
[k
auf R”\{0} definierte Funktion eine Lésung der Potentialgleichung A f = 0. Die Funk-

tion N stimmt bis auf einen Skalierungsfaktor mit dem sogenannten Newton-Potential
auf R"\{0} iiberein.



