VIl Differentialrechnung mehrerer
Veranderlicher

In diesem Kapitel erweitern wir die Differentialrechnung von Funktionen einer Va-
riablen auf solche mit mehreren Verdnderlichen. Wiederum lassen wir uns von der
zentralen Idee der linearen Approximierbarkeit leiten. Im Vergleich zu unseren bishe-
rigen Untersuchungen ist die Situation im Falle von Funktionen mehrerer Variablen
nun hingegen deutlich komplizierter, da die linearen Abbildungen in der mehrdimen-
sionalen Situation eine deutlich reichhalterigere Struktur besitzen als dies bei nur einer
Variablen der Fall ist.
Wir beginnen in Abschnitt 1 mit dem Begriff der Differenzierbarkeit.

1 Differenzierbare Abbildungen

In diesem Abschnitt betrachten wir R” und R™ als normierte Vektordume und f : U —
R™ eine Abbildung definiert auf einer offenen Menge U C R". Von besonderer Wich-
tigkeit wird dann der Vektorraum L(R™ , R™), der Raum aller linearen Abbildungen
von R" in R™, sein, welchen wir mit der in Abschnitt V1.2 definierten Operatornorm
versehen. Die Betrachtungen in Abschnitt VI.2 implizieren, aufgrund der Endlichkeit
der Dimensionen, dass jede lineare Abbildung R* — R™ stetig und dass £(R", R™) ein
Banachraum ist.

Im Folgenden definieren wir die Differenzierbarkeit einer Funktion in einem Punkt
als Approximierbarkeit durch eine lineare Abbildung.

1.1 Definition. Es seien U C R"*, xq € U ein innerer Punkt von U und f : U —
R™ eine Funktion. Dann heifit f differenzierbar in xy € U, falls Abbildungen A €
L(R*, R™) und r : U - R™ existieren mit

f(x) = f(xo) + Alx — x9) +7(2), z €U,
und

im &) _g
z—xo || — 2|

gilt.
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1.2 Bemerkungen. a) Als Norm auf R” w#hlen wir die Euklidische Norm. Wir no-
tieren jedoch, dass die obige Definition nach Theorem VI.1.10 unabhéngig von der
gewihlten Norm ist.

b) Gilt n = m = 1, so ist die obige Definition konsistent mit derjenigen aus Kapitel
IV.1.

c)Ist f: U CR" — R™in zy € U differenzierbar, so ist die lineare Abbildung A in
Definition 1.1 eindeutig bestimmt, vgl. die Ubungen.

d) Die eindeutig bestimmte Abbildung A aus Defintion 1.1 heifit die Ableitung oder
das Differential von f in xy. Wir schreiben

A= f'(zy) oder A= Df(x).

e) Wihlt man in R® und R™ kanonische Basen, so wird A € L(R",R™) durch eine
Matrix (a;;j)mxn beschrieben. Fiir z € R* gilt dann

ai; - - Qip X1

Ax =

Am1 © ° Qmp T

Im Folgenden identifizieren wir stillschweigend eine lineare Abbildung A mit der sie
darstellenden Matrix (a;;).

1.3 Beispiel. Es sei B = (b;;) € M,(R) eine symmetrische Matrix und f : R* — R
definiert durch

f(z) :== (z|Bx) = Z bij iz,
iyj=1

wobei (-|-) das Skalarprodukt auf R™ bezeichnet. Dann gilt fiir 2o, h € R* und z =
o+ h eR?

f(z) = f(zo +h) = (x0+ h|Bzo+ Bh) = (x0|Bxo) + (20| Bh) + (h|Bxo) +(h|Bh)

~ J/

=2(Bzolh)
= f(zo) + 2(Bxolx — x0) + (x — 20| B(z — z))

- 7
-~

=r(z)

= f(w0) + (2Bao)" - (& = 20) + r(2).

Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt

r(2)] < |z = ol - [| B(z = o)
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und es gilt
Ll B - a) =0,

da B : R" — R" stetig ist; vgl. die Ubungen. Daher ist f in z; € R* differenzierbar
und es gilt
f'(zo) = (2Bzo)" € L(R",R) = (R")".

1.4 Satz. Ist U C R" offen und f : U — R™ eine in xy € U differenzierbare Funktion,
so ist f in xq stetig.

Bewess. Fiir x € U gilt

f(@) = f(zo) + f'(20) - (x — 20) +7(2)

Da die lienare Abbildung f'(zo) nach Satz VI.2.6 stetig ist und da lim, ., r(z) = 0
gilt, folgt lim,_,,, f(x) = f(xo), welches nach Satz VI.2.4 bedeutet, dass f in z, stetig

1st.
O

Betrachtet man eine in zy € U differenzierbare Funktion f : U — R™, so interessiert
man sich natiirlich fiir die Frage, wie man die Ableitung f'(z) € L(R",R™) konkret
berechnen kann. Wir verfolgen bei der Beantwortung dieser Frage die folgende Idee:
Da f'(xg) linear ist, geniigt es f'(xy) auf einer Basis {v;,...,v,} des R* zu kennen.
Wir berechnen daher zunéchst f'(zg)v fiir ein v € R* mit v # 0.

Hierzu setzen wir x = xg + tv mit t € R. Da U offen ist, existiert ein 6 > 0, so dass
xz € U ist fiir alle ¢ mit [¢t| < §. Daher gilt mit den Bezeichnungen aus Definition 1.1

f@o +tv) — fwo) 7"(37)
t t

f(@o)v =

Da lim;_,q @ = 0 gilt, erhalten wir

f (o + tv) — f(x0)
, .

! I 1
f'(wo)v = lim
Dies motiviert die folgende Definition.

1.5 Definition. Es sei U C R” offen, f : U — R™ eine Funktion, z, € U und
v € R* \ {0}. Existiert

f(zo +tv) — f(mo)
t

D, f(zo) := 11_1)18 € R™,

so heifit D, f(x) die Richtungsableitung von f in zo in Richtung v.
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1.6 Satz. Es sei f : U C R* — R™ eine differenzierbare Funktion in xq € U. Dann
existiert D, f(xo) fiir alle v € R*\{0} und es gilt

D, f(x¢) = D f(x) - v.

Beweis. Fiir v # 0 gilt
f(@o +tv) = f(x0) + Df(20)(tv) + r(z0 + tv)

mit lim;_,q % = 0. Daher gilt

(o + tv) = f(=o)
t

r(zo + tv)

= Df(m())v-i_ t )

welches fiir ¢ — 0 die Behaupting impliziert.
O

Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass die Umkehrung des obigen Satzes im Allgemeinen
falsch ist. Betrachte hierzu zum Beispiel die Funktion f : R?2 — R gegeben durch

f(x,y) = { wg:—kg;? (xay) 7£ (0,0)

0 sonst.

Wir haben in Definition 1.5 die Richtungsableitung einer Funktion beziiglich einer
beliebigen Richtung definiert. Die Ableitung in Richtung der Koordinatenachsen ist
von besonderer Wichtigkeit.

1.7 Definition. a) Fiir die Ableitung in Richtung der Koordinatenachsen e; fiir j =
1,...,n schreibt man

0
0,1 (z0) = a—;:(xo) = Doy f(w0) = lim

f(@o + tej) — f(wo)
t )

1<7<n,

und nennt 9; f(xo) die partielle Ableitung von f in x, beziiglich e;.

b) Eine Funktion f : U C R* — R™ heifit in zq partiell differenzierbar, wenn alle
partiellen Ableitungen 0 f(zo), - - ., 0 f(x0) in xy existieren; analog heifit f in x4 stetig
partiell differenzierbar, falls alle partiellen Ableitungen 0;f in z, existieren und stetig
sind.

Existiert 0; f(x) fiir ein j € 1,...,n, so gilt

1 o . .
0; f (o) =’111_I)I(1)E[f(:v(1),...,x% l,xf)—i-h,xf)ﬂ,...,xo) — f(=zo)]
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d.h. f ist genau dann in z, partiell beziiglich x; differenzierbar, wenn die Abbildung

1 i1 i+1
t— flzg, ...,z t,xd™ ..., z8)

als Funktion einer Variablen in z} differenzierbar ist.
0

Wihlt man in R” und R™ die kanonischen Basen und identifiziert A € £L(R", R™) mit
der Matrix (a;;)mxn, so erhdlt man die folgende Darstellung der Ableitung.

1.8 Satz. Ist f = (f1,...,fm) : U C R* — R™ eine in xy € U differenzierbare
Funktion, so gilt

15)

8—;"1(:50) %(xo)
f(2o) =

Ofm Ofm

o) o Fm@) )

Beweis. a) Fiir fi : U CR" = Rund h = (hy,..., hy) € R* mit h = 377 | hje; gilt die
Darstellung

Dfi(zo)h =Y h;Dfi(wo)e; = Y 0;fi(x0)hy,
j=1 j=1

und ebenso gilt eine analoge Darstellung fiir fo, ..., f.
b) Die obige Darstellung folgt nun, da die Funktion f = (f1,..., fm) in o genau dann
differenzierbar ist, wenn jede Koordinatenfunktion f; in o differenzierbar ist.

O

1.9 Definition. a) Die in Satz 1.8 definierte Matrix heifit Jacobimatriz oder Funktio-
nalmatriz von f in x.
b) Gilt m = 1, so heifit

grad f(zg) := (aa—a'i(xo), cee 387]0(550)) ;

der Gradient von f in xzy. Letzterer wird auch mit V f(z) := grad f(zo) bezeichnet.

1.10 Bemerkung. Ist f: U C R* — R in xy € U differenzierbar, so zeigt V f(zo) in
Richtung des steilsten Anstiegs und —V f(zo) in Richtung des steilsten Abfalls von f.
Dies folgt aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung, denn fiir v € R*\{0} gilt

Dy f(zo) = Df (o) - v = (grad f(zo)[v) < [|gradf(zo)||[|v]]

und das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn grad f(zo) = v fiir ein A > 0 ist.
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Betrachtet man zum Beispiel die Funktion f : R® — R gegeben durch

f(z,y,2) := x*sin % +e*,

so ist der Gradient von f gegeben durch

2

gradf(z,y, 2) = (2x sin %’ % cos %, 3e*).

Im Folgenden wollen wir Kriterien fiir die Differenzierbarkeit von Funktionen f =
(fi,-- s fm): U CR* - R™ im Punkte zy € U entwickeln, die einfacher handzuhaben
sind als Definition 1.1. Notwendigerweise miissen zunéchst alle partiellen Ableitungen

0
ﬂ(xo), j=1,....nk=1,...,m,

a.ij
existieren, ansonsten wére f in zy nicht differenzierbar. Ferner ist es fiir die Differen-
zierbarkeit einer Funktion f ebenfalls notwendig, dass

: r(z) )
lim ———~— =0 f = — — Alr —
zlgclo ||l' _ xO” ur T(‘T) f(.I) f(.’L‘()) (37 iL'())
gilt, wobei A = f'(x¢) gesetzt ist.

Es ist interessant zu bemerken, dass die Existenz aller Richtungsableitungen D, f(z)
fiir v € R*\{0} noch nicht einmal die Stetigkeit von f in z, impliziert. Ein Gegenbei-
spiel hierfiir ist durch die Funktion

e 1, fir0<y<a?
f-R %va(xvy)_{o’ sonst

gegeben. Dann existiert D, f(0,0) fiir alle v € R? mit v # 0, aber f ist nicht stetig in
(0,0); vgl. auch die Ubungen.

Es gilt jedoch das folgende Kriterium. Hierbei nennen wir eine differenzierbare Funktion
f U — R™ auf einer offenen Menge U C R" stetig differenzierbar in xy € U, falls ihre
Ableitung Df : U — L(R",R™), 2z — Df(x) in z, stetig ist.

1.11 Satz. Es seien U C R* offen, 1o € U und f : U — R™ eine Funktion. Die
folgenden Aussagen sind dquivalent:

i) f ist stetig differenzierbar in x.

i) Alle partiellen Ableitungen g—ﬁ(:ro) j=1,....m, i=1,...,n existieren und sind
stetig in xg-
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Beweis.

i) = ii): folgt direkt aus Satz 1.6.

ii) = i): Wir bemerken zunéchst, dass f genauu dann in z, differenzierbar ist, falls alle
Funktionen fi,..., f in zy differenzierbar sind. Wir betrachten daher oBdA Funktio-
nen f: UCR" >R

Fiir h = (hy,...,h,) € R* setzen wir

20 1= Zp, 21 = 2 + h1€1, 2o 1= 21 + h2€2, vy By = 2Zp1 + hnen =Ty + h.

Dann ist ||zg — z;|| < ||| fiir j =0,...,n. Es gilt also z; € U fiir alle j = 0,...,n, falls
h nur geniigend klein ist und der Mittelwertsatz aus Kapitel IV.2 impliziert

fl@o+h) = flzo) = flzn) = f(zn-) + flzn1) = f(zn—z) +...+ f(2) = f=)
9]

ax

fiir geeignete &; € (2;—1, z;)-
Deswegen gilt

9
o+ h) — f(z0) — grad f(zo) h|<Z|—sJ I (a1
.7
und somit
1 OF () Of | noso
m\f(%‘i‘h)—f( 0) — grad f(zo) - 695]] _a—xj( 0)| — 0,

da af fiir alle j = 1,...,n in z( stetig ist.
d

1.12 Bemerkung. Die Gleichung (1.1) impliziert unmittelbar das folgende Resultat:

Sind alle partiellen Ableitungen % U—Rfirallej=1,...,n, k=1,...,m be-
J

schrinkt in einer Umgebung von xg, so ist f stetig in x;.

Zum Abschluss dieses Abschnitts fassen wir die bisher diskutierten Ergebnisse gra-
phisch zusammen. Fiir eine Funktion f : U C R* — R™ gilt:
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f stetig differenzierbar & f stetig partiell differenzierbar
4 4
f differenzierbar f part. diff’bar mit lokal beschr. part. Abl.
4 4
alle Richtungsableitungen D, f existieren f ist stetig
4 4

f partiell differenzierbar = f stetig bzgl. jeder Koordinate



