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3 Kompaktheit

Die von uns im Abschnitt II1.3 getroffene Definition der Kompaktheit einer Menge,
niamlich die Uberdeckungskompaktheit, 148t sich auch auf metrische Rdume iibertra-
gen. Hierbei verstehen wir analog zur Situation in Abschnitt III.3 unter einer offenen
Uberdeckung einer Teilmenge K C M eines metrischen Raumes M eine Familie {O;}ier
offener Mengen in M derart, dass jedes x € M in mindestens einem der O; liegt, d.h.
dass gilt K C (J;c; O;.

3.1 Definition. _Eine Teilmenge K C M eines metrischen Raums M heifit kompakt,
falls jede offene Uberdeckung {O;}ic; von K eine endliche Teiliiberdeckung besitzt,
d.h. falls 7y, ..., 1, existieren mit

KCOZ'IU...UOZ'T.

3.2 Beispiele. a) Jede endliche Teilmenge eines metrischen Raums ist kompakt
b) Es sei (z,)nen eine konvergente Folge in M mit z = lim,,_, x,,. Dann ist

K :={z,:neN}U{z}

kompakt in M.

c) Eine abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge ist wiederum kompakt, d.h.
ist K kompakt in M und A C K abgeschlossen, so ist A kompakt. Der Beweis verlauft
wortwortlich analog zu demjenigen von Lemma II1.3.4.

Ausgehend von dieser abstrakten Definition wollen wir nun kompakte Mengen in me-
trischen Rdumen charakterisieren. Wir erinnern uns zunéchst an die Situation des R”,
in welcher wir kompakte Teilmengen des R* nach dem Satz von Heine-Borel als genau
diejenigen charakterisiert hatten, welche abgeschlossen und beschrénkt sind.

Wir werden in diesem Abschnitt beweisen, dass kompakte Teilmengen eines metrischen
Raums weiterhin abgeschlossen und beschrénkt sind. Die Umkehrung ist jedoch in all-
gemeinen metrischen Rdumen nicht mehr giiltig. Ein Beispiel hierfiir ist der Raum
C'[0, 7] versehen mit der Supremumsnorm, vgl. das Beispiel 3.5 ¢) unten.

Wir zeigen im folgenden Theorem jedoch, dass in metrischen Rdumen eine Menge genau
dann kompakt ist, wenn sie folgenkompakt ist.

3.3 Theorem. Fiir eine nichtleere Teilmenge K eines metrischen Raumes M sind die
folgenden Ausagen dquivalent:

i) K ist kompakt (Uberdeckungskompaktheit).

i) Jede Folge (zn)nen C K besitzt eine konvergente Teilfolge (Tn;) jen mitlim; o 2, €
K (Folgenkompaktheit).
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iti) Jede Folge (z)neny C K besitzt einen Héiufungspunkt in K.

Beweis. i) = ii): wird exakt wie in Theorem II1.3.11 bewiesen.

i1) < 411): ist bereits in Satz 2.2 d) bewiesen.

i) = 1): Es sei (O;)ies eine offene Uberdeckung von K.

Schritt 1: es existiert ein 0 > 0, so daf} fiir alle x € K ein i € [ existiert mit Us(z) C O;.
Wie nehmen an, die Behauptung sei falsch. Dann existiert fiir alle n € N ein z, € K
mit Uy (2n) ¢ O; fiir alle ¢ € I. Nach Voraussetzung besitzt die Folge (z,)nen eine
konvergente Teilfolge mit z := lim; , o, z,; € K, also x € O; fiir ein j € I. Da O; offen
ist gilt Ug(x) C Oy fiir geeignetes ¢ > 0. Wir wéhlen nun [ € N mit [ > 2/¢ und

d(z,z) <e/2.

Dannist Uy () C U (x) C O; im Widerspruch zur obigen Eigenschaft, dass Uy jn(z,) ¢
O; fir alle 1 € 1.

Schritt 2: Fiir alle 6 > 0 existieren zy, ..., z, € K mit K C |J;_, Us(z;).

Wir nehmen wiederum an, dass die Behauptung falsch sei. Dann existiert § > 0 mit
K ¢ U, Us(x) fiir beliebiges n € N und beliebige Punkte zg, z1,...,z, € K. Wihle
nun zy € K; dann ist K ¢ Us(z). Es existiert daher ein z; € K\Us(zo) und es gilt

K ¢ U,s(l‘o) U U5($1)

Wir erhalten auf diese Weise rekursiv eine Folge (2, )neny € K mit

o1 € K\(JUs(x)).

=0

Diese Folge erfiillt nach Konstruktion
d(xp, ) > 6, fiir alle n,m € N mit n # m;

daher kann keine Teilfolge von (z,)nen eine Cauchyfolge sein und daher kann auch
keine Teilfolge der Folge (z,)nen konvergent sein. Widerspruch!

Schritt 3: Wir wahlen nun § > 0 wie in Schritt 1 und Punkte zg,...,z, € K wie in
Schritt 2. Dann gilt

n n
K C U U5(.’L‘k) C UO”
k=0 1=0
fiir geeignete g,...,7 € I.
O
Die obige Charakterisierung kompakter Mengen in metrischen Rdumen durch die
Folgenkompaktheit erlaubt es uns wortwortlich analog zur Situation von R” zu zeigen,
dass kompakte Mengen immer abgeschlossen und beschrinkt sind. Wir halten diese
wichtige Beobachtung explizit im folgenden Korollar fest.
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3.4 Korollar. Fine kompakte Teilmenge eines metrischen Raums ist abgeschlossen
und beschrdnkt.

3.5 Beispiele. a) Es sei M eine unendliche Menge versehen mit der diskreten Metrik.
Dann ist M abgeschlossen und beschrinkt, aber nicht kompakt.

b) Wie in Beispiel 1.5 ¢) betrachten wir den Raum ¢ der konvergenten Folgen versehen
mit der Supremumsnorm. Dann ist die abgeschlossene Einheitskugel in ¢, d.h.

Bi(0) := {(xn)nen € ¢ : |z,| < 1 fiir alle n € N}

abgeschlossen und beschrinkt, aber nicht kompakt. Zum Beweis sei e, := (0,0,...,1,0,...
der n-te Einheitsvektor in ¢ mit 1 an der n-ten Stelle. Dann ist ||e, — e, ||oc = 1 fiir alle
n # m, welches bedeutet dass die Folge (e,)nen C Bi(0) keine konvergente Teilfolge

besitzt und somit By(0) nicht kompakt sein kann.
c¢) Die abgeschlossene Einheitskugel

Bi(0) = {f € Cl0, 7] : | flloo < 1}

des Banachraums (C]0, 7], || - ||oo) ist nicht folgenkompakt und daher auch nicht kom-
pakt. Ansonsten hétte die Folge der Funktionen (f;);jen C Bi(0) definiert durch f; :
[0,7] = C, f;(z) := %" eine konvergente Teilfolge, was aber wegen ||fx — filloo = 2
fiir alle [ # £ unmoglich ist.

d) Allgemeiner kann man zeigen, dass die abgeschlossene Einheitskugel m ={x €
V :||z|| < 1} eines normierten Vektorraums genau dann kompakt ist, wenn dim V' < oo
gilt.

3.6 Korollar. Ein kompakter, metrischer Raum (M, d) ist vollstindig.

Beweis. Es sei (Z,)nen C M eine Cauchyfolge. Nach obigem Theorem 3.3 besitzt diese
eine Teilfolge (xn]) jeN, welche in M konvergiert. Setzt man z := lim;_, 2, S0 existiert
zu gegebenem ¢ > 0 ein Ny € N mit

g/2 fiir alle m,j > Ny und
e/2 fiir alle j > Np;

d(Tn;, Tm) <
d(@, Tn;) <

also gilt
d(z, Tm) < d(T, Tny,) + A(Tny, Tm) < €/2+¢€/2=¢ fiir alle m > Ny,

welches z = lim,,, o T, € M bedeutet.
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In Abschnitt I11.3 studierten wir im Detail Eigenschaften stetiger Funktionen welche auf
einer kompakten Menge des R” definiert waren, wie etwa den Satz iiber die Annahme
eines Maximums (vgl. Satz I11.3.9) oder den Satz iiber die gleichmiflige Stetigkeit (vgl.
I11.3.13). Im Folgenden iibertragen wir diese Eigenschaften nun auf stetige Funktionen,
welche auf einer kompakten Teilmenge eines beliebigen metrischen Raums definiert
sind. Wichtige Aussagen der heutigen Analysis beruhen auf diesen Eigenschaften.

3.7 Satz. (Stetige Bilder kompakter Mengen sind kompakt). Es seien M und N me-
trische Rdume und f : M — N eine stetige Funktion. Ist M kompakt, so ist auch
f(M) C N kompakt.

Der Beweis verlduft ganz analog zum Beweis von Theorem I11.3.7.

3.8 Korollar. Ist f: M — R stetig und M kompakt, so nimmt f ein Minimum bzw.
Mazimum an.

Der Beweis verlduft ganz analog zum Beweis von Theorem I11.3.9.

3.9 Korollar. Ist f : M — N stetig und bijektiv und M kompakt, so ist f~1 : N — M
ebenfalls stetig.

Beweis. Nach Theorem 2.5 geniigt es zu zeigen, dass f(A) abgeschlossen ist fiir alle in
M abgeschlossenen Teilmengen A C M. Nach Beispiel 3.2 c) ist A als abgeschlossene
Teilmenge einer kompakten Menge wiederum kompakt. Der obige Satz 3.7 impliziert,
dass f(A) ebenfalls kompakt ist; wegen des obigen Korollars 3.4 also inbesondere auch
abgeschlossen.

O

Zum Abschluss dieses Abschnitts betrachten wir noch gleichméfig stetige Funktio-
nen auf metrischen Rdumen. In Analogie zur Situation von Analysis I, nennen wir
eine Funktion f : M — N zwischen zwei metrischen Raumen (M, dy) und (N, dy)
gleichmapig stetig, falls zu jedem £ > 0 ein § > 0 existiert mit

dy(f(z), f(y)) <e fiir alle z,y € M mit dy(z,y) < 9.

Es gilt dann das folgende Resultat.

3.10 Satz. Es sei f : M — N eine stetige Funktion zwischen zwei metrischen Rdumen
M und N. Ist M kompakt, so ist f gleichmdfSig stetig.

Der Beweis verlauft wiederum wortwortlich wie in Satz I11.3.13.
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4 Zusammenhang

Der Zwischenwertsatz aus Analysis I war ein wichtiger Bestandteil im Aufbau der
Analysis. Wir verallgemeinern diesen Satz, welchen wir in Abschnitt II1.1 fiir Intervalle
formuliert hatten, nun auf stetige Funktionen deren Definitionsbereich eine zusam-
menhéingende Teilmenge eines metrischen Raumes ist.

4.1 Definition. Ein metrischer Raum M heiflit zusammenhdngend, falls keine Zerle-
gung M = X UY existiert, in der X und Y disjunkt, offen und nicht leer sind.

Eine Menge X C M heifit zusammenhdingend, falls (X, dx) als metrischer Raum zu-
sammenhéngend ist.

4.2 Beispiele. a) R" ist zusammenhiingend.

b) Eine Menge M C R mit mindestens zwei Elementen ist genau dann zusammenhéingend,
wenn sie ein Intervall ist. Fiir den Beweis verweisen wir auf die Ubungen.

¢) Q C R ist nicht zusammenh#ngend, denn es gilt

Q = (=00, V2) U (V2,00).
d) Die Menge M = {z € R? : 22 — 22 = 1} ist nicht zusammenhéngend.

Wir verallgemeinern nun den Satz II1.1.11 iiber stetige Bilder von Intervallen auf zu-
sammenhingende Mengen.

4.3 Satz. Es sei [ eine stetige Abbbildung zwischen zwei metrischen Riumen M und
N. Ist M zusammenhdngend, so ist auch f(M) zusammenhdingend.

Beweis. Nehmen wir an die Behauptung sei falsch. Dann giibe es disjunkte, nicht leere,
offene Mengen X und Y mit f(M) = X UY und man erhielte M = f~(X)U f~1(Y),
also einen Widerspruch.

O

Der Zwischenwertsatz in metrischen Rdumen lautet wie folgt.

4.4 Satz. Es seien M ein zusammenhdngender metrischer Raum, f : M — R eine
stetige Funktion und a,b € M. Dann nimmt f jeden Wert zwischen f(a) und f(b) an.

Der Beweis ist einfach: falls f(a) # f(b) gilt, so ist f(M) nach Beispiel 4.2 b) ein
Intervall.
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4.5 Beispiel. Wir betrachten die Gruppe
O(n,R) der orthogonalen n x n-Matrizen,

wobei A € O(n,R) genau dann, wenn A~' = A7 gilt. Dann ist O(n,R) C R” nicht
zusammenhéngend.

In der Tat ist det : O(n,R) — R ein Polynom in n? Variablen, also insbesondere eine
stetige Funktion. Ferner gilt det diag(1,1,...,1) = 1 und det diag(—1,1,...,1) = —1.
Wire O(n,R) zusammenhéingend, so gibe es nach Satz 4.4 eine Matrix A € O(n,R)
mit det A = 0 im Widerspruch dazu, dass A invertierbar ist.

Ein weiterer Zusammenhangsbegriff ist ebenfalls von Bedeutung.

4.6 Definition. Ein metrischer Raum M heifit wegzusammenhdngend, falls es zu je
zwei Punkten a,b € M eine stetige Abbildung v : [a, f] =& M mit y(a) = @ und

7(8) = b gibt.

Natiirliche Beispiele von wegzusammenhéngenden Mengen in R fiir n > 2 sind

a) konvexe Mengen,

b) die Einheitssphiire S"~! = {z € R" : ||z||, = 1}, sowie

c) R*\{0}.

Im Folgenden untersuchen wir die Verbindung zwischen zusammenhéngenden und weg-

zusammenhingeden Mengen.

4.7 Satz. a) Fin wegzusammenhdingender metrischer Raum ist zusammenhdngend.
b) Eine zusammenhdngende offene Menge X eines normierten Vektorraums ist wegzu-
sammenhdngend.

Den nicht schwierigen Beweis iiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe.
Wir beenden diesen kurzen Abschnitt mit einem Beispiel, welches fiir den Orientie-
rungsbegriftf von Vektorrdumen iiber R von grofler Bedeutung ist.
4.8 Beispiel. a) Es sei
G = GL(n,R) die Gruppe der reellen n x n-Matrizen A mit det A # 0.

Fassen wir G als Teilraum von R*" auf, so ist die Gruppe G nicht zusammenhiingend.
Nehmen wir an, die Behautung wére falsch, so wire das Bild der stetigen Abbbildung
det : G — R zusammenhiingend; tatséchlich gilt aber det(G) = R\{0}. Widerspruch!
b) Bedeutend schwieriger zu beweisen ist die Tatsache, dass die Untergruppe

GL*(n,R) der reellen n x n-Matrizen A mit det A > 0

hingegen zusammenhingend ist.
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Der Zusammenhang von metrischen Rdumen stellt eine wichtige topologische Invariante
dar. Sind M und N homéomorphe Réume, so ist M genau dann zusammenhéngend,
wenn dies auch fiir N zutrifft. Hierbei heiflen M und N homdomorph, falls eine bijektive,
stetige Abbildung von M auf N existiert, deren Umkehrabbildung ebenfalls stetig ist.
Cantor bewies schon im Jahre 1878, dass R bijektiv auf R? abgebildet werden kann;
ferner zeigte Peano im Jahre 1890, dass es eine stetige Surjektion des Intervalls [0, 1]
auf das Quadrat [0,1] x [0,1] gibt. Da diese Abbildung nicht bijektiv und Cantor’s
Konstruktion nicht stetig ist, stellt sich die Frage nach einer homéomorphen Abbildung
von R” auf R™ fiir n # m. L. Brouwer bewies dann im Jahe 1911, dass es eine solche
Abbildung nicht geben kann. Wir beweisen hier nur den Spezialfall m = 1.

4.9 Satz. Es sei n > 2. Dann ist ist R* nicht homéomorph zu R.

Beweis. Fiir n > 2 ist R*\{0} zusammenhéngend. Andererseits ist die Menge R\{z}
fiir kein x € R nach Beispiel 4.2 b) zusammenhéngend.

Gébe es einen Hom6omorphismus f : R* — R, so gidbe es auch einen solchen zwi-
schen R"\{0} und R\{f(0)} im Widerspruch dazu, dass nach Satz 4.3 stetige Bilder
zusammenhinger Mengen wiederum zusammenhéngend sind.

d



