VI Analysis in metrischen Raumen

Welche Motive veranlassen Mathematiker, Rdume von unendlicher Dimension ein-
zufiihren, eine Folge reeller Zahlen als einen Punkt in einem Folgenraum und eine
Funktion als einen Punkt in einem Funktionenraum anzusehen? Zwei Problemkreise
bildeten die treibende Kraft fiir die Entwicklung dieser Konzepte: zum Einen handelt
es sich um Integralgleichungen der Form

u(t) + /0 k(t, s)u(s)ds = f(s), s€[0,1]

mit gegebenem Kern k£ und rechter Seite f und dem Ziel eine Losung u zu finden. Zum
Anderen sind es Variationsprobleme der Form

/fsu '(s))ds =min, wu € X,

fiir eine gegebene Funktion f und eine gegebene Menge X von Funktionen mit dem Ziel
eine Funktion 7 € X zu finden, fiir welche F' ihr Minimum annimmt. DAVID HILBERT
(1862-1943) erkannte, dass sich obige Integralgleichungen als lineare Gleichungssyste-
me im — heute sogenananten — Hilbertschen Folgenraum ¢2? behandeln lassen.

Ein anderer Ansatz zur Losung obiger Integralgleichungen besteht darin, diese Glei-
chungen iterativ zu l6sen, also als Limes einer als u,1(t) = f(s fo (t, s)uj(s)ds
definierten Folge. Bei den anstehenden Konvergenzbetrachtungen ist es dann ganz
natiirlich und auch sehr hilfreich, eine Funktion als Element eines Raumes zu ver-
stehen. Diese Vorstellung ist auch bei Variationsproblemen ganz natiirlich: hier setzt
man bei der Suche nach einem Minimum in F' Argumente u ein, mit dem Unterschied,
dass, im Gegensatz zu bisher, die Argumente u nun selbst Funktionen sind.
MAURICE FRECHET (1878-1937) fiihrte in seiner Doktorarbeit 1906 den abstrakten
Begriff des metrischen Raumes ein, ein Begriff, welcher heute noch von grofier Bedeu-
tung ist, da er es erlaubt Konvergenz- und Stetigkeitsbetrachtungen auf einheitliche
und anschauliche Art und Weise zu behandeln. Die Konvergenztheorie fiihrt dann auf
den Begriff des vollstéindigen, metrischen Raumes, der auf Fréchet und FELIX HAUS-
DORFF (1868-1942) zuriickgeht.

Eine besonders wichtige Klasse vollstédndiger, metrischer Rdume sind Banachraume.
Dieser auf STEFAN BANACH (1892-1945) zuriickgehende Begriff ist in der heutigen,
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modernen Analysis von enormer Wichtigkeit und fufit auf dem Begriff des normier-
ten Vektorraums. Unter den Banachrdumen spielen diejenigen Rdume, deren Norm
durch ein Skalarprodunkt definiert werden kann, eine wichtige Sonderrolle. Diese wer-
den heute Hilbertrdume genannt und wurden axiomatisch erstmals von JOHN VON
NEUMANN (1903-1957) im Jahre 1929 eingefiihrt. Sie spielen insbesondere in der
Quantenmechanik eine zentrale Rolle.

Im folgenden Kapitel beschéftigen wir uns zunéchst mit den grundlegenden topologi-
schen Grundbegriffen, wie Umgebungen und offenen Mengen in metrischen Rdumen.
Abschnitt 2 dehnt diese Betrachtungen in natiirlicher Weise auf Konvergenz von Fol-
gen und Stetigkeit von Funktionen in metrischen Riumen aus. Hier wird auch der
Begriff eines vollstindingen metrischen oder normierten Raumes eingefiihrt. In Ab-
schnitt 3 werden kompakte Mengen via der Uberdeckungseigenschaft eingefiihrt; fer-
ner wird gezeigt dass in metrischen Rdumen die Begriffe , iiberdeckungskompakt® und
,folgenkompakt® iibereinstimmen. Somit lassen sich die grundlegenden Eigenschaften
stetiger Funktionen definiert auf kompakten Teilmengen des R" problemlos auf me-
trische Rdume iibertragen. Den Abschluss dieses Kapitels bildet ein Abschnitt iiber
stetige Funktionen definiert auf zusammenhingenden Mengen. Der Zusammenhang ist
nichtzuletzt von Wichtigkeit, da er eine topologische Invariante darstellt.

1 Topologie metrischer Raume

In der Analysis treten neben den bisher untersuchten R und C" noch viele weitere
Raume mit einer Umgebungs- bzw. Abstandsstruktur auf. Wichtige Klassen in die-
sem Zusammenhang bilden die normierten und metrischen Rdume. In letzteren wird
der ,Abstand“ zweier Punkte z und y durch die Zahl d(z,y) beschrieben, wobei d
eine Metrik ist, ein Abstandsbegriff, welchen wir im Folgenden axiomatisch definie-
ren. Unser Ziel ist es, die schon bekannten topologischen Grundbegriffe des R® auf
einen metrischen Raum auszudehnen. Hierbei wollen wir bei der Definition der Begrif-
fe ,,Umgebung®, ,offene Menge“, ,,Konvergenz“ und ,,Haufungspunkt® die bekannte
Begriffsbildung fiir den R® nachahmen.
Wir beginnen mit der Definition der Metrik und des metrischen Raums.

1.1 Definition. (Metrischer Raum). Es sei M # () eine Menge. Eine Funktion
d: MxM-—R

heifit Metrik auf M, falls fiir alle z,y, 2z € M die folgenden Bedingungen gelten:

M1) d(z,y) = 0 & = =y (Definitheit)

M2) d(z,y) = d(y,z) (Symmetrie)

M3) d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) (Dreiecksungleichung)
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Das Paar (M, d) heifit metrischer Raum. Die Zahl d(z,y) heiit Abstand der Punkte z
und y.

Bemerkung. Es gilt d(z,y) > 0 fiir alle z,y € M, denn es ist
0=d(z,z) <d(z,y)+ d(y,z) = 2d(x, y).

Im Folgenden erldutern wir die Definition des metrischen Raumes anhand von Beispie-
len.

1.2 Beispiele. a) Fiir z,y € K definieren wir durch

d(z,y) = |z —y|

die Fuklidische Metrik.
b) Ist M eine beliebige Menge, so definiert die Vorschrift

) ={ 257

eine Metrik auf M, die sogenannte diskrete Metrik.
c¢) Ist X € M und (M, d) ein metrischer Raum, so definiert

dx : X x X =R, dx(z,y) :=d(z,y), z,y € X,

eine Metrik auf X, die sogenannte induzierte Metrik.

Eine sehr wichtige Unterklasse der metrischen Rdume sind normierte Rdume. Um diese
genauer zu studieren, beginnen wir zunichst mit dem Begriff der Norm auf einem
Vektorraum.

1.3 Definition. Es sei V ein Vektoraum iiber K. Die Abbildung
|-]:V—=R

heit Norm auf V, falls fiir alle z,y € V und alle A € K die folgenden Bedingungen
gelten:

N1) ||z|| = 0 & x = 0 (Definitheit)
N2) [[Az|| = |Al||z]| (Homogenitét)
N3) ||z + y|| < ||z|| + |ly|| (Dreiecksungleichung).

Das Paar (V.|| - ||) heifit normierter Vektorraum.
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1.4 Bemerkungen. a) Ist (V,]| - ||) ein normierter Vektoraum, so definiert
d(z,y) =z —yll, =zyeV,

eine Metrik auf V. Versehen mit dieser kanonischen Metrik wird also jeder normierte
Vektorraum zum metrischen Raum.
b) Die folgenden Eigenschaften der Norm ergeben sich unmitelbar aus der Definition:

i) ||z|| > 0 fiir alle z € V.
i) [le =yl 2 [l = llyll,  =yeV.

1.5 Beispiele. a) Es sei 1 < p < oo und n > 1. Definiert man die sogenannte p-Norm
durch

J

n 1
el 1= s )l = (i )71 <p <00
maXj<i<n lzi| ,p=o00

so ist (K", || - ||,) ein normierter Vektorraum.

Die Norm || -||2 heiit auch euklidische Norm; die Norm || - || wird oft auch Mazimums-
norm genannt.

Die geometrische Gestalt einer Kugel in einem normierten Raum héngt natiirlich von
der gewihlten Norm ab. Die unten stehenden Abbildungen zeigen die Einheitskugel in
R?, d.h. B;(0) := {z € R?;||z||, < 1} beziiglich der p-Normen fiir p = 1,2 und p = co.

b) Auf dem Vektorraum V der stetigen Funktionen auf einem kompakten Intervall
[a,b], d.h. V = Cla,b] ={f : [a,b] = K : f stetig} definiert die Vorschrift

1

(Jirwpa)", 1<p <o

sup |f(z)], p=o0
z€[a,b]

11l =

eine Norm auf V. Der erste Ausdruck wird als I”-Norm bezeichnet, der zweite als
Supremumsnorm. Die LP-Norm spielt eine zentrale Rolle in der harmonischen Analysis.
c) Es sei ¢ := {(zn)nen : (Tn)nen konvergent} der Raum der konvergenten Folgen und
x := (). Dann definiert

”x”oo = ||(xn)neN||oo :=sup |37n|
neN
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eine Norm auf c.

Im Folgenden iibertragen wir die uns aus dem R" schon bekannten topologischen
Grundbegriffe wie etwa Umgebungen, offene bzw. abgeschlossene Mengen auf allge-
meine metrische Riume (M, d).

1.6 Definition. Es sei (M, d) ein metrischer Raum. Dann heifit

a) fir z € M und € > 0 die Menge U.(z) := {y € M : d(z,y) < €} e-Umgebung von
z.

b) U C M Umgebung von z, falls ein ¢ > 0 existiert mit U.(x) C U.

c) O C M offen, falls fiir jedes z € O ein €, > 0 existiert mit U, (z) C O.

d) A C M abgeschlossen, falls M\ A offen ist.

e) X C M beschrinkt, falls ein x € M und ein r > 0 existiert mit X C U,(z).

f) © € M Randpunkt der Menge X C M, falls jede Umgebung von x sowohl einen
Punkt aus X als auch einen Punkt aus M\ X enthélt. Setzt man
i) 0X :={z € M : z ist Randpunkt von X}, so heifit 0.X der Rand von X,
ii) X := X\0X, so heiBt X das Innere von X. Ein Element = € X heiit innerer
Punkt von X.

g) x € M Hdiufungspunkt der Menge X C M, falls jede Umgebung von x unendlich
viele Punkte aus X enthélt. Setzt man

X :={z € M :x € X oder z ist Hiufungspunkt von X},

so heifit X der Abschluf von X.

Die obigen Begriffsbildungen sind konsistent mit den entsprechenden fiir K”, die in
Kapitel II1.2 in Analysis I getroffen wurden. Dies bedeutet insbesondere, dass sich
viele der dortigen Beweise iiber topologische Gegebenheiten direkt auf metrische Rdume
iibertragen lassen, indem man nur |z — y| durch d(z,y) ersetzt.

1.7 Satz. (Hausdorffsches Trennungsaxiom). Ist (M, d) ein metrischer Raum und sind
z,y € M mit x # y, so existieren Umgebungen U, und U, von x bzw. y mit U,NU, = 0.
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Beweis. Fiir € := 1d(z,y) setzen wir U, := U,(z) und U, := U, (y). Falls ein z € U,NU,
existieren wiirde, so wére

2e =d(z,y) < d(z,2) +d(z,y) <e+e=2e.

Widerspruch.

Ganz analog wie in K" beweisen wir das folgende Resultat.

1.8 Lemma. In einem metrischen Raum (M,d) gilt:

a) Beliebige Vereinigungen und endliche Schnitte offener Mengen sind offen.

b) Beliebige Schnitte und endliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen sind abge-
schlossen.

Der Beweis verlduft ganz analog zum Beweis von Satz II1.2.6. Wir ersetzen in diesem
Fall nur |z — y| durch d(z, y).

1.9 Definition. Zwei Normen || - ||; und || - |2 auf einem normierten Vektorraum V
heiflen dquivalent, falls zwei Konstanten ¢, C' > 0 existieren, derart dass

(1.1) cllz|ly < ||lz||2 £ C||z||1, fiirallexz eV

gilt.

Offensichtlich sind die oben betrachteten Normen ||f||; und || f|l auf C[0,1] nicht
dquivalent, denn betrachtet man die Funktionenfolgen (f,),en gegeben durch

s0 gilt || fulleo = 1 fiir alle n € N, aber || f,||; = 5 fiir alle n € N,
Andererseits sind die euklidische Norm und die Maximumsnorm auf R dquivalent, was
unmittelbar aus der Abschétzung

1]lo0 < [lzll2 < v/nll2]loo

folgt.
Wir beweisen im Folgenden, dass auf einem endlichdimensionalen Vektorraum alle
Normen &quivalent sind.

1.10 Theorem. Auf einem endlichdimensionalen K-Vektorraum sind alle Normen
dquivalent.
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Beweis. a) Wir beweisen die Aussage zunéchst fiir R* und notieren, dass es geniigt zu
zeigen, dass jede Norm || - || auf R” dquivalent zur euklidischen Norm || - |2 ist.

Sei also ||-|| eine Norm auf R™ und e; der j-te Einheitsvektor. Dannist £ = (z1,...,2,)" =
i1 7je; und die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung impliziert

n n
(1.2) 2l = 1) zieill < Y lwilllell < Clalls,
j=1 j=1

wobei C':= (37 [le;[1?)% gilt.
Um die Abschétzung nach links in der Ungleichung (1.1) zu zeigen, setze

c = inf{||z|| : x € S},

wobei S := {z € R" : ||z|]|s = 1} die euklidische Einheitssphére bezeichnet. Im Fol-
genden zeigen wir, dass ¢ > 0 gilt. Nehmen wir an, dass ¢ = 0 ist, so gibt es in S
eine Folge (zx)reny mit limy_ o ||zx|| = 0. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl aus
Analysis I (vgl. Kapitel 11.2) besitzt (xx)ren eine beziiglich der euklidischen Norm
konvergente Teilfolge, ebenfalls bezeichnet mit (xj)gen, mit Grenzwert a € S, da
1 =limg,oo(z2 4+ ...+ 22 ) =0+ ...+ d’.

Andererseits folgt aus (1.2), dass fiir jedes k € N gilt

lall < lla =zl + [lzell < Clla = zillz + [zl

Fiir £ — oo folgt ||al]| = 0, also a = 0, im Widerspruch dazu, dass a € S gilt. Somit ist
also ¢ > 0.
Fir z # 0 ist x/||z||2 € S; somit gilt ¢ < ||z/||z]2]|] und daher

clleflz < l]l-

Da diese Ungleichung offensichtlich auch fiir z = 0 gilt, folgt die Behauptung fiir den
Fall R".

b) Es seien nun V ein beliebiger K-Vektorraum und || - || bzw. || - ||~ zwei Normen
auf V. Ist ¢ : R* — V ein Isomorphismus von R® auf V', und setzt man

llly == llo()|| und [l]|5 = [[#() ]|,
so folgt die Behauptung aus Teil a).

1.11 Bemerkung. Das obige Theorem hat wichtige Konsequenzen. Es besagt insbe-
sondere, dass die oben eingefiihrten topologischen Grundbegriffe wie Umgebung, offe-
ne Menge und Haufungspunkt in einem endlichdimensionalen normierten Vektorraum
nicht von der gewidhlten Norm abhéngen.
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2 Konvergenz und Stetigkeit

Im Folgenden iibertragen wir die Begriffe der Konvergenz von Folgen und der Stetigkeit
von Funktionen von K" auf allgemeine metrische Raume (M, d).

2.1 Definition. Es sei (M, d) ein metrischer Raum.
a) Eine Folge (z;)jen C M heifit konvergent gegen x € M, falls fiir jede Umgebung U
von z ein Ny € N existiert mit

z; € U, fiir alle j > Ny.

In diesem Fall schreibt man = = lim;_,o, z; und nennt = den Limes der Folge (z;) en.
b) Eine Folge (z;)jen C M heifit beschrinkt, falls die Menge {z; : j € N} € M
beschrénkt ist.
c) Ein Element x € M heifit Hiufungspunkt der Folge (z;),en in M, falls jede Umgebung
von z unendlich viele Folgenglieder enthilt.
d) Eine Folge (z;)jen C M heifit Cauchyfolge, falls fiir jedes € > 0 ein Ny € N existiert
mit der Eigenschaft

d(xpn, xm) < e, fiir alle n,m > Np.

Wir bemerken an dieser Stelle, dass ein Hiufungspunkt der Menge {z; : k¥ € N} auch
ein Haufungspunkt der Folge (z)ken ist. Die Umkehrung gilt jedoch im Allgemeinen
wie schon in der Situation von R nicht.

Die folgenden Aussagen konnen analog zu den jeweiligen Aussagen aus Analysis I leicht
aus den obigen Definitionen hergeleitet werden.
2.2 Satz. Fs gelten die folgenden Aussagen:

a) Der Limes einer konvergenten Folge ist eindeutig.

b) Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge.

¢) Jede Cauchyfolge ist beschrinkt.

d) x ist genau dann Hiufungspunkt einer Folge, wenn diese eine gegen x konvergente
Teilfolge besitzt.

e) Eine Menge A C M ist genau dann abgeschlossen, wenn fir jede Folge (;)jen C
A, welche in M konvergiert, gilt lim;_,., x; € A.

Wir iibertragen nun den Begriff der Stetigkeit einer Funktion definiert auf einer Teil-
menge des R” auf Abbildungen eines metrischen Raumes in einen anderen.
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2.3 Definition. (Stetigkeit). Es seien (M,dys) und (N, dy) metrische Riume. Eine
Abbildung f : M — N heif3t stetig in zy € M, falls fiir jede Umgebung V' von
f(zo) € N eine Umgebung U von z, existiert mit f(U) C V.

Das folgende Theorem charakterisiert stetige Funktionen in Termen der ¢ — §-Stetigkeit
und der Folgenstetigkeit.

2.4 Theorem. (Charakterisierung stetiger Funktionen). Es sei f : M — N eine Funk-
tion zwischen zwei metrischen Riumen (M, dy) und (N,dy). Die folgenden Aussagen
sind dquivalent:

a) f ist stetig in xo € M

b) (e — 6-Stetigkeit). Fir alle ¢ > 0 existiert ein § > 0 mit der Eigenschaft:

dM(l‘,.’L'()) <0= dN(f(l'),f($0)) <Ee.
c¢) (Folgenstetigkeit). Fir jede Folge (z,)n>1 C M mit lim,_, ©,, = zo gilt

lim f(z,) = f(zo).

n—oo

Beweis. Die Aquivalenz der Aussagen a) und b) folgt unmittelbar aus der Definition
des Begriffs der Umgebung.

Ferner folgt die Aquivalenz der Aussagen b) und c) wie im Beweis von Satz II1.1.2 in
Analysis I, indem wir |z — y| durch dy/(z,y) und |f(z) — f(y)| durch dn(f(2), f(v))
ersetzen.

g

2.5 Theorem. Es seien (M, dy) und (N,dy) metrische Rdume und f : M — N eine
Funktion. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

i) f ist stetig.
i1) f1(A) ist abgeschlossen in M fiir alle in N abgeschlossenen Mengen A C N.

ii5) f~1(O) ist offen in M fiir alle in N offenen Mengen O C N.



148 Kapitel VI Analysis in metrischen Ridumen

Der Beweis verlauft wortwortlich zu demjenigen von Theorem I11.2.17, indem wir wie-
derum |z — y| durch dy/(z,y) und | f(z) — f(y)| durch dy(z,y) ersetzen.

Wir untersuchen nun speziell die Stetigkeit von linearen Abbildungen zwischen nor-
mierten Vektorrdumen. Es seien also V und W zwei K-Vektorrdume. Eine Abbildung
T :V — W heilt lineare Abbildung oder linearer Operator, falls

T(ax+ By) =aT(x) + BT (y), «a,feEKz,yeV

gilt. Existiert fiir eine lineare Abbildung 7" : V' — W zwischen zwei normierten Vek-
torrdumen (V|| - ||v) und (W, || - ||w) eine Konstante M > 0 mit

T (x)||w < C, firallex € V mit ||z||y <1,

so heifit T' beschrinkt. Ublicherweise schreiben wir Tz anstelle von T'(z).

2.6 Satz. Fir eine lineare Abbildung T : V — W zwischen zwei normierten Vek-
torragumen (V|| - ||v) und (W, || - ||w) sind folgende Aussagen dquivalent:

a) T ist stetig

b) T ist stetig in einem xo € V.

¢) Es existiert eine Konstante L > 0 mit ||Tx — Tyl|lw < L||z — y||v fiir alle z,y € V.
d) T ist beschrinkt.

Beweis. Wir zeigen die folgenden Implikationen: a) = b) = d) = ¢) = b) = a).
Die Aussage a) = b) ist klar.
b) = d): Nach Voraussetzung existiert zu ¢ = 1 ein ¢ > 0 mit

T (x — z0)||w = ||Tx — Txollw < 1 fiir alle 2 € Us(zo) :={y €V : ||zo — y|| < 6}

Setzt man h = (z — ) € Us(0), so ist diese Aussage dquivalent zu ||Th|w < 1 fiir
alle b € Us(0), was wiederum #quivalent zu ||T(6h)|lw < 1 fiir alle b € U;(0) und
|T(h)|lw < 1/ fiir alle h € U;(0) umformuliert werden kann. Dies bedeutet, dass T
beschrénkt ist.

d) = ¢): Es gelte ||Txz||w < M fiir alle x € U;(0). Dann folgt

T

v

| T°( w <M fiir alle 2 € V mit z # 0,

also ||Tz||w < M||z||y fiir alle z € V und somit
Tz — Tyllw < M||z — yl||v fiir alle z,y € V.

Die Aussage ¢) = b) ist klar; ferner beweisen wir die Aussage b) = a) in den Ubungen.
]
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2.7 Bemerkung. Im obigen Beweis der Implikation d) = ¢) haben wir auch bewiesen,
dass o
I T:||lw < M fiir alle z € U (0) < ||Tz||lw < M||z||y fir allez € V

gilt. Das Infimum {iber alle obigen Konstanten M, d.h.
IT|| = inf{M > 0:||Tz|lw < M||z||y fir alle z € V'}
heifit Operatornorm von T. Man kann ferner zeigen, dass

T = sup{||Tz||w :||z|][v <1} und
Tzllw < [Tllzlly, ze€V

gilt. Setzt man ferner
LV, W) :={T:V — W : T ist linear und beschriinkt},

so wird (L(V,W), ]| -||) ein normierter Vektorraum.

2.8 Beispiel. (Die Zeilensummennorm).Versieht man K” mit der Maximumsnorm
und betrachtet stetige lineare Abbildungen 7" auf K" in sich, so ist die zugehorige
Operatornorm gegeben durch

n
1T = m?XZ |aij],
i=1

n

wobei wir T durch die Matrix (a;;);;-, darstellen.

Die Vollstandigkeit der reellen Zahlen R war fiir viele Resultate der Analysis I von zen-
traler Bedeutung. Wir definieren jetzt den Begriff der Vollstindigkeit eines metrischen
Raumes analog zur Formulierung der Vollsténdigkeit von R via Cauchyfolgen.

2.9 Definition. Ein metrischer Raum (M, d) heifit vollstindig, falls jede Cauchyfolge
in M konvergiert. Ferner wird ein vollstdndiger, normierter Vektorraum Banachraum
genannt.

Die obige Definition eines vollstindigen, normierten Vektoraums geht auf STEFAN
BANACH (1892-1945) zuriick, einem polnischen Mathematiker, von welchem grund-
legende Beitrige zur Funktionalanalysis stammen. Er sah, dass die meisten in diesem
Zusammenhang wichtige Resultate sich in Rdumen abspielten, die neben der metrischen
Eigenschaft eine Vektorraumstruktur besitzen und dass der Abstand zweier Elemente
x und y sich aus der Differenz x — y ableitet.

Der weiter unten folgende Banachsche Fixpunktsatz ist auch heute noch einer der be-
deutendstenden Fixpunktsitze.
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2.10 Beispiele. a) Der Raum (K", || - ||,) versehen mit der || - ||,-Norm ist ein Banach-
raum.
b) Der Funktionenraum Cfa,b] versehen mit der Supremumsnorm || - || ist ein Ba-

nachraum fiir beliebige —0o < a < b < o0, da jede auf dem kompakten Intervall [a, b]
gleichméfig konvergente Folge stetiger Funktionen nach Theorem IV.4.6 eine stetige
Grenzfunktion besitzt.

c) Versieht man den Raum C'[a, b] der stetig differenzierbaren Funktionen ebenfalls
mit der Supremumsnorm, so entsteht ein normierter Raum, der jedoch kein Banach-
raum ist; vgl. die Ubungen.

d) Versieht man hingegen C*[a, b] mit der Norm

LFIF = W f oo =+ 11 oo

so ist (C'[a,b], || - ||) vollstéindig, also ein Banachraum. Der Beweis hiervon beruht auf
Theorem IV.4.7; vgl. die Ubungen.

e) Der Hilbertsche Folgenraum ¢ bestehend aus allen quadratsummierbaren Folgen
komplexer Zahlen, d.h. aus allen Folgen a = (a)jen = (a1, a2, . . .) mit

o
lallz = (Q las1»)'?, a €
j=1

ist ein vollstdndiger normierter Vektorraum, also ein Banachraum. Fiir den Beweis
verweisen wir auf die Ubungen. Die Vorschrift

oo
<a,b>= Zajb—j’ a,b € 2
j=1

definiert auf ¢2 sogar ein Skalarprodukt. Vektorriume versehen mit einem Skalar-
produkt heilen Hilbertrdume, falls sie mit der vom Skalarprodukt induzierten Norm
vollstindig sind. Hilbertridume spielen in der Quantenmechanik eine massgebliche Rol-
le; der Begriff des Hilbertraums geht auf DAVID HILBERT (1862-1943) zuriick, der
erkannte, dass gewisse Integralgleichungen sich in lineare Gleichungssysteme in ¢? iiber-
setzen lassen.

Fixpunktséitze haben vielfiltige Anwendungen in der Mathematik. Der folgende Ba-
nachsche Fixpunktsatz besagt, dass eine strikte Kontraktion auf einem vollstdndigen
metrischen Raum genau einen Fixpunkt besitzt.

2.11 Theorem. (Banachscher Fixpunktsatz). Es sei (M,d) ein vollstandiger, metri-
scher Raum und F' : M — M eine strikte Kontraktion, d.h. es existiere eine Konstante
qg <1 mit

d(F(z), F(y)) < qd(z,y), =z,y€ M.
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Dann besitzt F' genau einen Fizpunkt r € M, d.h. es existiert genau ein r € M mit
£r) =
Ferner konvergiert die rekursiv definierte Folge

Tne1 = F(x,), neN

fiir beliebig gewdhltes xo € M gegen r.

Der Beweis verlduft wortwortlich analog zu Theorem 11.2.13 aus Analysis I, indem man
|z — y| durch d(z,y) ersetzt.



