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Gruppeniibungen
(G 1)

Bestimmen Sie das Volumen, das innerhalb des Zylinders {(z,y,z) € R? : 2? + ¢y* < 4}
oberhalb der Ebene {(z,y,2) € R®: 2 = 0} und unterhalb des Paraboloids {(z,y,2) € R?:
(r + 2)% + y? = 42} liegt.
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LosunG: Wir verwenden Zylinderkoordinaten, d.h. Polarkoordinaten in den Varibalen x und
y unter Beibehaltung der z-Variable. Wir machen also die Variablensubstitution x = rcos ¢,
y = rsinp und z = h. Dann kénnen wir problemlos iiber den Zylinder integrieren, indem wir r
von 0 bis 2 (dem Radius des Zylinders) und ¢ von 0 bis 27 integrieren. wir miissen uns nur noch
die Integrationsgrenzen der Hohe h klar machen. Fiir jede Wahl von z,y mit 2% + % < 4 muss
von h = 0 (untere Grenze) bis zu dem h integriert werden, fiir das (z + 2)% + y? = 4z gilt, d.h. in
Zylinder-Koordinaten

1
4h = (r cos(go)+2)2+r2 sin2(<p) = rz(cosz(gp)+sin2(<p)) +4rcos(p)+4 < h= Zr2—|—7‘ cos(p)+1.

Fiir das Volumen V' des gesuchten Korpers K gilt nun mit der Transformationsformel (Transfor-
mationsfaktor r aus der Jakobi-Matrix beim Ubergang auf Polarkoordinaten nicht vergessen!)

2 3 r2+r cos(p)+ 2
V= /1d:17y, // / rdhdgodr—// <—7“ + 7 cos(y )+1>7‘d<pdr
1 2m
—277/ 1" dr+// Tcos()dtpdr+27r/rdr
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(G 2)

Es sei Kg := {(z,y,2) € R3: 22 + y? + 22 < R?} die abgeschlossene Kugel um Null mit
Radius R in R3.

(a) Bestimmen Sie die Masse dieser Kugel, unter der Annahme, dass sie aus einem Material
der konstanten Dichte o = 1 besteht.

(b) Bestimmen Sie die Masse der Kugel, wenn die Dichte linear vom Nullpunkt aus zum
Rand von 0 auf 1 zunimmt.

(c) Berechnen Sie das Trigheitsmoment der Kugel aus (b) bei einer Drehung um die z-
Achse.

Formeln: Die Masse eines Korpers K C R"” mit Massendichte o(x), x € K, berechnet sich
anhand des Integrals
/ o(x) dx
K

und das Tragheitsmoment ist gegeben durch

[ a0 ax,

wobei a(x) der Abstand von x zur Drehachse ist.

LOsuNG: (a) Die Masse ergibt sich in diesem Fall direkt aus dem Volumen, dass in der Vorlesung
zu

4
/ 1d(z,y,2) = —nR?
K 3
bestimmt wurde (Beispiel XI1.3.8 b))

(b) Nun ist das Intgral
= [ ofep2) diap.2)
Kr

zu bestimmen. Zur Berechnung verwenden wir die Kugelkoordinaten x = r cos(y) cos(9),
y = rsin(p) cos(¥) und z = rsin(d¥). Dann gilt mit der in Beispiel XI.3.8 b) bestimmten

Determinante
R r2m pm/2
I= / / / o(r, @, 9)r? cos(9) Ao de dr
0o Jo J—x/2

Nun ist o(r, p,9) = r/R und wir erhalten
1 R p2m pm/2 o 1 -
I= E/o /0 /_W/2 3 cos(9) dv de dr = Eﬂ [Zr‘l]f[sin(ﬁ)] _/73/2 = 7R3
(¢) Zur Bestimmung des gesuchten Integrals

Jiz/ a(z,y,2)?0(x,y,2) d(z,y, 2)
Kgr

iiberlegen wir uns zunichst, dass fiir jeden Punkt (z,y,z) € R? der Abstand a(x,y,2) zur
z-Achse a(z,y, z) = /22 + y? betrigt. In Kugelkoordinaten bedeutet das

a(r, @, 9) = r? cos®(p) cos?(9) + 2 sin® () cos? ()
= r? cos?(9) (cos? () + sin®(p)) = 1% cos®(1)).



Damit gilt

2 /2
= —/ / / r2 cos?(9) - - 2 cos(9) dv dy dr = —/ o dr/ cos® () dv
—7T/2 R —m/2
_2ml g 30,9\]7/2 5
=% 6R [sin(9) — § sin” (V)] e = §7TR

(G 3)
Die Archimedische Spirale in R? ist in Polarkoordinaten gegeben durch
{(r,p) € 0,00) x [0,27) : =, ¢ € [0,2m)}.

Skizzieren Sie diese Menge und berechnen Sie den Flécheninhalt der Fliche, die von der
Archimedischen Spirale und der positiven z-Achse eingeschlossen wird.

LOSUNG: Skizze:

Die Fliache innerhalb der Spirale ldsst sich durch
F={(r,p) €[0,00) x[0,27) : r < ¢, p € [0,27)}

beschreiben. Der Fliacheninhalt von F' ergibt sich daher durch eine Transformation in Polarkoor-

dinaten zu
21 [%2) 1 21 1 4
|F|=/ d(w,y)z/ / Tdrdwz—/ 0* dp = = [p*] 7= ~n.
F o Jo 2 Jo 6 3



