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(G1)

Es sei I C R™ ein Intervall und f, g : I — R seien Riemann-integrierbar {iber I. Zeigen Sie
fir alle \,v € R

(a) Af + vg ist Riemann-integrierbar, d.h. die Menge aller Riemann-integrierbaren Funk-
tionen auf I ist ein Vektorraum.

(b) /I()\f(x) +vg(z)) doz = )\/If(m) dz + I//Ig(:c) dz.
(c) Ist f >0, so gilt /f(x) dz > 0.
(d) Ist f < g, so gilt /If(:c) dz < /g(:c) dz.
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LOsUNG: (a) Wir zeigen zunéchst, dass Af Riemann-integrierbar ist. Da das fiir A = 0 offen-
sichtlich ist, betrachten wir A # 0. Sei € > 0. Dann gibt es dank der Riemann-Integrierbarkeit
von f eine Partition P = {I,...,I,} von I mit

Sp(f) - Sp(f) < W

Ist nun A > 0, so gilt
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Fiir A < 0 miissen wir ein wenig mehr aufpassen und erhalten
Sp(Mf) = sp(Af) = 3 s DAu(ls) - > mf(Af)u(l;)
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Also ist auch Af Riemann-integrierbar.

Wir betrachten nun die Summe f + g. Sei P = {I,...,I,,} eine Partition von I. Dann gilt
fiir jedes x € I;
f($)+9($)211nff+i}1fg, j=1,...,m.
j j

Also ist infy, (f + g) > inf;, f +infy, g fiir jedes j = 1,...,m. Damit gilt

sp(f) +sp(g) = Z(igff uly) +infg u(ly) < > _f(f +9) p(ly) = sp(f +9),

j=1 j=1 "

was uns auf
sp(f) 4 5p0) < s p(f +.0) = [(7+.0)(w) 1)
%
fiir jede beliebige Partition P von I fiihrt.

Bevor wir nun zum Supremum {iber alle Partitionen P iibergehen konnen, ist folgende Uber-
legung wichtig: Es gilt

sup(sp(f) +sp(g)) =supsp(f) +supsp(g) = /f(a:) dz + /g(x) dz =: C. (2)
P

P P

Um das einzusehen, beobachten wir zunéchst, dass wegen

sp(f) +splg) <supsp(f) +supsp(g) fiir jede Partition P von I
P P

der Wert C eine obere Schranke ist. Es bleibt nachzupriifen, dass er die kleinste obere
Schranke ist. Dazu wihlen wir uns zu gegebenem ¢ > 0 eine Partition Py und eine Partition
P, von I mit

Ist dann P eine gemeinsame Verfeinerung von Py und Py, so gilt sp(f) > SP; (f) und
sp(g) > sp,(g) und damit

sp(f) + sp(g) — C = sp, (f) - / f(z) dz + sp, (g) — / o(x) da
I>|<

*

Damit haben wir schliefSlich
sp(f)+sp(g) >C —e.

Also haben wir (2) gezeigt und erhalten damit und mit (1)

[ +9)@) o= suplsp() +5r(0) = [ @) ao+ [ g(o) a.
P
r* r* r*
Analog zeigt man

* * *

[ +9)@) s <t (sp() + 50(0) = [ @) a0+ [ g(0) a.
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Sind nun f und ¢ Riemann-integrierbar, so gilt damit

Jur+a@ ez [ 1@ ar+ [ o= [ @)@+ [ o) aa
J,

I* r*

*

:/*f(x) dx+/*g(:n) de/(f+9)($) dz
7 T

I
> [(r+9)@) o
%
Also gilt in obiger Ungleichheitskette iiberall sogar ,,=“. Insbesondere gilt
*
[+ 9@ de= [(7+9)@) da.
% I

d.h. f + g ist auf I Riemann-integrierbar.

In Summe haben wir damit auch die Riemann-Integrierbarkeit von Af + vg gezeigt.

(b) Wir haben in Teil (a) bereits gesehen, dass A f Riemann-integrierbar ist und fiir jede Partition
P von I

ASp(f), falls A >0

Sp(Af) = {/\Sp(f), falls A < 0

gilt. Damit ist

. infp ASp(f) = Ainfp Sp(f)

Ebenso wissen wir aus dem (a)-Teil, dass f + ¢g Riemann-integrierbar ist und aus der letzten
(Un)gleichheitskette in (a) konnen wir direkt die Beziehung

i+ o= [ sy o+ [ o) as

folgern.

(c) Ist f >0, so gilt fiir jede Partition P = {Iy,..., I} von [
sp(f) = Zlgf fully) = 0+ ull) = 0.
7j=1 7j=1
Also ist
/f(x) dz =supsp(f) > 0.
I P

(d) Ist f <g,soist g— f > 0. Nach (b) und (c) gilt also

/1 g(e) do /1 f(z) do = /I (9(z) — f(x)) do > 0,

woraus die Behauptung folgt.



(G 2)
Es sei f:R? — R gegeben durch

1, fallsy >0und e <y <z +1
f(z,y) =< —1, fallsy>0und x +1 <y <ax+2
0, sonst.

Berechnen Sie

[Z/:f@wyhdy und [Z/:f@yMMdL

wobei alle auftretenden Integrale im Sinne der Analysis I zu verstehen sind.
Was fallt Thnen auf?

LOsuNG: Aus der Skizze dieser Funktion (s.u.) ersieht man, dass fiir jedes festgehaltene y € R
das Integral

[:f@wMUZO

ist, denn es wird entweder gar nichts aufintegriert (fiir y < 0) oder iiber eine Intervalllinge von
eins jeweils einmal —1 und einmal 1. Damit gilt

/_Z/_Zf(x,y)dxdy:().
y

Fiir die umgekehrte Reihenfolge der Integrationsvariablen berechnen wir
fiir festgehaltenes = € (—o0, —2) : / f(z,y) dy = / 0dy=0
_oo _m+2
fiir festgehaltenes x € [—-2,—1) : / f(z,y) dy = / (-)dy=—-x—-2
—00 0

00 z+1 T+2
fiir festgehaltenes x € [—1,0) : / flz,y) dy = / 1dy +/ (1) dy
—00 0 z+1

=z+1l—(z+2)+ax+1=z

o] z+1 z+2
fiir festgehaltenes x € [0, 00) : / f(z,y) dy = / 1dy +/ (-1)dy=1-1=0.
—0o0 T z+1



Damit gilt

o B 0 11
/ / f(x,y)dyd:p:/ (—:E—Z)d:z:—i—/ rdr=—-—=-—2=—-1.
—00 J —00 -2 1 2 2

[ seasans [ [ st ayas

und man muss offensichtlich im Allgemeinen beim Vertauschen von Integralen aufpassen.

Damit ist

Hausiibungen

(H 1)

Es sei A C R" eine beschriankte Menge und f, g : A — R seien Riemann-integrierbar iiber
A. Zeigen Sie fiir alle \,v € R

(a) Af + vg ist Riemann-integrierbar, d.h. die Menge aller Riemann-integrierbaren Funk-
tionen auf A ist ein Vektorraum.

(b) /A(Af(x) +vg(z)) doe = )\/Af(x) do + I//Ag(x) dz.
(c) Ist f >0, so gilt / f(x) dz > 0.
A

(d) Ist f < g, so gilt /Af(x) dz < /Ag(x) dz.

LosunaG: (a) Wir beobachten zunichst, dass aus der Riemann-Integrierbarkeit von f auf A
wegen

[ ta@ o= [ 5ia)do - / f(@) do = / fale) do
e A I(A)

1A*
die Riemann-Integrierbarkeit der Funktion f4 auf I(A) folgt. Gleiches gilt natiirlich fiir g.

Seien nun A, v € R. Dann gilt mit dieser Voriiberlegung und der offensichtlichen Gleichheit
()\f +vg)a = Afa+vga

/()\f vg)(z) do = / (Mf + vg)a(z) dz = / (Mae) + vga(e)) da.
A* 1(A4)* 1(4)*

Da nun nach obiger Voriiberlegung und Aufgabe (G1) (a) die Funktion Afs 4+ vga auf I(A)
Riemann-integrierbar ist, gilt

- / (Ma(2) + vgale)) de = / (NS + vg)ale) de = / (Af + vg)(x) da.
I(A) I(A) A

Also ist nach Definition X1.2.3 die Funktion Af 4 rvg Riemann-integrierbar iiber A.

(b) Mit obiger Rechnung und Aufgabe (G1) (b) folgt nun sofort

JOrtvo@ do= [ (a@) Fvaa@) de=x [ fa@)dosr [ gaa)da
A 1(A)

1(A) 1(A)

:A/Af(:n) dx+1//Ag(x) dz.



(¢c) Wie oben sieht man, dass f4 auf I(A) Riemann-integrierbar ist. Beachtet man nun noch,
dass aus f > 0 auch f4 > 0 folgt, so bekommen wir mit Hilfe von (G1) (c)

/ f(z)dz = fa(z) dz > 0.
A I(A)

(d) Die Argumentation verlduft Wort fiir Wort wie in (G1) (d).

(H 2)
Es sei A C R™ messbar. Zeigen Sie, dass dann auch das Innere A° und der Abschluss A von
A messbar sind und dass pu(A) = p(A°) = u(A) gilt.

LOsuNG: Es gilt 9A = 9A° = 9A. Damit ist u(9A) = u(0A°) = p(0A) = 0 nach Satz XI1.2.12.
Da Satz XI.2.12. messbare Mengen charakterisiert, folgt aus diesem Satz die Messbarkeit von A°
und A.

Weiter sind A° und A disjunkt. Es gilt also
p(A) = p(A° UdA) = u(A°) + u(9A) = u(A°).
Da A° C A C A gilt, haben wir damit auch
p(A) = p(A) = p(A°).
(H 3)

Begriinden Sie warum die folgenden Integrale existieren und berechnen Sie ihren Wert
@ [ @) day)
(0,1]2
(b) / (e""* In(y)w + wa®sin(w)) d(z,y, z, w), wobei D := [0,1] x [1,¢e] x [0,2] x [0, 7]
D

(c) /:Ed(x,y),wobeiK:: {(z,y) eR?: 22 +¢y* <1, > 0und y > 0}.
K

LOSUNG: (a) Da die integrierte Funktion auf [0, 1]? stetig ist und [0, 1]? ein Intervall ist, existiert
das Integral nach Satz XI.1.8 und wir kénnen es nach Bemerkung XI.1.11 ¢) mit Hilfe von
iterierten eindimensionalen Integralen bestimmen.

1 1 1,1
/[01}2(a:2+xy3) d(a:,y):/ / xzdxdy—i-/ / zy® dz dy

:/ T d:E—I—/ :EdZE/ v dy = | l 3]1 [; 2]0[33/4](1)

+ 11
3724 24
(b) Da die integrierte Funktion auf D stetig ist und D ein Intervall ist, existiert das Integral
nach Satz XI.1.8 und wir kénnen es nach Bemerkung XI.1.11 ¢) mit Hilfe von iterierten
eindimensionalen Integralen bestimmen.

/ (e"** In(y)w + wa? sin(w)) d(z,y, 2, w)
D

1 pre p2 pm
= / / / / (e""* In(y)w + wa? sin(w)) dz dy dz dw
1 e 2
/edx/edz/ In(y dy/ wdw+/ wsm(w)dw/ xde/ dy/ dz
0 1 0

:(e 1)(e —1)[yln() y]l %7‘(’ +[sm( ) — wcos(w)]g- (e—1)-2

W =

2(e — 1)m.

(e—1)(e* — )72 + 3

N —



(c) Es gilt
K = U {(z,y) eR?: 0 <y < V1 — a2}

z€[0,1]

Da die Menge [0, 1] C R messbar ist und die Nullfunktion, sowie die Funktion z — /1 — 22
stetig sind, ist K damit vertikal einfach. Weiter existiert fiir jedes = € [0, 1] das Integral

/\/ 1—22

rdy = a1 — 22
0
Also existiert das untersuchte Integral nach Satz X1.3.4 und es gilt

1 pvV/1-a? 1
/ xd(a:,y):/ / xdydx:/ x\V1 — 2 dx:[—%(l—xQ)?’/z]ézl.
K 0o Jo 0
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