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Gruppeniibungen
(G 1)

Wir definieren folgende Wege im R2:
Sei v, der Halbkreis von (0, 1) durch (1,0) nach (0, —1). 2 sei der Strahl von (0, —1) nach
(—o0, —00), der mit der y-Achse ebenfalls einen Winkel von 45° bildet.

a) Skizzieren Sie den Weg v := 71 + 72 und geben Sie eine Parametrisierung von ~y an.
b) Berechnen Sie fiir & > 0 das Kurvenintegral f7 e*dx, wobei e = (e*™,e*?) fiir
T = (z1,15) € R

LosunG: 1. Eine Parameterdarstellung von +y ist
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Damit folgt insgesamt f,y e dy = L(em™ —e* —2).

(G 2)

Sei ) C R™ offen und wegzusammenhéngend und F' : Q — R" ein stetig differenzierbares
Vektorfeld. Zeigen Sie:

Ist fﬁ/ F(z)dz wegunabhéngig, dann ist F' ein Gradientenfeld, d.h. es existiert eine Funk-
tion ¢ : Q@ — R mit F = V.

LOsSuNG: Es sei &,z € Q) fest gewihlt und v ein Weg, der £ mit x verbindet. Wir definieren die
Funktion

Wegen der Wegunabhingigkeit ist diese Funktion wohldefiniert. Zur Bestimmung der Ableitung
héangen wir an v einen geradlinigen Weg 71, der den Punkt « mit z+h verbindet, also v; (t) = z+th,
t € [0,1]. Es gilt dann
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Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gibt es ein 7 € (0, 1), so dass
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gilt. Wegen der Stetigkeit von F' und der Abschitzung |F(x + Th) -h — F(z) - h| < ||F(x +Th) —
F(x)| - ||| folgt, dass V(z + h) — V(xz) = F(x) - h + e(h)||h||, wobei e(h) — 0 fiir h — 0. Damit
gilt aber VV = F.

(G 3)

Es seien I,J C R Intervalle und v : I — R™ und 7 : J — R” zwei stetig differenzierbare
Kurven. Die Kurven heiflen dquivalent, falls es eine monoton wachsende, stetig differenzier-
bare, bijektive Funktion ¢ : J — I gibt, so dass v(p(t)) = () fiir alle t € J gilt. 5 heifit
auch Umparametrisierung von +.

Zeigen Sie, dass sich jede stetig differenzierbare Kurve nach der Weglénge parametrisieren
lasst, d.h. zu jeder Kurve v gibt es eine Umparametrisierung 7, so dass |§'| = 1 gilt.

LOSUNG: Wir suchen eine Parametertransformation ¢(t), so dass ¥(t) = v(p(t)) mit |3/| = 1.
Mit der Kettenregel folgt, dass dann die Gleichung |/ (¢(t))]¢’(t) = 1 wegen ¢’ > 0 gelten muss.
Daher muss die Umkehrfunktion ) von ¢ die Bedingung v’ (s) = |7/(s)| erfiillen. Das heifit, es gilt

t= (s) = / @)l dr

dies ist eine zulédssige Umparametrisierung. Weiter erkennt man, dass durch ¢ gerade die Kur-
venldnge gegeben ist.

Hausiibungen
(H 1)
Berechnen Sie die folgenden Kurvenintegrale:

(a) fv(:)s +y)dx + (x — y) dy lings der Kurve, die von (—1,1) nach (1,1) auf der Parabel
y = 2 verlduft.



(b) f,y(a:2 +y?)dx + (22 — y?) dy léings des Dreiecks mit den Eckpunkten (0,0), (1,0) und
(0,1), bei einem vollen Umlauf in positivem Sinn.

LOsuNG: 1. Eine Parametrisierung der Kurve ist gegeben durch «(t) = (¢,t?), t € [~1, 1]. Dann
gilt +/(t) = (1,2t)T und
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2. Wir parametrisieren die Kurve in drei Teilabschnitte, jeweils auf dem Intervall ¢ € [0, 1]:

Dann gilt:
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Es seien h : R? — R stetig differenzierbar und F : R? — R? zweimal stetig differenzierbar.
Zeigen Sie:
(a) rot (h- F)=h-rot F —F x Vh;
(b) rot (rot F) = V(div F)) — AF.
LOsuNG: 1. Es gilt 8Z(hFJ) = (ajh)Fj + h(@ZF]), damit folgt
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also ergibt sich insgesamt
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2. Es gilt
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rot rot F' = rot O3Fy — 01 F3
O Fy — O Fy
(81F2 — 82F1 83(83F1 — 61F3)
(82F3 — (93F2) (91(81172 — 82F1)
O (031 — O1Fs) — Do (0aF3 — O31%)
=V(div F) — AF
(H 3)

Zeigen Sie, dass das Kurvenintegral unabhéngig von der gewéhlten Parametrisierung ist.
Genauer: Ist f o~ stetig und 4 eine Umparametrisierung von =, so gilt

Af(x)dxzéf(x)dx

LOSUNG: Es seien v; und 7, &quivalente Kurven. Das heifit, es gibt eine monoton wachsende
Funktion ¢, so dass 72 = 71 o ¢ gilt. Nach der Kettenregel folgt dann v5(¢) = 1 (p(t)) - ¢'(t) und
damit gilt mit einer Anwendung der Substitutionsregel (s = ¢(t))
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