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Gruppeniibungen
(G1)
Zeigen Sie, dass die Gleichung
ye’ + xe¥ =0

in einer Umgebung des Punktes (0, 0) eindeutig eine Funktion h(z) = y(z) definiert, die die
Gleichung nach y auflost. Bestimmen Sie die erste und zweite Ableitung von h im Punkt
= 0.

LOSUNG: Wir verwenden den Satz {iber implizite Funktionen VIIL.2.1 mit k =m =1, f(z,y) =
ye® +xe¥, (r,y) € R?, und @ = b = 0. Dann ist f(a,b) = £(0,0) = 0, f ist stetig differenzierbar
und es gilt

Oof(x,y) =€ +xe¥, d.h. 02f(0,0) =1#0.

Nach dem Satz iiber implizite Funktionen gibt es damit eine Umgebung W von @ = 0 und eine
eindeutig bestimmte Funktion A : W — R mit A(0) = 0 und f(z,h(z)) = 0, d.h. h 16st die
Gleichung lokal um (0, 0) nach y auf.

Zur Bestimmung der Ableitungen von h differenzieren wir die Gleichung
0= f(x, h(z)) = h(z)e® + ze"@),

die in einer Umgebung von 0 gilt, nach x. Das ergibt:

0= %f(m, h(z)) = % (h(z)e® + 2e"@)) = 1’ (x)e” + h(z)e” + @) + 21 (z)e"® (1)

und speziell fir x = 0:
0="h0)-1+h0)-1+"®+0=r©0)+0+e" < n(0)=-1.

Differenzieren wir in (1) noch mal nach x so erhalten wir

d2 d T T h(x h(x
0= F(@h(@) = (W (@)e” + h(z)e” +e @) 4 b/ (z)e®)
= h"(z)e” + W (x)e” + h'(z)e” + h(z)e® + eh(x)h/(ac) + h/(x)eh(m) + wh”(x)eh(z) + w(h/(w))zeh(m)
und wieder speziell fiir x = 0 mit dem Ergebnis von der ersten Ableitung:

0 = 1"(0) + 210/ (0) + h(0) +2e°1'(0) + 0+ 0=R"(0) =2+ 0 -2 < A"(0) = 4.



(G 2)
Es sei A:(0,1) — R**? mit
_ ([ alt) b(@)
a0 =56 i)
eine stetig differenzierbare Abbildung. Weiter habe fiir jedes ¢ € (0,1) die Matrix A(t) zwei
verschiedene reelle Eigenwerte A (t) < Aao(t). Zeigen Sie

(a) durch explizite Berechnung der Eigenwerte,
(b) durch Verwendung des Satzes iiber implizite Funktionen,

dass die Abbildungen A;, A2 : (0,1) — R stetig differenzierbar sind.

Hinweis: Sie konnen ohne Beweis verwenden, dass A; und A\, stetig sind.

LosunG: (a) Zur Berechnung der Eigenwerte betrachten wir

A—a(t)  b(t)

det(r = (o) = et (F 40 1O

) =\ — (a(t) + d(t)) A + a(t)d(t) — b(t)*.
Dieser Ausdruck ist genau dann Null, wenn

A=) = 2 ;d(t) - \/ @O+ AOF | yaye — ayace)

<a(t) +d(t) — v/(a(t) — d(t))2 + 4b(t)2>

DO | =

oder

A= Xt) = %(a(t) +d(t) + v/ (a(t) — d(t))2 + 4b(t)2>

ist. Der Ausdruck unter der Wurzel ist immer > 0, was bei einer symmetrischen Matrix
ja auch so sein sollte, aber er ist nach Voraussetzung sogar immer > 0, denn sonst wére
A1(t) = A2(t). Damit sind die expliziten Ausdriicke fiir A; und Mg offensichtlich nach ¢ stetig
differenzierbar.

(b) Zur Anwendung des Satzes iiber implizit definierte Funktionen definieren wir die Funktion
F:(0,1) x R — R durch
F(t,\) :=det(X — A(t)),

d.h. F(t,-) ist das charakteristische Polynom von A(t).

Nach unserer Berechnung in (a) gilt dann
F(t,A) = A — (a(t) + d(t)) A + a(t)d(t) — b(t)?

und F ist stetig differenzierbar.

Sei nun (tg, A\g) € (0,1) x R ein Punkt mit F(tg, \g) = 0, d.h. )¢ ist Eigenwert von A(ty).
Wir nehmen an, es wére 0o F(tg, A\g) = 0. Dann gilt wegen

OoF(t,\) =2\ —a(t) — d(t)
sofort 2A\g = a(to) + d(tp) und damit
0= F(to,\o) = A2 — 202 4+ a(to)d(ty) — b(te)* <= M3 = a(to)d(to) — b(to)?
Fiir beliebige A € R gilt dann

F(to,\) = A2 = 2X0A + A3 = (A — \o)?,



d.h. \g ist doppelter Eigenwert von A(ty) und das war ja gerade ausgeschlossen.

Also muss 02 F(tg, A\g) # 0 sein und der Satz iiber implizit definierte Funktionen liefert uns
ein £ > 0 und eine eindeutige stetig differenzierbare Funktion A : (tg — &,t9 + ¢) — R mit
/\(750) = )\0 und

F(t,\(t)) =0 fiir alle t € (tg —e,t0 + €),

d.h. fiir jedes t € (tg —€,to + €) ist A(f) ein Eigenwert von A(t).

Es bleibt zu zeigen, dass A = A\ oder A = Ay auf dem ganzen Intervall (tg—e¢, tg+¢) gilt. Dazu
nehmen wir an, es wire A(s1) = A1(s1) und A(s2) = Aa(s2) fiir s1,s2 aus diesem Intervall
und betrachten die Funktion g : (tg — &,%0 + &) — R mit g(s) = 2A(s) — A1(s) — Az2(s). Dann
ist g (unter Verwendung des Hinweises) stetig und es gilt nach der Definition von A\; und Ao

g(sl) = 2)\(81) — )\1(81) — )\2(81) = )\1(81) — )\2(81) <0
und
g(Sg) = 2)\(82) — )\1(82) — )\2(82) = )\2(82) -\ (82) > 0.

Also gibt es nach dem Zwischenwertsatz ein s* zwischen s; und s mit g(s*) = 0 und damit

A1(s™) + Aa(s™)
2

A(s*) =

Da aber A(s*) immer noch ein Eigenwert von A(s*) sein muss, muss dann A(s*)
A(s*) = Aao(s*) gelten. In beiden Fillen bekommen wir den Widerspruch A(s

)\2(8*).

A1(s*) oder

) = hi(s") =

(G 3)

(a)
(b)

Es sei v : [-1,1] — R? die Kurve mit v(t) = (#3,t%)7, t € [~1,1]. Zeigen Sie dass
7((=1,1)) eine eindimensionale differenzierbare Untermannigfaltigkeit des R? ist.

Es sei k € N und z,...,2, € R". Zeigen Sie, dass M := {x1,...,x;} eine differen-
zierbare Untermannigfaltigkeit des R™ ist und bestimmen Sie deren Dimension.

LOSUNG: (a) Es sei f : (—1,1) — R definiert durch f(7) = 72. Dann ist (—1,1) eine offene

Menge und f stetig differenzierbar. Also ist nach Satz VIIL.3.2 die Menge graph(f) eine
eindimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit in R?. Wir zeigen noch, dass y((—1,1)) =

graph(f) = {(7, f(7)) € R? : 7 € (—1,1)} ist.

Sei dazu x € y((—1,1)). Dann gibt es ein t € (—1,1), so dass z = (¢3,t°) ist. Sei 7 := ¢>. Dann
gilt wieder 7 € (—1,1) und f(7) = 72 = t%, d.h. wir haben = = (7, (7)) mit 7 € (—1,1) und
x € graph(f).

Sei nun z € graph(f). Dann ist 23 = f(z1) = 2% und 21 € (—1,1). Setze ¢t := ¥z7. Dann
gilt t € (—1,1) und y(t) = (3,1%) = (21, 2?) = (z1,72) = 2. Also ist x € v((—1,1)).

Wir setzen

1
o= §min{||ajj — x|l : 0 <7,k <nmit j#k}.

Sei nun y € M gegeben. Nun wéhlen wir U := B,(y) als offene Umgebung von y in R",
V := B,(0) C R™ und setzen ¢ : U — V mit p(x) = z — y. Dann ist offensichtlich ¢(y) = 0,
©(U) =V und ¢ ist ein Diffeomorphismus. Weiter gilt

p(UNM) = {p(y)} = {0} = VN {0}.

Also ist M eine nulldimensionale differenzierbare Untermannigfaltigkeit des R”.



