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Gruppeniibungen

(G 1)

Zeigen Sie, dass die Gleichung
ye” + xe? =0

in einer Umgebung des Punktes (0, 0) eindeutig eine Funktion h(z) = y(x) definiert, die die
Gleichung nach y auflost. Bestimmen Sie die erste und zweite Ableitung von h im Punkt
x = 0.

LOsuNG: Wir verwenden den Satz iiber implizite Funktionen VIIL.2.1 mit k =m =1, f(z,y) =
ye® + xe¥, (x,y) € R% und @ = b = 0. Dann ist f(a,b) = f(0,0) = 0, f ist stetig differenzierbar
und es gilt

Oaf(z,y) =e" +xe’, d.h. 02f(0,0) =1#0.

Nach dem Satz iiber implizite Funktionen gibt es damit eine Umgebung W von a = 0 und eine
eindeutig bestimmte Funktion h : W — R mit A(0) = 0 und f(x,h(x)) = 0, d.h. h 16st die
Gleichung lokal um (0, 0) nach y auf.

Zur Bestimmung der Ableitungen von h differenzieren wir die Gleichung
0= f(x, h(z)) = h(z)e® + ze"@),

die in einer Umgebung von 0 gilt, nach x. Das ergibt:

0= di (2, h(z)) = di(h(w)ex 1 2e"®) = H(2)e® + h(z)e” + M@ 4 ah (@)@ (1)
e e

und speziell fir x = 0:
0="h0)-1+h0)-1+"®4+0=r©0)+0+e" < n'(0)=-1.

Differenzieren wir in (1) noch mal nach x so erhalten wir

d? d / T x h(x) / h(x)
0= @f(;r, h(z)) = @(h (z)e” + h(z)e® + ") + xh!(z)e"™))

= W'(x)e® 4+ b/ (x)e® + b/ (2)e” + h(z)e” + " @n (z) + B (x)e"® + zh” (2)e"® + z(h/ ())2e®
und wieder speziell fiir x = 0 mit dem Ergebnis von der ersten Ableitung:

0 = h"(0) + 21/ (0) + h(0) +2e°W/(0) + 0+ 0=R"(0) =2+ 0 — 2 < h"(0) = 4.



(G 2)
Es sei A:(0,1) — R**? mit
_ ([ alt) b(@)
a0= (3 ity
eine stetig differenzierbare Abbildung. Weiter habe fiir jedes ¢t € (0,1) die Matrix A(t) zwei
verschiedene reelle Eigenwerte A (t) < Aa(t). Zeigen Sie

(a) durch explizite Berechnung der Eigenwerte,

(b) durch Verwendung des Satzes iiber implizite Funktionen,

dass die Abbildungen A;, A2 : (0,1) — R stetig differenzierbar sind.

Hinweis: Sie konnen ohne Beweis verwenden, dass A\; und A, stetig sind.

LOsunG: (a) Zur Berechnung der Eigenwerte betrachten wir

det() — A(t)) = det < A ;(f)(t) \ E(iz)( ) ) = X2~ (at) + d(£)A + a(t)d(t) — bt)>.

Dieser Ausdruck ist genau dann Null, wenn

A= () = A0 \/ @®) = AOF 4 pn)2 — agey(e)

<a(t) +d(t) — /(a(t) — d(t))? + 4b(t)2

N————

oder

A= N(t) = ;<a(t) +d(t) + /(a(t) —d(t))2 + 4b(t)2>

ist. Der Ausdruck unter der Wurzel ist immer > 0, was bei einer symmetrischen Matrix
ja auch so sein sollte, aber er ist nach Voraussetzung sogar immer > 0, denn sonst wéire
A1(t) = A2(t). Damit sind die expliziten Ausdriicke fiir A\; und Ao offensichtlich nach ¢ stetig
differenzierbar.

(b) Zur Anwendung des Satzes iiber implizit definierte Funktionen definieren wir die Funktion
F:(0,1) x R — R durch
F(t, ) == det (X — A(t)),

d.h. F(t,-) ist das charakteristische Polynom von A(t).

Nach unserer Berechnung in (a) gilt dann
F(t,A) = X — (a(t) + d(t)) A + a(t)d(t) — b(t)?

und F ist stetig differenzierbar.

Sei nun (tg, A\g) € (0,1) x R ein Punkt mit F'(tg, \g) = 0, d.h. Ao ist Eigenwert von A(to).
Wir nehmen an, es wire 0o F(tg, A\g) = 0. Dann gilt wegen

W F(t,\) =2\ —a(t) —d(t)
sofort 2\ = a(to) + d(tp) und damit
0 = F(to,\o) = A3 — 2\ + a(to)d(to) — b(to)? <= g = a(to)d(to) — b(to)*
Fiir beliebige A € R gilt dann

F(to, \) = A2 = 200X + A2 = (A — X)?,



d.h. A\ ist doppelter Eigenwert von A(tg) und das war ja gerade ausgeschlossen.

Also muss 92 F (tg, A\g) # 0 sein und der Satz iiber implizit definierte Funktionen liefert uns
ein € > 0 und eine eindeutige stetig differenzierbare Funktion A : (t9 —€,fp +¢) — R mit
)\(to) == )\0 und

F(t,A\(t)) =0 furallete (ty—e,to+e¢),

d.h. fiir jedes t € (to — €,tp + €) ist A(t) ein Eigenwert von A(t).

Es bleibt zu zeigen, dass A = A oder A = Ay auf dem ganzen Intervall (tg—e¢, tg+¢) gilt. Dazu
nehmen wir an, es wire A(s1) = A1(s1) und A(s2) = Aa(s2) fiir s1,s2 aus diesem Intervall
und betrachten die Funktion g : (tg — &,t0 +¢) — R mit g(s) = 2A(s) — A1(s) — A2(s). Dann
ist g (unter Verwendung des Hinweises) stetig und es gilt nach der Definition von A\; und Ao

g(sl) = 2/\(81) — )\1(81) — )\2(81) = )\1(31) — /\2(81) <0
und
9(32) = 2/\(82) — )\1(82) — )\2(82) = )\2(82) — /\1(82) > 0.

Also gibt es nach dem Zwischenwertsatz ein s* zwischen s; und sy mit ¢g(s*) = 0 und damit

)\1(5*) + )\2(5*)

A(s™) =

(") !

Da aber A(s*) immer noch ein Eigenwert von A(s*) sein muss, muss dann A(s*) = A\;(s*) oder
A(s*) = Xao(s*) gelten. In beiden Fillen bekommen wir den Widerspruch A(s*) = A\ (s*) =

A2(s™).

(G 3)

(a)
(b)

Es sei v : [-1,1] — R? die Kurve mit v(t) = (t3,1%)7, t € [~1,1]. Zeigen Sie dass
7((=1,1)) eine eindimensionale differenzierbare Untermannigfaltigkeit des R? ist.

Es sei k € N und zq,...,2; € R". Zeigen Sie, dass M := {x1,...,x} eine differen-
zierbare Untermannigfaltigkeit des R™ ist und bestimmen Sie deren Dimension.

LOSUNG: (a) Es sei f : (—1,1) — R definiert durch f(7) = 72. Dann ist (—1,1) eine offene

Menge und f stetig differenzierbar. Also ist nach Satz VIIL.3.2 die Menge graph(f) eine
eindimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit in R2. Wir zeigen noch, dass v((—1,1)) =
graph(f) = {(7, f(1)) € R? : 7 € (—1,1)} ist.

Sei dazu x € y((—1,1)). Dann gibt es ein t € (—1,1), so dass x = (+3,t°) ist. Sei 7 := 3. Dann
gilt wieder 7 € (—1,1) und f(7) = 72 = t%, d.h. wir haben = = (7, (7)) mit 7 € (—1,1) und
x € graph(f).

Sei nun = € graph(f). Dann ist 22 = f(z1) = 2} und z; € (—1,1). Setze t := ¥x7. Dann
gilt t € (—=1,1) und y(t) = (£3,1%) = (21,2?) = (z1,72) = x. Also ist © € v((—1,1)).

Wir setzen

1
a:=gmin{|la; — x| : 0 < j,k < n mit j # k}.

Sei nun y € M gegeben. Nun wéhlen wir U := B,(y) als offene Umgebung von y in R",
V := B4(0) € R™ und setzen ¢ : U — V mit p(x) = z — y. Dann ist offensichtlich ¢(y) = 0,
©(U) =V und g ist ein Diffeomorphismus. Weiter gilt

p(UNM) ={p(y)} ={0} =V n{0}.

Also ist M eine nulldimensionale differenzierbare Untermannigfaltigkeit des R™.



Hausiibungen

(H 1)
Zeigen Sie, dass durch die Gleichungen

2

T s

zcos(z) +ysin(z) + (z+y+ 2)2 = —, 4y 4=
(2) +ysin(z) + (z +y + 2) Wi y S

in einer Umgebung des Punktes zy = 7§ eindeutig eine Funktion h(z) = (y(z), z(x)) mit
h(m/4) = (0, —m/4)T definiert wird und berechnen Sie h/(m/4).
LOSUNG: Wir betrachten die Funktion F : R? = R x R? — R? mit

: 42 ™

xcos(z) +ysin(z) + (x +y ;F z)* — WG >
2,2, ,2 :
eyt 42t -

F(x,y,z) - <

Dann gilt

N

T 1 T
T—=4+0+0- "=
F(W/430’_7T/4):<4\/22 T 7r24\/§):(8)
wtH %

und F ist offensichtlich stetig differenzierbar. Zur Anwendung des Satzes iiber implizit definierte
Funktionen priifen wir noch die Invertierbarkeit der entsprechenden Ableitungsmatrix nach. Es
ist
sin(z) +42(x +y + 2)4  —zsin(z) + ycos(z) + 42(x + y + 2)4!
Dl ) = ((H0O+ 2 40+ (2 yeos(z) + 42+ +2

)

T
det(D, NF(7/4,0,—7/4)) = —= # 0.
Also gibt es nach dem Satz iiber implizit definierte Funktionen eine Umgebung W von m/4 und
eine eindeutig bestimmte differenzierbare Funktion h : W — R? mit h(n/4) = (0, —7/4)T und
F(x,h(z)) =0 fur alle z € W, d.h. es gilt fiir alle x € W

und damit
1

Dy F(7/4,0, —m/4) = ( 5 2

ESE
S

vl

und schliefflich

2
x cos(ha(x)) + hy (z) sin(ha(2)) + (z + by (z) + ha(2))*2 = 4% und 2%+ hy (2)2 + ho(2)? = %
Zur Berechnung von h/(7/4) nutzen wir die Formel aus demselben Satz und erhalten

W (n/4) = —[Dy o F(7/4,0,—7/4)] " - Dy F(r/4,0,—7/4)

- ) ) )
_<\@

-~

M\:}&‘»—I
N———

0

3 Do) =

(H 2)

Verallgemeinern Sie die Aussage aus Aufgabe (G2) auf stetig differenzierbare Funktionen
A :(0,1) - R™™ mit n € N. Dazu konnen Sie wahlweise die Methode aus (G2) (a) oder
(G2) (b) verwenden. Die Stetigkeit aus dem Hinweis zu Aufgabe (G2) diirfen Sie natiirlich
auch hier verwenden.



LosunaG: Die Wahlmoglichkeit der Aufgabe ist nur eine scheinbare, denn fiir n > 5 ist es schlicht
nicht mehr moglich eine explizite Formel fiir die Eigenwerte anzugeben, da diese durch die Null-
stellen eines Polynoms vom Grad n gegeben sind. Wir argumentieren also mit Hilfe des Satzes
tiber implizit definierte Funktionen.

Behauptung: Ist A : (0,1) — R™*™ stetig differenzierbar und ist A(¢t) fiir jedes t € (0,1) eine
symmetrische Matrix mit paarweise verschiedenen reellen Eigenwerten \i(t) < Ao(t) < -+ <
An(t), so ist fiir jedes j € {1,...,n} die Funktion \; : (0,1) — R stetig differenzierbar.

Beweis: Wir betrachten wieder die Funktion F : (0,1) x R — R mit
F(t,\) = det(A — A(2)).
Dann ist I stetig differenzierbar, denn A ist stetig differenzierbar und die Determinante auch

(Polynom!)

Da F(-,t) fiir jedes t € (0,1) das charakteristische Polynom von A(t) ist und A(t) die Eigenwerte
Aj(t), 5 =1,...,n, hat, gilt

= ﬁ(A =), te(0,1), AeR.
7=1

Damit bekommen wir mit vielfacher Anwendung der Produktregel

D F(t,\) = ZHA Ak (t)

] 1 k=1
k#j

Sei nun wieder (tg, Ao) € (0,1) x R ein Punkt mit F(tg, \o) = 0. Dann ist A\g = A¢(¢o) fiir ein
¢€{0,...,n}. Fiir jedes £ = 1,...,n haben wir nun

n

2 F (to, Me(to)) Z H M(to) = M(to)) = T elto) = Me(to)),

j 1 k=1 k=1
k#£j k#£L

da in jedem anderen Summanden ein Faktor Null ist. Damit ist aber 02 F (to, A¢(t0)) # 0, denn die
nun iibrig gebliebenen Faktoren diirfen alle gerade nicht Null sein, denn sonst hétten wir einen
(mindestens) doppelten Eigenwert.

Der Satz iiber implizit definierte Funktionen liefert nun wieder ein € > 0 und eine eindeutige stetig
differenzierbare Funktion A : (to — &, tp + &) — R mit A(tg) = Ao und

F(t,\(t)) =0 furallete (tg—e,to+¢),

d.h. fiir jedes t € (tg — e, tp + €) ist A(t) ein Eigenwert von A(t).

Es bleibt wieder zu zeigen, dass \(t) = Ag(t) fiir alle ¢t in (¢g — €,t9 + €) gilt. Dazu nehmen wir
wieder an, es gébe ein t1 € (to—e,to+¢) und ein k # £ mit A(t1) = A\g(t1). Wieder ist die Funktion
g:(to—e,tp+¢) — Rmit g(s) :=2A(s) — \e(s) — Ag(s) stetig und wir erhalten genau so wie in
(G2) den Widerspruch A\(s*) = A\ (s*) fiir ein s* € (tg — €, tp + €). O

(H 3)
Zeigen Sie, dass fiir jedes n > 2 die obere Hélfte der Einheitssphére

St ti={re Sz, >0}

eine (n — 1)-dimensionale differenzierbare Untermannigfaltigkeit des R™ ist



Losunag: Wir verwenden Satz VIIIL.3.2, d.h. wir identifizieren S_’f:l als Graph einer stetig diffe-
renzierbaren Funktion auf einer offenen Menge. Dazu setzen wir

O:={xe R L. lz|l2 < 1}.

Dann ist O die offene Einheitskugel in R"~!, also insbesondere offen. Weiter betrachten wir f :

O — R mit
f(.l‘) = f(xla oo ,.’anl) =4/1- ||$"%

Diese Funktion f ist auf O stetig differenzierbar, da dort der Inhalt der Wurzel immer strikt
positiv bleibt und || - ||3 als Polynomfunktion beliebig differenzierbar ist. Also ist graph(f) nach
Satz VIIL.3.2 eine (n — 1)-dimensionale differenzierbare Untermannigfaltigkeit des R™. Es bleibt
zu zeigen, dass graph(f) = {(z, f(z)) e R" : 2 € O} = S} ! gilt.

Wir beweisen zunéchst ,,C“:

Sei € O. Dann gilt f(z) > 0 und
(2, f@))3 = ll«l3 + f(2)* = [|l2]3 + 1 — [J«]3 = 1.

Also ist (z, f(x)) € ST

Fiir die umgekehrte Inklusion ,, D% sei x € Sﬁfl gegeben. Dann gilt fiir 2’ = (z1,...,2,-1)
2 2., .2
1= [lzllz = [|2"[|3 + @3-
Daraus folgt nun zum Einen, wegen x,, > 0 die strikte Ungleichung ||z’||2 < 1, d.h. 2’ € O und

zum anderen
f(ml) = 1- ||$/H% =V 37% = |x71‘ = In,

da z,, positiv ist. Das bedeutet aber gerade, dass (/, f(2)) = z gilt, d.h. = € graph(f).



