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5. Ubung mit Lésungshinweisen

Dieses Blatt enthdlt die Haustibungen zur 5. und 6. Ubung. Ihre Bearbeitungen sind bis
zum 19.5.2008 bei Ihrer Ubungsleiterin bzw. Threm Ubungsleiter abzugeben.

Gruppeniibungen

(G 1)
Bestimmen Sie die Taylorreihe mit Entwicklungspunkt 0 der folgenden Funktionen.
(a) f:R3 — Rmit f(z,y,2) = 23%* 210 + 1522y1%23 + 3222 + 42.
. ) _ : _ 1
(b) g: R\ {(2,5) R : 2 +y = 1} mit g(z,) = .
Bei Umordnung dieser Reihe in eine Potenzreihe beziiglich x mit Koeffizienten, die von
y abhéngen, erhilt man fiir jedes y einen Konvergenzradius. Bestimmen Sie diesen.

LosunGg: 1. Da f ein Polynom ist, stimmt die Funktion mit ihrer Taylorreihe iiberein. Es gilt
also T(z,y, z) = 230?210 + 152291523 + 3y222 4 42.

2. Mit geometrischer Reihe folgt fiir (z,y) € R? mit |z + y| < 1, dass

1 . = " n _ - n .Z'k n—k
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Fiir die Darstellung in eine Potenzreihe bzgl. x schreiben wir wieder mit Hilfe der geometri-
schen Reihe fiir |z| < |1 —y|

IO | 11 i z \"
l—y—z 1—y 1—%_1—yn_ 1—y

Der Konvergenzradius dieser Reihe ist offensichtlich R = |1 — y|.

(G 2)

(a) Es sei x € R" und o € N" ein Multiindex. Beweisen Sie, dass ||z%|]; < Hm||‘2°‘| gilt.



(b) Zeigen Sie die Leibniz-Regel fiir Multiindizes:
Sind f, g : R™ — R k-mal stetig differenzierbar, so gilt fiir || < k

b= Y (2ot

0<p<a

Hierbei haben wir (;) =11, (g) gesetzt. Auflerdem gilt < « genau dann, wenn
B < fir alle i € {1,...,n}.

Losunag: 1. Es gilt
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2. Wir zeigen die Aussage mit vollstindiger Induktion iiber |a|. Die Induktionsverankerung

|a] =1 ist genau die Produktregel fiir partielle Ableitungen.

Fiir den Induktionsschluss nehmen wir an, dass die Aussage fiir alle « € N” mit |o| =k > 1
gilt. Zu & mit |&| = k + 1 wéhlen wir einen Einheitsvektor e; und o mit || = k, so dass
a = a + e;. Es gilt dann

D%(fg) = 0;D“(fq)

@ €; a— a+te;—
— Z <ﬁ>(Dﬁ+ i fD ﬁg—l—DﬁfD +e; ﬁg)
0<B<a
= fD% + D%fg
+D;fD%+ Y <a> (DP*ei fDA=0=¢ig + D’ f DY Pg) + D*f Dyg.

0<fB<a

Wir ordnen die Terme in der letzten Zeile um. Dies ergibt

D%(fg) = fD% + D% g+ <<ﬁfe> + <;>> D fD* g

0<B<a,Bi>1

- 3 (3)porms

0<B<a

Nach der Summationsformel fiir Binomialkoeffizienten. Damit folgt insgesamt die Leibniz-
Regel.

(G 3)

Es sei f € C*(R™,R) eine homogene Funktion vom Grad 2 (d.h. f(tz) = t*f(x) fiir alle
r € R", t € R). Zeigen Sie, dass f eine quadratische Form also f(x) = 2T Az ist, wobei A
eine n x n Matrix ist. Berechnen Sie A.

LOsSuNG: Wir benutzen die Taylor-Formel mit Restglied der Ordnung m = 2.

Zunéchst aber berechnen wir die Ableitungen im Punkt x = 0. Da f homogen vom Grad 2 ist,
folgt also f(2z) = 4f(x), also gilt insbesondere f(0) = 0. Auflerdem folgt mit der Kettenregel

2 (Vf)(z) = V(#f)(w) = Vf(tz) = (Vf)(tz) - t



also V f(tx)

=tV f(z). Analog folgt D?f(tx) = D? f(x), also insbesondere Hy(z) = Hf(0). Damit
folgt f(0) =0=

V £(0) und die Taylor-Formel fiir m = 1 liefert fiir ein ¢ € [0, 1]

1 1 I
fO+z) = |Z QDO‘f(O +tx) -z = zl: QDO‘f(:E) sz = 3 'Zlﬁijf(O):Ei:Ej = 2T Az
al=2 al=2 1,j=

mit A = 1H(0).

Hausiibungen

(H 1)

Es sei U = {(z,y) € R?: ||(x,y)|| < 1} und M > 0. Ferner sei f : U — R dreimal stetig
differenzierbar und 75 das Taylorpolynom zweiter Ordnung von f im Entwicklungspunkt
(0,0).

a) Zeigen Sie: Sind alle partiellen Ableitungen dritter Ordnung durch M beschrankt, so
gilt

[f (2, y) = Ta(z, )| < %MH(%y)Hsa (z,y) € U.

b) Bestimmen Sie das Taylorpolynom zweiter Ordnung der Funktion

f:U—=R, f(zx,y)=sin (szQy) + cos (2:52—y)

im Entwicklungspunkt (0,0) und zeigen Sie, dass fiir (z,y) € U gilt:

4
Losung: 1. Fiir ein 7 € [0, 1] gilt nach dem Satz von Taylor

fey) = Toey) + Y0 TIEI

|a|=3
Damit folgt
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2. Es gilt

1 rT+2y\ . (2x—y
81f(x,y)—2cos< 5 ) sm< 5 )
0af (2.y) = cos (“22?/) ~Lsin <2x2‘y>
__l . [T+ 2y _ 20—y
o f(x,y) = 4sm< 5 ) cos< 5 )

1. [xz4+2 1 2z —
Glgf(x,y):—§s1n< 5 y>+§cos< 5 y>

= 01 f(2,y)
0o f(z,y) = —sin (m —;2y> - icos (23:2_ y>

Daraus fOIgt nun f(an) =1, 81f(0,0) = %7 82f(070) =1, 811.](.(070) = —1, ale(an) =
%, 022 £(0,0) = —%. Also gilt

2?2 xy 1,

X
T T 1
2f (7,y) tyty- 5+ gy

Da jede Ableitung von f durch M = 2 beschrinkt ist, folgt aus dem ersten Teil

F(,9) ~ Dol )] < S M@ w)lP = 5 )P

(H 2)

Es sei 7 > 0 und B(0,7) C R™ die Kugel um 0 mit Radius r. Weiter sei f : B(0,7) — R
beliebig oft differenzierbar. Die Ableitungen von f mogen einer Abschéitzung

|DYf(z)] < alajy

fiir alle z € B(0,r) geniigen. Zeigen Sie, dass die Funktion mit ihrer Taylorreihe tiberein-
stimmt, d.h. R, f(z) — 0 fiir m — oo, fiir alle z € B(0,r), falls der Konvergenzradius der
Reihe Y77 ait* groBer oder gleich r ist.

LOSUNG: Da der Konvergenzradius der Reihe )7 apt® grofer oder gleich r ist, folgt aus der
vorausgesetzten Abschitzung an die Ableitungen von f, dass die Taylorreihe von f in B(0,r)
absolut konvergiert. Fiir die Gleichheit f = T f(x) schiitzen wir das Restglied des Taylorpolynoms
ab. Es gilt ||z%||2 < Hlef‘ Das Restglied lisst sich, da es hochstens (m + 1) Indizes mit |a| = m
gibt durch

0% f(r
Finca(0) = | 3 T | <o 1) el

|a)l=m

mit ||z||2 < r abschétzen. Die rechte Seite dieser Ungleichung strebt gegen 0 fiir m — oo, da die
Reihe 3" ay,(m + 1)"t™ einen Konvergenzradius grofier oder gleich r hat.

(H 3)
Berechnen Sie Auw fiir die Funktionen
(a) wR* R,z |Jo]3 (b) w R — R, 5 o oolel

wobei a # 0 ist. Geben Sie weiter alle Félle an, in denen die jeweilige Funktion einer
Differentialgleichung Au = Au mit A € R geniigt.



LosuNG: Nach Vorlesung gilt Af(z) = F”(r) + 22 F/(r), falls f(z) = F(||z]|2) = F(r). Setzen
wir r = ||z]|2, so gilt

(a) fiir f(x) = ||z]|§, dass Af(x) = r*2a(a+n — 2) und damit gilt fir « =2 —n, dass Af =0
gilt.

(b) fiir g(x) = ||m1||29a”x”2’ dass Ag(z) = 2e°" (a® + 2(n — 3) — T%(n —3)) . Damit folgt fiir n = 3,

dass Ag = a“g.

6.Ubung

Hausiibungen

(H 4)
Bestimmen Sie Lage und Art der lokalen Extrema der folgenden Funktionen:
(a)f:R2_>R7 (LU,y)Hi—%—ZlSL’—Fy,
(b) f:R? =R, (z,y)— 2*+y*>—2zy+ 1.
Losuna: (a): Es gilt 01 f(z,y) = ;15 —4 und Oqf (z,y) = —515 + 1. Also sind die Punkte (%,1),
(3,-1), (—3,1), (—3,-1) die kritischen Punkte von f. Fiir die Hesse-Matrix gilt
2
—2 0
Hy(z,y) = ( $ o2 > :
yS
Also ist Hy indefinit in den Punkten (3,1) und (—3, —1) die Funktion hat dort daher jeweils einen

Sattelpunkt. H¢ ist positiv definit in (—%, 1) und f hat dort ein lokales Minimum. H ist negativ
definit in (3, —1) und hat dort ein lokales Maximum.

(b): Es gilt 01 f(x,y) = 22 — 2y = —0a2f (x,y) und daher sind alle Punkte (¢,¢) kritische Punkte.
Da f(x,y) = (x —y)?> + 1 folgt f(t,t) = 1 und f(z,y) > 1 fiir alle (x,y). Also hat f in den
kritischen Punkten jeweils ein lokales Minimum.
(H 5)
Klassifizieren Sie die kritischen Punkte der Funktionen

fo:R? SR, (2,9) — 2° —3® + 302y, a€R
nach Maxima, Minima und Sattelpunkten.
LOSUNG: Es gilt 01 f(x,y) = 322+ 3ay, 02 f (z,y) = —3y>+3az und dy1 f (z,y) = 6z, O1af(x,y) =
621f(x7y) = 30[, 822f($7y) = _6y
Kritische Punkte:

1.Fall a = 0:

322 = 0 und —3y? = 0 gilt genau dann, wenn = = y = 0. Also ist (0,0) einziger kritischer Punkt.
Da f(0,0) =0 und f(e,0) > 0 und f(0,¢) < 0 folgt, dass (0,0) keine Extremstelle ist.

2.Fall o # 0:

Aus 322 +3ay = 0 folgt y = _sz Einsetzen in 0 f ergibt —3(—22/a)?+3a = 0, also 2*/a? +ax =
0. Ist x = 0, so folgt y = 0 und damit ist N3 = (0,0) ein kritischer Punkt. Ist  # 0, so folgt
23 =a% also r = a und y = —a und Ny = (a, —a) ist ein weiterer kritischer Punkt.

Wir untersuchen die Hesse Matrix an den kritischen Stellen. Es gilt

H(0,0) = ( 3?1 35‘ >



Diese Matrix ist indefinit (Eigenwerte sind +3«). Also ist N; ein Sattelpunkt.

6a 3o
Hyla, —a) = ( 3a 6o >
Diese Matrix ist fiir a > 0 positiv definit (6a > 0 und 36a? — 9a? > 0) und daher hat fiir & > 0
die Funktion f in N5 ein lokales Minimum.

Weiter gilt

Ebenso ist fiir « < 0 die Hesse-Matrix in Ny negativ definit. Die Funktion hat dort also ein
Maximum.
(H 6)

Zeigen Sie, dass die Funktion
[ R =R, (2,y) — 32" —da®y + 37,

eingeschrinkt auf eine Gerade durch den Ursprung, dort ein lokales Minimum besitzt. Ist
der Ursprung lokales Minimum von f?

LOSUNG: Eine Gerade durch den Ursprung wird definiert durch ein v € R? und es gilt G = {tv :
t € R}. Die Funktion f eingeschrénkt auf die Gerade G ist daher

fa(t) == 3vit! — 4v?vot?® + v3t2,

Die Ableitungen erster und zweiter Ordnung von f sind gegeben durch f/,(t) = 1203 — 1203wt +
205t und fA(t) = 36v{t? — 24vivat + 203. Also gilt f;(0) = 0 und fZ(0) > 0 und daher hat fg in
0 ein lokales Minimum, falls vy # 0. Ist vo = 0 so ist fo(t) = 3vjt* und es ist unmittelbar klar,
dass dann fg ein Minimum in 0 hat.

Andererseits gilt f(0,0) = 0 und f(g/2,e2/2) = —:e* < 0. Also kann f in (0,0) kein lokales
Minimum haben, da es in jeder Umbegung der Null Punkte der Form (£/2,£2/2) gibt.



