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(G 1)

Bestimmen Sie fiir die Funktion h : R — R mit

241 1 )
h(zx) ::/ —e~ @) q¢
1 t

die Ableitung A'.

LOSUNG: Es sei F: R? — R gegeben durch

F(u,v) ::/1 %e’(”t)Q dt.

Dann ist h(z) = F(2% + 1,z), * € R. Wir leiten also F ab. Nach dem Hauptsatz der Differential-

und Integralrechnung gilt
OF () vy = Lemu?

ou

Differentiation nach dem Parameter v ergibt mit Hilfe der Substitution » = (tv)? die Identitéit
oF “1
—(u,v) = / ;(—21})1526_(“))2 dt
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= —211/ te~(#0)? q¢
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Setzen wir nun ¢ : R — R? mit g(x) := .
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, so gilt dank der Kettenregel
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(G 2)

(a) Essei f: R™ — R 3-mal stetig differenzierbar. Geben Sie bei den folgenden Abbildun-
gen jeweils an, von welchem Raum in welchen Raum sie abbilden und ob sie linear,

bilinear, trilinear,... oder gar nichts davon sind.

L UHDZ ( )( )7 2. $0|—>D2f(a;0)(u,v), 3. ’Ul—>D2f<£L‘0)(U,U),

4. (u,v) — D?f(x0)(u,v), 5. u v D*f(z0)(u,u), 6. v i— D?f(x0)(v,u),

7. (u,z0) — D*f(x0)(u,v), 8. u D3 f(xo)(u,v,w), 9. (u,v) — D?f(x0)(u,v,w),
10. (u, v, w) — D?f(x0)(u,v,w) 11. 2o — D> f(20)(u,v,w), 12. 29 +— D*f(0)(u,").

Hierbei nehmen wir jeweils die Groflen, die nicht links vom ,,—* stehen, als konstant
gegeben an.
(b) Bestimmen Sie fiir alle 2 € R? die Hesse-Matrix H(z) der Funktion f: R? — R mit
el
X1, To) =
USRS 3+ 1

und berechnen Sie D?f(0)(e; + 2eq, €1 + 2e3).

— sin(zy)

LOsuNG: (a) 1. R™ — R, linear,

R™ — R, gar nicht linear,

R™ — R, linear,

R™ x R™ — R, bilinear,

R™ — R, gar nicht linear,

R™ — R, linear,

R™ x R™ — R, gar nicht linear,
R™ — R, linear,

R™ x R™ — R, bilinear,

R™ x R™ x R™ — R, trilinear,

. R" — R, gar nicht linear,

12. R™ — L(R™,R), gar nicht linear.
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(b) Es ist

X1

e 2z9€™1
Vf(z1,12) = <m2 i j_ 2 cos($2)> :

Die grofite Arbeit ist nun, die zweite Komponente des Gradienten wieder nach xo abzuleiten.

Das ergibt:
2(23 +1)2 — 225 - 223 + 1) - 21y
2 2 2 .
)= @3+ 1) + sin(rs)
222 + 2 — 82 e*1(2 — 6:62)
:_exlg—FSinx —=sin(zy) — —— 2/
Zusammen mit den anderen zweiten Ableitungen bekommen wir
2 e”1 _ 2x9e"1
O O el v 1 B (G
) . ‘ p e
a0 f (w1, 22) 05 f (w1, 22) _(iaégfl)l2 sin(xg) — W

SchlieBlich st
D2F(0)(e1, 2e9) = (1,2)-Hf(0).< ; ) _ (1,2)-< (1) _02 >< ; ) _(1,—4).< ; > — 7.



(G 3)
Es sei U C R" offen und f, g : U — R seien zwei Mal stetig differenzierbar. Zeigen Sie, dass
Afg) = fAg+2(Vf[Vg) +gAf

gilt, wobei der Laplace-Operator A durch
ey

—(z), zel,
= 91

Af(x) = '

gegeben ist.

Losuna: Sei j € {1,...,n}. Unter Beriicksichtigung der Produktregel gilt

(1) o) = o) o + S 2L e

Hieraus folgt fiir z € U die Identitét

o? of 0> f of 9%g
5z D) = GL@al @ v T+ L@l @ + s g
2 2
= S5 + 250 @) ) )

Also ergibt sich

A(fg)(x) = Y
j=1 J
= f(w);ax Zaxj 8% )+g(w);8$?(:ﬂ)

= f@)Ag() + 2V (@) Vg(@) + g@)Af(a), €U

Somit folgt die Behauptung

A(fg) = fAg+2(Vf|Vg) + gAf.

Hausiibungen
(H1)
Gegeben sei die Funktion f : R? — R mit

) a?ysin(¥), falls x # 0,
fz,y) = {O, falls x = 0.

(a) Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen 0, f(x,y) und 0y f(x,y) von f in allen Punk-
ten (z,y) € R? und zeigen Sie, dass 0, f fiir alle y # 0 im Punkt (0,y) unstetig ist.

(b) Untersuchen Sie f auf Differenzierbarkeit in (0, y) fiir alle y € R.

LOSUNG: (a) Fiir {(z,y) € R? : 2 # 0} gilt

.Y 2 2 y, 1

0 , = 2 n(=)— 2N—=

1 fx,y) zysin(=) — xy COS($)$2
.Y 2 Y
= 2 Z) — Z
xysm(x) Y cos(x)



sowie
A y\1
0 = 2?%sin(> =)=
Fwy) = sin(d) +atyeos(D)]
— 22¢in(Y ¥
= =z s1n(x)+3:ycos(x).
Fiir {(x,y) € R?: z = 0} beobachten wir

im f(hvy) — f(oay)

1
h—0 h

alf(()? y) =

= lim hy sin(%) =0,

—0

wobei wir die Beschrénktheit des Sinus genutzt haben. Weiterhin gilt

f(07y+h)_f(07y)

Wir untersuchen 0; f im Punkte (0,y), y # 0, auf Stetigkeit. Setze hierzu (., yn)nen =
(%’y>nEN' Dann gilt (2, yn) — (0,y) fiir n — oo, aber fiir jedes n € N gilt

2
N f(Tn,yn) = 2V sin(nm) — y? cos(nw) = 32 cos(nm) = y*(—1)",
nm

da sin(nm) = 0 fiir alle n € N. Damit ist die Folge (01 f(zn,yn))nen divergent, woraus die
Unstetigkeit von 04 f in (0,y) fiir y # 0 folgt.

(b) Wir gehen iiber die Definition der Differenzierbarkeit vor. Kandidat fiir die Ableitung ist
(V£)(0,90) = (0,0)T. Daher betrachten wir

f(:v,y) - f(07y0) - vf(0>y0) : [ xay)T B (anO)T]

r(zy) =
2 + (Y — yo)?
2%y sin(¥)
Vi + (y—y0)?
Es gilt daher
x?ysin(¥) 2y
@) = | <| 4 < ha
w2+ (y—y)?|  |va?
und somit
0<  lim r(z,y)| < lim zy| =0,
(z,y)—(0,y0) Ir@y)l (z,y)—(0,30) 23]
WOoraus

lim r(x,y)=0
(z,y)—(0,30) (z.9)

folgt. Mithin ist f differenzierbar in (0, y).

(H 2)
Es sei U C R" offen und fiir je zwei Punkte x,y € U existiere ein Streckenzug x =
20,21, ...,21 =y mit Zx_12; € U fiir alle k = 1,...,1. Zeigen Sie, dass eine differenzierbare

Funktion f : U — R genau dann konstant auf U ist, wenn grad f(z) = 0 fiir alle z € U gilt.

LOsuNG: Behauptung: Vf =0in U <= f konstant auf U.

Bewelis:
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»<=

13
9=

Falls f konstant auf U ist, so verschwindet der Gradient - und wir haben nichts zu zeigen.

Seien z,y € U. Wir zeigen, dass f(z) = f(y) gilt. Nach Voraussetzung existiert ein Strecken-
Zug x = 20,...,2; =y mit Zg_12r C U, k € {1,...,1}. Nach dem Mittelwertsatz gilt fiir ein
¢ € Z—12x, C U die Identitat

fzr) = f(2e-1) = V() (2 — 2k-1) = 0 (2 — 25-1),

wobei wir die Voraussetzung genutzt haben. Daher folgt f(z;) = f(zk-1), k € {1,...,1}, und
wir schlieBen f(z) = f(y).

(H 3)
Es sei f € Rund f: R" — R” gegeben durch f(z) = ||z|5z.

(a)
(b)

Fiir welche Werte von (3 ist f in 0 differenzierbar?

Fiir welche Werte von 8 und m € {1,...,n} existiert die partielle Ableitung 92, f,,,?

LOSUNG: (a) Zu Beginn betrachten wir den Sonderfall 8 = 0. Dann ist f(z) = z fiir alle x € R”

offensichtlich eine differenzierbare Funktion und es gilt Df(x) = I fiir alle x € R™. Sei also
ab nun 3 # 0.

Zur Bestimmung eines Kandidaten fiir D f(0) bestimmen wir zunéchst die partiellen Ablei-
tungen von f in Null, falls diese existieren. Dazu bezeichnen wir mit e; den j-ten Einheits-
vektor in R™. Damit gilt fiir jedes j =1,...,n

JUe) = 1Oy Clesllz ey, s,

t—0 t t—0 t t—0
Dieser Grenzwert existiert nun fiir 5 < 0 offensichtlich nicht, fir § = 0 ist er e; (s.0.) und
fiir 8 > 0 kommt Null heraus.

Damit kann f nur fiir 8 > 0 in Null differenzierbar sein und fiir § > 0 ist die Ableitung dort
Null. Wir iiberpriifen die Differenzierbarkeit in Null anhand der Definition. Es gilt

r(x) = f(z) = £(0) = Df(0)x = x|z — 0 -0 = [|z] 5=
und fiir alle 8 > 0 ist

r(z)

Ml
B

=1

lim
o =0 [z

r—0

= lim ||z[|5 = 0.
z—0

Also gilt auch lim,_,g7(z)/||z|]2 = 0 und f ist in Null differenzierbar.

Zunéchst existiert die fragliche zweite partielle Ableitung natiirlich in allen Punkten x # 0.
Wir konzentrieren uns also auf den Fall x = 0. Weiter bemerken wir wie in (a), dass fiir
B = 0 die Ableitung existiert und Null ist. Es bleibt damit, vgl. (a), nur der Fall 3 > 0 zu
untersuchen.

Wir berechnen dazu Oy, fyn () fiir 8> 0,  #0und m = 1,...,n. Mit f,(z) = (22 + - +
x2)P/ 2, folgt

Bl o\*
Om fm(x) = 5 (Z m) 2z + elly = Bllwlly "R, + Il
k=1

Damit kénnen wir nun den Differenzenquotienten fiir 2, f,,,(0) im Fall 3 > 0 untersuchen:
_ B8-2,2 B _
aglfm(o) — lim O fm (tem) — O fm (0) — lim Blitemlly "t~ + [[tem|lz — 0

t—0 t t—0 t
Bt + [P t)°
m f =

= Jim (6 + 1)



Dieser Grenzwert existiert offensichtlich nicht fiir 0 < 8 < 1. Weiter existiert er auch nicht
fiir 6 = 1, denn dann erhélt man
lim m =1 und lim — = -1.
t—0+0 ¢ t—0-0 ¢
Im Fall 8 > 0 konvergiert der Ausdruck schlieflich fiir ¢ — 0 gegen Null. Die partielle
Ableitung 02, f,,,(0) existiert also genau dann, wenn 8 = 0 oder 3 > 1 ist und ist in beiden
Fallen Null.



