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(G 1)

Im mathematischen Institut in Neustadt an der Weierstrafie wurde eingebrochen. Es feh-
len nur ein paar konvergente Reihen, aber bei den Funktionen in zwei Variablen ist vieles
durcheinander geraten. Kénnen Sie helfen und die Graphen und Hohenlinien, d.h. die Men-
gen, auf denen f(z,y) = c fiir vorgegebenes ¢ € R gilt, (s. die Bilder auf einem Extrablatt)
der folgenden Funktionen wieder richtig zuordnen?

flzy)=xz+y—1,  folz,y) =2? + 497 fs(z,y) =2* —y* =8,
fa(z,y) = sin(z), f5(=.9) = T5a fo(z.y) = o
f7(:L',y) = ln(I2 + y2)7 fS(l’a y) = tan(a72 + y2)7 fg(l’a y) = em—i—y’

0

fiolz,y) =23 —y? +4, fii(x,y) =sin(x) - sin(y).

Beachten Sie, dass die Auflosungsmoglichkeiten des Rechners begrenzt sind, so dass einige
Bilder ungenau sind.

LOSUNG:
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(z,y) =2’ —y* 8

(.9) = log(a” +37)
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(G 2)

(a) Skizzieren Sie die folgenden Folgen in R?, entscheiden Sie (ohne Begriindung) ob sie
jeweils beschrénkt und/oder konvergent sind und geben Sie gegebenenfalls den Grenz-

wert an:

1\" 1 n " 1 1\" _nm n
Ay = (n,g) , b, = (ﬁ’l—i——n) . Cp = (ﬁ’ﬁ) , dy = (sm(z),cos(Z

(b) Geben Sie vier weitere Nullfolgen in R? an.

(c) Untersuchen Sie die folgenden Funktionen f, g : R? — R auf Stetigkeit:

x392 T

2L falls (z,y 0,0), —L falls (x, 0,0),
oy [F B A0, [ s () £ (0.0

0, falls (x,y) = (0,0), 0, falls (x,y) = (0,0).

LosunG: (a) e (ap)nen ist unbeschrinkt und mithin auch nicht konvergent.

T
e lim, . <#, H—Ln) = (0,1)7, also ist die Folge (by)nen konvergent und beschréinkt in
R2.

e (¢p)nen ist Nullfolge, also sowohl beschrénkt, als auch konvergent.
e (d,)nen ist beschrinkt, jedoch nicht konvergent.

(b) Sei n € N. Dann geben wir die vier Nullfolgen

° q, = (exp(—ﬂn), ﬁ)T,

1 Rz \T
WCOS n ’n°+7n ’

(2 " tan(n )T,

T
<s1n o (n >



in R? an.

(¢) (i) Wir untersuchen f:R? — R in (0,0) auf Stetigkeit, fiir die anderen Punkte ist diese
klar. Sei hierzu (0,0) # (£, Yn)nen Nullfolge in R? und m,, := max{z,,y,}, n € N.
Dann gilt lim,,_,o, m; = 0 und somit

3,2 5

. m .
< lim —2 = lim m3 =0.

lim f(2n,yn) = lim

n—oo n—oo ;1;% =+ y% ~ n—oo m% n—oo

Das beweist die Stetigkeit von f.

(ii) Wir untersuchen g : R? — R in (0,0) auf Stetigkeit, fiir die anderen Punkte ist diese
klar. Sei dazu (zn, y5) :== (2, 1), n € N. Dann ist (2,,y,) # (0,0) fiir alle n € N und
wir beobachten

1
1 1
lim g(xpn,y,) = lim — n? = lim - =-#0.
n—00 n—00 o + o n—00 2

Somit ist g in 0 € R? unstetig.

(G 3)
Es sei f: R? — R definiert durch

[(z,y)" |2, fallsy >0,

f(@y) = ¢ =iz, y)T[l2,  falls y <0,
x, falls y = 0.

(a) Bestimmen Sie D f(z,y) und gradf(z,y) fiir alle (z,y) € R? mit y # 0.
(b) Bestimmen Sie alle v € R?\ {0}, fiir die die Richtungsableitung D, f(0, 0) existiert.
(c) Ist f differenzierbar in (0,0)?

LOSUNG: (a) Wir bestimmen fiir y # 0 die partielle Ableitung der 2-Norm (z,y) — ||(z,y)7 |2
nach = zu

9 SR B S R N Ve R
pr (VZ2H0?) ] = 54 0T) 20 = e

und genauso nach y

é%[(vx“ﬁ)”z} =

[(z, )72
Es ist also
9D by = A Tawr fallsy >0,
Ox —m, falls y < 0,
und

Yy
Qf($ y) = {||(w,y)||2v falls y > 0,
’ e
8y yll2° falls y < 0,

Da diese Ausdriicke auf {(z,y) € R? : y # 0} stetig sind, folgt die Differenzierbarkeit von f
auf dieser Menge mit Satz VII.1.11 und wir haben

Df(avy) = wradfe.9) = (5 Fo0) 3 £ (o))



(b) Wir zeigen, dass die Richtungsableitung D, f(0,0) fiir alle v € R? \ {0} existiert. Seien dazu
v = (vi,v2)T # (0,0)7 € R? und ¢ € R\ {0}. Wir unterscheiden zwei Fille; zuniichst gelte
v1 # 0 und vo = 0. Dann gilt

lim f(tvl70)'_ f(an) tUl

= lim — = ;.
t—0 t t—0 t

Es sei nun vy # 0. Dann erhalten wir

[Honea)le — yjy)ly,  falls £ >0, vy >0,

ftvr,tog) — £(0,0) | Ll ), - falls £ <0, vy >0,
t —7”“1)1;”2)”2 = —|jvl]z, fallst >0, wvg <O,
[Hose)le = _jjy||y, fallst <0, vy <0,

Zusammen genommen gilt also

|lv]l2, falls vg > 0,
D, f(0,0) =< —|v|l2, fallsve <O,
v1, falls vo = 0.

(c) Wir zeigen, dass f in (0,0) nicht differenzierbar ist. Nehmen wir an f wére dort diffe-
renzierbar, so ergibe sich die Ableitung in (0,0) als (D, f(0,0), D., f(0,0)) = (1,1) nach
Aufgabenteil (b). Sei nun h,, := ((_l)n L)T_ . Dann ist (hy,)neny Nullfolge in R? und wir

n ’n/neN:
beobachten
(f(hn) = £(0,0)) — (1,1) - hy, wrt = 0= 4((=1)" +1) ()" +1
| B T
Il P
Hieraus wird ersichtlich, dass der Grenzwert fiir n — oo nicht existiert, was die Behauptung
beweist.
Hausiibungen
(H1)

Es sei f:R? — R gegeben durch
fag) < | falls @) # (0,0),
’ 0, falls (z,y) = (0,0),

(a) Bestimmen Sie alle (z,y) € R?, in denen f stetig ist.

(b) Untersuchen Sie die Richtungsableitungen D, f(0,0), v € R?\ {0}, auf Existenz und
geben Sie falls moglich grad f(0,0) an.

(c) Ist f differenzierbar in (0,0)?

LOSUNG: (a) Wir zeigen, dass f auf ganz R? stetig ist. Dazu ist nur die Stetigkeit in (0,0) zu
untersuchen, denn in allen anderen Punkten ist die Funktion offensichtlich stetig. Hierzu sei
(0,0) # (Zn, Yn)nen C R? eine Nullfolge in R2. Dann gilt

= lim [y < lim |y,| = 0.

2
LnYn
2 2

Th + Yn

)

hn1|f(xn,yn)|::lun
n—00 n—00

Dies beweist die Behauptung.



(b) Es sei v = (vy,v9) € R\ {0}. Dann gilt fiir die Richtungsableitung von f beziiglich v in Null

t3v%v2 0 9 )
tv) — 0 32,2 1 42,2 V4 VA0
Dof(0,0) = tim L0 SO _ypy PAREE gy vive vive
=0 t =0 t t=0vy +vy o3

und damit existiert die Richtungsableitung in Null beziiglich jeder Richtung v € R?\ {0},
insbesondere auch in Richtung der Koordinateneinheitsvektoren, es gilt also

gradf(070) = (De1f(070)7D62f(070)) = (070)

(¢c) Wire f in (0,0) differenzierbar, wire die Ableitung dort nach den Ergebnissen in (b)
gradf(0,0) = (0,0). AuBerdem wiirde nach Satz VIL.1.6 fiir jede Richtung v € R?\ {0}
die Beziehung D, f(0,0) = gradf(0,0) - v gelten. Diese ist aber falsch, denn fiir vy = (1,1)7
gilt nach (b

1
Dy £(0,0) = 5 # 0= (0,0) - (1,1)" = gradf(0,0) - (1, 1)".
Also ist f in (0,0) nicht differenzierbar.

(H 2)
Es sei D := {(z,y) € R%z > 0undy > 0} und F := {(u,v,w) € R® : w > 0}. Wir
definieren die Funktionen f : D — R3 und ¢ : E — R durch
f(z,y) == (log(zy), cos(z® +y), €*) und g(u,v,w):=e"+ vw + log(w).
Zeigen Sie, dass h := g o f differenzierbar ist und berechnen Sie die Ableitung

(a) nach der Kettenregel,
(b) direkt durch Ableiten von h = h(z,y).

Losunag: (a) Wir priifen zunéchst alle Voraussetzungen der Kettenregel nach. Als Komposition
differenzierbarer Abbildungen ist f offensichtlich fiir alle (z,y) € D differenzierbar. Aufer-
dem ist f(D) C E, denn f geht nach R3 und es gilt f3(x,y) = e* > 0 fiir alle (x,y) € D.
Schliefllich ist g in allen Punkten aus E differenzierbar. Nach der Kettenregel ist also die
Funktion g o f : D — R differenzierbar und es gilt

D(go f)(x,y) = Dg(f(x,y)) - Df(x,y).

Nun ist Dg(u,v,w) = (e*, w, v+ 1/w), d.h. wir haben
Dy(f(z.y)) = (zy, e, cos(a® +y) +e ")

und damit
1

x
D(go f)(z,y) = (zy,e*,cos(z® +y) +e %) - [ —2zsin(a®+y) —sin(z?+y)
e’ 0

= (y — 2ze" sin(z® + y) + " cos(z® + y) + 1,z — e”sin(z? + ).

< =

(b) Es gilt fiir alle (z,y) € D die Identitét

hzy) = g(f(z,y) ="V 4 fo(z,y) - f3(z,y) + log(f3(z,y))
= ay+cos(z? +1?) - e” + .

Damit gilt
Dh(z,y) = (y — 2zsin(z® + y)e* + cos(z? + y)e* + 1,z — sin(z? + y)e*) .



(H 3)

(a) Berechnen Sie jeweils die Jacobimatrizen der folgenden Funktionen.
(i) f:R* =R, (z,y,2) 322y + exp(z2?) + 423,
(i) g : R* - R® (z,y) — (ay, cosh(zy), log(l + z?)),
(iii) A : R* > R, (,y,2) — (log(1+ 2%+ 2%), 22 4+ y* — 2%, 3sin(zz)).
(b) Bestimmen Sie 0, f(z,1) fiir die Funktion f : R? — R mit
1+ 2%y?
3 4 x4 + sin?(arctan(yx))

f(z,y) = cos(x+y—1)-y+log(y) -z -log(log(1+ arctan(

LosuNc: (a) (i) Df(z,y,z) = (6zy + 2% exp(zz?), 322, 2z2 exp(z2?) + 122)

(if)
y x
Dyg(z,y) = ( ysinzh(a:y) x sinh(zy) )
1+g§c2 0
(iii)

2z 0 2z
1+x2+22 1+x2+22
Dh(z,y,z) = —2z 2y 2z
3zcos(zz) 0 3zcos(zz)

(b) Mit Hilfe der Bemerkung nach Definition VII.1.7 im Skript ist 01 f(z, 1) gleich der Ableitung
der Funktion t — f(t,1). Diese ergibt sich zu

f(t,1) =cos(t)-14+0-(...) = cos(t).

Es gilt daher
O f(x,1) = —sin(z).
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