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1. Ubung mit Lésungshinweisen
Gruppeniibungen
(G 1)

Wir betrachten die ,,p-Normen®“ aus Beispiel 1.5 der Vorlesung. Beweisen Sie, dass fiir
1 < p < oo die Abbildung || - ||, : R® — R auch wirklich eine Norm auf R™ definiert und
damit der Name p-Norm gerechtfertigt ist.

Hinweis: Verwenden Sie die Holdersche Ungleichung. (Analysis I, Korollar IV.2.16)
Zeigen Sie weiter, dass die Einheitskugel B,(0,1) := {z € R™ : |jz||, < 1} fiir jedes
1 < p < oo konvex ist. Ist Thr Beweis auch fiir eine beliebige Norm giiltig?

(Eine Teilmenge M eines R-Vektorraums heifit konvex, falls fiir alle z,y € M und alle
A€ [0,1] auch Az + (1 — Ny € M gilt.)

LOSUNG: Aus der Definition folgt sofort, dass ||z||, = 0 & z = 0 gilt. Die Homogenitat ist
ebenfalls einfach. Fiir 1 < p < oo gilt

Azl = (D [Aaif?)?
i=1

n

= A Jas)”

i=1

= [Alllz[lp

und fiir p = oo gilt ||[Az||ec = max;—1__, |[Az;| = [\ max;=1__, || = [A]|]|2]|co-

Die Dreiecksungleichung fiir die Félle p = 1 und p = oo folgt sofort aus den Eigenschaften des
Absolutbetrags und des Maximums. Fiir 1 < p < oo verwenden wir die Holdersche Ungleichung
wie folgt:

Wir schreiben zunéichst
n

n
D ol wl? <Y (il + [yil)?

i=1 i=1
und schéitzen dann weiter wie folgt ab

n
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Wir wenden darauf die Holdersche Ungleichung auf jede Summe an. Es sei hierzu ¢ € (1,00), so
dass % + % =1, dann gilt

n

D (il + lyil)? = Y lail (il + |yl P~ + D Lyl (il + Jyal) P~

=1 =1 i=1
Holder [ Up / n 1/q n 1/p s/ n 1/q
= (Zml”) <Z<|xi|+|yi|><p-1>q> +<Z|yi|p> <Z<|xz-|+|yi|><p-1>q>
= i=1 i=1 P

n 1/p n 1/p " /g
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Dal—1/¢=1/p und (p — 1)q = p folgt somit

n 1/p n 1/p n 1/p
(Z || + |yi|p> < (Z |$i|p> + (Z |yz‘|p>
i=1 i=1 i=1

was insbesondere die Dreiecksungleichung fiir die p-Norm liefert.

Die Konvexitéit der Einheitskugel folgt mit Hilfe der Homogenitéit und der Dreiecksungleichung.
Fiir z,y € B,(0,1) und X € [0,1] gilt [[Az+ (1 = Nyll, < Azl + T =N|lyllp, <A+ (1 —=A) =1,
also Az + (1 — A\)y € B,(0,1). Da wir nur die Eigenschaften einer Norm verwendet haben, ist klar,
dass damit auch eine Kugel beziiglich einer beliebigen Norm konvex ist.

(G 2)
Fiir f € C'a,b] sei
11l := max | f'(z)] + max [f(z)], ||[f]]] := max [f'(z)|.
z€[a,b] z€[a,b] z€[a,b]
(a) Zeigen Sie, dass durch || - || eine Norm auf C'[a, b] definiert ist, aber ||| - ||| keine Norm

auf diesem Raum ist.

(b) Offenbar ist die Menge N := {f € Cla,b] : |||f]|| = 0} ein Untervektorraum von
C'a,b]. Zeigen Sie, dass N genau aus allen konstanten Funktionen besteht und be-
stimmen Sie die Dimension von N.

(c) Zeigen Sie, dass durch f ~ g &= f —g € N eine Aquivalenzrelation auf C'[a, b]
definiert wird und bestimmen Sie die Aquivalenzklasse [f] eines beliebigen Elements
f € C'a, b]. Bekanntlich wird die Menge

Cla, b/N = {[f]: f € C'[a,}]}
der Aquivalenzklassen vermoge
1+gl=1f+gl, Afl:==Nf.  (f.9€Ca,b], ) €K)

zu einem Vektorraum, dem Quotientenraum von C*[a, b] bzgl. N.
(d) Zeigen Sie, dass die Abbildung

11l = Ca, Bl/N = [0,00), [l = Jnd [llglll

wohldefiniert ist.

(e) Beweisen Sie, dass (C'[a,b]/N, ||| - |||x) ein normierter Raum ist.



Losunag: 1. 1. - || ist Norm:

Es iat klar, dass ||f|| > 0 fiir alle f € C'[a,b] gilt. Aus ||f|| = 0 folgt f(x) = 0 fiir alle
x € [a,b)].

Es gilt fiir f € C'fa,b] und A € R:
IAFI = ma [Af)| + o [Af'(o)

x€la,b €|
= |Al(max |f(2)| + max |f'(z)])
x€[a,b] z€[a,b]
= [Al[IAS]]-

Weiter gilt fiir f,g € C'[a, b]:

If 4+ gl = max |f(z) + g(x)] + max |f'(z) + g'(z)|
z€|a,b] x€[a,b]

< ma (17(2)] + lg(o) + mae (1F'(@)| +19/(0))
< max |f(@)] + max |g(z)] + max, /()] + Jnax, lg' ()]
=171+ llgll
2. ||| - ||| ist keine Norm:
Es sei fo gegeben durch fo(z) = 1 fiir alle z € [a,b]. Dann gilt fo € Cla,b] \ {0} und

[[[folll = 0.
2. Es ist zu zeigen, dass N = {\fp: A € R}.

Dies folgt aber sofort aus

feN<llflll=0

& max |f'(z)] =0
z€[a,b]

& f'(z) = 0 fiir alle x € [a, ]
& f ist konstant
< Esgibtein A€ R: f=A\fy

N ist also der von fpy aufgespannte Untervektorraum von C'[a,b] und ist damit eindimen-
sional.
3. Reflexivitét:
Fiir f € C'a,b] gilt f — f=0¢€ N also f ~ f
Symmetrie:
Es seien f,g € C'[a,b] mit f ~ g, d.h. f — g ist konstant. Dann ist auch g — f konstant, also
g~
Transitivitat:

Es seien f,g,h € C'[a,b] mit f ~ gund g ~ h, d.h. f —g und g — h sind konstant. Dann ist
auch f —h = (f — g) + (g9 — h) konstant.

Da g € [f] & g — f konstant ist, gilt [f] ={f +c:ceR}.

4. Es sei f € C'a,b] und g € [f]. Es ist zu zeigen, dass inf.cg |||f + c||| = infeer |||g + ||| gilt.
Aus (c) folgt, dass g = f + ¢o fiir ein ¢y € R gilt. Daher ist

i o
it [[1£ -+ ell| = inf lllg = co +

= inf .
inf [llg + ¢l



5. Essei|[[[f]||| = 0. Dann gilt 0 = infeer ||| f+c||| = infeer max,ecpq ) |f'(7)] = maxgeiqp | f/(2)],
also ist f konstant, d.h. f € [0] und damit [f] = 0.

Die Homogenitdt und die Dreiecksungleichung folgen mit

Al = inf max [(Af + ¢)'(2)]

ceER z€]a,b
— I\ /
| |f§§f§] |f' ()]
= |AILAN
und
3 /
f+glll = i&fdgﬁﬁ] I(f +g+¢) ()]
= Inax |f'(z) + ¢ (2)]
< max (|f'(z)] + |¢'(z)])
z€[a,b]
< e |f' ()] + Joax, lg' ()]
= LA+ 1gl]-
Also ist ||| - ||| eine Norm auf Cl[a, b]/N.
Hausiibungen
(H1)

Untersuchen Sie jeweils, ob die folgenden Abbildungen d : M x M — [0, co) Metriken sind.

(a) M # 0 beliebig und
1, falls x # v,
0, fallsz=y.

d(z,y) = {

(b) M =R",0<p<1undd(z,y) = (L, & — pl").
(¢) M =R und d(z,y) := |arctanz — arctany|.
(d) Essei M = {(a,)n>1} die Menge aller Folgen komplexer Zahlen und

- - |a'n - bn|
d((an)n>1, (bp)n>1) = g g
n=1 1 + |a’n - bn|

Losuna: 1. Es folgt direkt aus der Definition von d, dass d(x,y) = 0 genau dann, wenn x = y
gilt. Aulerdem ist die Symmetrie klar. Es seien z,y,2z € M. Ist x = 2z so gilt offensichtlich
d(z,z) =0 <d(z,y)+d(y, z). Es sei nun x # z. Dann gilt = # y oder y # z, also d(z,y) =1
oder d(y,z) = 1. Also folgt d(z,z) = 1 < d(z,y) + d(y, 2).

2. d ist keine Metrik, denn die Dreiecksungleichung gilt nicht. Um dies einzusehen wahlen wir
OBdA n = 2. Es gilt
d((1,0);(0,1)) =2'/7 > 2

dap < 1. Weiter gilt d((1,0); (0,0)) = d((0,0); (0,1)) = 1, also d((1,0); (0,1)) > d((1,0);(0,0))+
d((0,0); (0,1)).



3. Aus (arctanz) = I Jrlx2 > 0 fiir alle z € R folgt, dass arctan monoton wachsend ist. Also ist

arctan insbesondere injektiv. Damit folgt aus d(z,y) = | arctan x — arctany| = 0, dass © = y
gilt. Die Symmetrie von d gilt offensichtlich. Die Dreiecksungleichung folgt aus

d(x,z) = | arctan z — arctan z|
< |arctan x — arctan y| + | arctan y — arctan z|
= d(z,y) + d(y, 2).

4. Wir schreiben a = (ap)p>1 und b = (by)n>1. Aus d(a,b) = 0 folgt sofort, dass

_ |an - bn|
27— =
1+ |an, — byl 0
fir alle n € N. Also muss a,, = b, fiir alle n € N gelten.

Die Symmetrie von d ist wieder klar und die Dreiecksungleichung folgt unmittelbar aus der
fir x,y, z € C giiltigen Ungleichung

lz—=2] . 1
T+ |z —2 1+ |z — 2|
1
<1-
14|z —y[+ |y — 2|
_ |z —y| ly — 2|
It+lz—yl+ly—=2 14+|z—yl+]y—2|
|z —yl ly — 2|

Tl4fr—yl 14y

(H 2)
Beweisen Sie Satz 2.2 ¢) und Satz 2.2 e) der Vorlesung. D.h. in einem metrischen Raum
(M, d) gilt:
(a) Jede Cauchyfolge ist beschriankt.
(b) Eine Menge A C M ist genau dann abgeschlossen, wenn sie folgenabgeschlossen ist.
LosunG: 1. Es sei (¢,) eine Cauchyfolge im metrischen Raum M. Dann gibt es zu ¢ = % ein
N € N, so dass d(cp,cm) < € = % fir alle n,m > N. Es gibt daher ein r > %, so dass

d(ci,en) < r fiir alle i = 1,..., N gilt. Damit folgt aber sofort ¢, € U,.(cy) fiir alle n € N,
also ist (¢,,) beschrankt.

2. Es sei A C M abgeschlossen und (a;) eine Folge in A mit lim, .. a; = a wir nehmen an,
dass a ¢ A gilt. Da M \ A offen ist, gibt es eine Umgebung U, (a) mit U,(a) N A = (), ein
Widerspruch, da unendlich viele Folgeglieder in U, (a) liegen.

Es sei nun umgekehrt A folgenabgeschlossen und nehmen an, dass A° = M \ A nicht offen
ist. Dann gibt es ein a € A° mit U,(a) N A # 0 fiir alle r > 0. Wir wéhlen fiir r =1/j, j € N
ein aj € Up(a). Damit gilt aber lim; .o, aj = a ¢ A, was einen Widerspruch liefert.

(H 3)
Beweisen Sie, dass fiir x € R™ die Ungleichung
2]l < llzll2 < V|2l

gilt.



LOsuNG: Es sei x € R™ \ {0} mit max;—1__» |2;] = |z;|. Es gilt
[#]loo = max |a] = [
1=1

=1,...

= (a2
< Q)
1=1
= \|<17||2
Z’ ’2 ‘.’1’7,’ 1/2
7l )

< !l’j!x/ﬁ
= V1|2 oo



