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(T 1)

Der Membranmantel eines Kiihlturms lésst sich als Rotationskérper darstellen. Dabei wird

das Hyperbelstiick
-2 =1, -1 <2<,

um die z-Achse gedreht. Wie grof} ist das Volumen der entstehenden Menge
M={(z,y,2) ER* : 2 + 9> <1+ 2% -1 <2<1}?
Losuna: Fiir jedes ¢ € [—1,1] ist die Menge
A3 =M {(z,y.2) eR® 2=} = {(z,y) e R? 12’ +9° <1+ P} > {¢}

als Kreis messbar und ihr Flidcheninhalt ergibt sich als 7 mal Quadrat des Radius’ zu pu(As(¢)) =
7(1 + ¢?). Damit gilt nach dem Prinzip von Cavalieri

8
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(M) z/lu(As(C)) dCZ/IW(lJrgz) dg:w[u%@]{l :71'(2—}—%) =5

(T 2)

(a) Es seien A C R" beschrénkt, j € {1,...,n} und ¢ € Rso, dass A C H; ;== {z € R":
x; = c} gilt, d.h. A ist in einer Hyperebene enthalten. Zeigen Sie, dass A messbar ist
und pu(A) = 0 gilt.

(b) Geben Sie eine Menge D C [0, 1] x [0, 1] an, die nicht messbar ist.
LosunaG: (a) Essei K > 0so gewihlt, dass A C [— K, K|" gilt. Das geht dank der Beschrianktheit

von A. Geben wir uns nun ein ¢ > 0 vor, so gilt mit I, = [-K, K] fir £ # j und I; =
[c—e/(2"K" 1), c+e/(2" K1)

AQI::hx---ij,lxlijjH><---><In.

Da
2e

Cggen=t (KT =

u(I) = (2K~
ist, gilt damit fiir jedes € > 0
pi(A) <pi(I) = pI) =e.

Das liefert p*(A) = 0 und wegen 0 < p,(A) < p*(A)
0 sein. Das bedeutet, dass A messbar ist mit ,u( ) =

= 0 muss damit auch p.(A) = p*(A) =
0.



(b) Setzen wir D := (Q x Q) N[0, 1], so gilt I(D) = [0,1]%. Sei P = {I4,..., I} eine Partition
von I(D). Dann gibt es kein j mit I; C D, denn jedes I; hat einen inneren Punkt und D
hat keinen. Also ist

upa(D) = 3 p(I) =0

I,CD
und damit

px(D) = Sup np«(D) = 0.

Andererseits gilt 1; N D # 0 fiir alle j = 1,...,m, denn D liegt dicht in [0, 1]%. Also ist

ppD)= Y ully) =Y ully) = u(I(D)) = u([0,1%) =1,
was
p (D) =infpp(D) =1
impliziert. Also ist u.(D) # p*(D), d.h. D ist nicht Jordan-messbar.
(T 3)

Es sei A C R" eine messbare Menge und f : A — R eine Riemann-integrierbare Funktion.
Zeigen Sie, dass dann auch f, f~ und |f| auf A Riemann-integrierbar sind und dass die

Dreiecksungleichung
[ 1@ ae| < [ 1) s
A A

LOSUNG: Behauptung: f+ ist Riemann-integrierbar auf A.

Beweis: Wir bemerken zuniichst, dass (f1)4 = (fa)" ist, denn fiir x € A gilt (fT)a(z) = fT(x) =
(fa)T(x) und fiir z € A haben wir (f")a(z) =0= fa(z) = (fa)*(2).

Sei nun € > 0 gegeben. Da f auf A Riemann-integrierbar ist, existiert nach Satz XI.2.4 eine
Partition P = {I,..., I} von I(A), fiir die gilt

Sp(fa) —sp(fa) <e.

gilt.

Fiir diese Partition haben wir mit obiger Vorbemerkung

Sp((f)a) = sp((fF)a) = 'Z:(S}ép(f,q)+ - igf(fA)+)M(Ij)-

Jj=1

Wir zeigen nun, dass supy, (fa)t —inf (fa)™ < supy, fa —infy; fa gilt, denn dann haben wir

m
Sp((f)a) —sp((f)a) < Z(Slllp(fA) - i?f(fA))MUj) = Sp(fa) —sp(fa) <e
j=1 Y ’

und f* ist nach Satz X1.2.4 Riemann-integrierbar auf A. Zum Nachweis dieser Ungleichung un-
terscheiden wir zwei Fille. Ist sup; fa < 0, so gilt (f4)™ = 0 auf I;. In diesem Fall haben wir

dank infy, fa < supy, fa

sup(fa)* —sup fa = —sup fa < —inf f4 = inf(fa)" —inf fa,
d.h.
sup(fa)* — i?f(fA)+ < S}lp fa— i?f fa
) . ;

I; J J



wie gewiinscht.

Ist dagegen supy, fa > 0, so gilt supy,( fa)t = sup;, fa. AuBerdem ist wegen fa < ( fa)T sofort
inf7, fa <infr,(f4)" und damit
iifrlf(fA)Jr —inffa>0= sup(fa)* —sup fa
i i , ~

I 1

und wir haben wieder die gewiinschte Ungleichung. g

Behauptung: f~ und |f| sind Riemann-integrierbar auf A.

Beweis: Da f = fT — f~ ist, gilt f~ = f* — f und damit ist mit f und f* nach Lemma XI.2.5
b) (vgl. Aufgabe (H1) von Ubungsblatt 12) auch f~ Riemann-integrierbar. Genauso erhilt man
die Integrierbarkeit von |f| dank |f| = f™ + f~. O

/A f(@) de| < /A (@) de.

Beweis: Es gilt nach der Definition des Betrages sowohl f < |f| als auch —f < |f|. Mit der
Linearitét und der Monotonie des Integrals (Lemma XI.2.5 a) und c), vgl. Aufgabe (H1) auf
Ubugnsblatt 12) folgt damit (Man beachte, dass nach dem oben gezeigten auch |f| Riemann-
integrierbar ist).

[ @ aes [1f@ldr wd - [ fe)do= [ (re) s [ @) dn

Also ist
/ f(z) de| < / (@) da,
A A

was zu zeigen war. O

Behauptung: Es gilt die Dreiecksungleichung




