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Beweisen Sie Lemma 1.7 der Vorlesung:
(a) BV]a,b] C Bla,b] und es gilt | f(b) — f(a)| < VE(f);
(b) BV]a,b] ist ein Vektorraum;
(c) Fir a < ¢ < b gilt
Vo (f) = Va(f) + V2(f);
(d) Ist f monoton, so gilt V?(f) = |f( ) — f(a)l;
(e) Ist f € C'([a,b]), so gilt V2(f f |f/(¢)] dt.

LosunG: 1. Es gilt

2f(x)] = | f(x) — fa) + f(a) + f(z) — F(b) + F(b)]
< |f(@) = fla)| + | f(a) + |f(x) — £+ | f(D)]
< |f(a)l + | (b)] + varz, (f)
<V2(f)+ fla)+ £(b)

wobei Z; = {a,x,b}.
Weiter gilt Vab(f) = supyvarz(f) > varz,(f) = |f(b) — f(a)|, wobei Zy = {to = a,t1 = b}.

2. Um zu zeigen, dass BV [a, b] ein Vektorraum ist, geniigt zu Zeigen, dass BV [a, b] abgeschlos-
sen unter der Skalarmultiplikation und der Addition ist. Die Vektorraumaxiome folgen, da
BV]a,b] eine Teilmenge des Vektorraums aller reellwertigen Funktionen ist.

Sei also Z eine Zerlegung von [a, b], dann gilt fir A, u € R

var;(Af + pg) = Z!Af )+ ng(ti) — M (tiz1) + pg(tiz1)|

< ])\]’uarz(f) + pvarz(g)
Ubergang zum Supremum liefert die Aussage
VaOF + ng) < IMVE () + [l Ve (9)
also insbesondere \f + ug € BV|a,b], falls f,g € BV]a,b.

3. Es seien a < ¢ < b und Z eine Zerlegung von |[a, b].
1. Fall: Es gibt ein k € {1,...,n}, so dass t;, = c.
Dann sind Z; = {tg,...,tx} bzw. Zy = {t,...,t,} jeweils Zerlegungen von [a,c| bzw. [c,b],

also folgt varz, (f) +wvarz,(f) = varz(f) und damit gilt V(f) + V2(f) < V2(f), da auf der
rechten Seite das Supremum {iber mehr Zerlegungen gebildet wird.



2. Fall: Es gibt kein k € {1,...,n} mit ¢ = t.
Sei k der Index, so dass t; < ¢ < tr41 gilt. Fiir die Zerlegung Z. = {to,...,tg, ¢, thkr1,- - tn}

gilt dann
k
varz,(f) = Y |f(t) = Ftin)| + [ f(e) = FOR) + | (thya) — f(O)] + §jrf )]
i=1 i=k+2
k
> SR — Ft)] + 1 (e — TR+ 3 1) — F(ti)
i=1 i=k+2
=wvarz(f)
also folgt
supvarz(f) < sup varz(f) = sup varz, (f) +varg,(f) < VI(f)+ V2(f)
Z Z,ceZ Z,ceZ

und damit die Behauptung.

4. 1. Fall: f monoton wachsend:

Es sei Z eine Zerlegung von [a, b]. Dann folgt

varz(f) = Z |f(ti) — f(ti=1)]
i=1
=D f(t) = flti)
i=1

— F(ta) - f(to) = |£) - F(a)].

2. Fall: f monoton fallend:
Dann ist —f monoton wachsend und da nach (b) V?(—f) = V¥(f), folgt nach dem ersten

Fall V°(f)

a a

= fla) = f(b) = |£(b) = f(a)l.

5. Es sei f € CY([a,b]), dann gilt mit dem Mittelwertsatz

varz(f Z|f flti—)|

= ZW —tial|f'(m)

mit Zwischenstellen 7; € (¢;_1,t;). Die letzte Summe ist eine Riemann-Summe fiir |f’| und
daher folgt, wenn man eine Folge von Zerlegungen betrachtet, deren Feinheit gegen 0 konver-

giert, Vb

) < f |f'(t)| dt. In diesem Fall gilt namlich >, [t; — t;—1||f'(7:) f |f/(t)| dt.

Umgekehrt folgt mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, dass

also Vb

varz(f) = Z |f(ti) — f(ti1)]
i=1
:Z]/ff%wﬂ

L

<Z (t)| dt

tzl

=L|ﬁ@Mu

) < f |f/(t)| dt und damit ist die Behauptung vollsténdig bewiesen.



(T 2)
Gegeben sei das Vektorfeld F': R? \ {0} durch

(a) Zeigen Sie, dass F' die Integralbedingung erfiillt;

(b) Berechnen Sie das Kurvenintegral von F' liangs des im positiven Sinne durchlaufenen
Einheitskreises. Was féllt Thnen auf?

(c) Berechnen Sie fiir (z,y) € R? mit x > 0 eine Stammfunktion von F indem Sie das
Kurvenintegral ldngs des Polygonzuges von (1,0) nach (x,y) iiber den Punkt (z,0)
berechnen.

Losung: 1. Es gilt

5 —y _ y2 _ $2
yflf2 +y2 (IIT2 +y2)2
x
=0

und damit erfiillt F' die Integralbedingung.

2. Der in positivem Sinne durchlaufene Einheitskreis wird durch ¢(t) = (cost,sint), t € [0, 27]
parametrisiert. Das Kurvenintegral ist daher

2
/F(:E,y)d(:r,y) :/ (—sint,cost) - (—sint, cost)dt
¥ 0

2
:/ 1dt = 2.
0

Es fallt auf, dass trotz Integralbedingung das Kurvenintegral nicht wegunabhéngig ist. Sonst
miisste es ja 0 sein! Dies liegt natiirlich daran, dass das Gebiet R? \ {0} nicht sternformig
ist. Es gibt also keine Stammfunktion von F auf R?\ {0}.

3. Um das Integral zu berechnen bemerken wir zunéchst, dass fiir die Strecke von (1,0) nach
(z,0) der Integrand F(p(t))y’(t) verschwindet. Daher verschwindet dieser Teil des Kurven-
integrals und es bleibt das Integral lings des Wegs von (z,0) nach (z,y). Fiir diesen weg ist
©(t) = (x,ty) eine parametrisierung und wir erhalten fiir die Stammfunktion V' von F

1
—ty x
= . dt

1 1
=2z ———dt
y/o x2 + 1292

ty 1
= arctan — ‘0
x

Yy
= arctan =.
T

Man rechnet leicht nach, dass VV = F gilt.



