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(T 1)

Das Star Trek Auflenteam ist wieder einmal in Not geraten. Sie miissen auf einem Planeten
notlanden, um die schwer beschidigte Aufenhiille des Shuttle zu reparieren. Allerdings gibt
es auf dem Planeten eine Gravitationsanomalie, so dass das Shuttle nicht von jedem Punkt
aus mit dem verbleibenden Treibstoff wieder starten kann. Dies gelingt nur, wenn Data
einen Punkt auf der Oberfliche mit Gravitation kleiner als 1,3 findet. Die Gravitation auf
dem Planeten kann durch die Funktion f(z,y,2) = z +y — 2 + v/6 beschrieben werden.

Aufgrund der duflerst unwirtlichen Oberfliche des Planeten, kann nur auf einem kleinen
Bereich gelandet werden, ohne das Shuttle komplett zu zerstoren. Dieser Bereich wird durch
die Menge T = {(z,y,2) € R : 2% +2y*> = 1 und 4z = 2z} beschrieben.

Koénnen Sie Data helfen, indem Sie entscheiden, ob das Schuttle vom Planeten wieder ins
All gelangen kann? Oder wird das Aulenteam auf Ewig auf diesem unwirtlichen Planeten
gefangen sein?

LOsuNG: Wir bestimmen die Extremstellen der Funktion f auf 7. Die Menge T ist beschriankt
und abgeschlossen und daher kompakt. Also nimmt f auf T sein Maximum und sein Minimum
an. Wir bestimmen die Kandidaten mit Hilfe der Lagrange Multiplikatorenregel. Hierzu sei

L(x7y7z7)‘7u) = x+y - Z+)\(5L'2 +2y2 — 1) +,Lt(4l' — 22)

Fiir die Ableitung der Nebenbedingungen gilt

- g1 2z 4y O
men(3)-(3 4 %)

Da fiir alle (z,y,2) € T entweder = # 0 oder y # 0 gilt, folgt, dass Dg in jedem Punkt auf T’
surjektiv ist.

Wir suchen nun (z,y, z, A, ;1) mit

L =1+2\z+4u=0
OL =1+4\y =0
8L =—1-2u=0
L =224+22-1=0
O5L = 4z — 22 = 0

Aus 05L = 0 folgt unmittelbar p = —%. Dies liefert 01 L = =142 Az = 0 also A = % Andererseits
folgt aus dbL = 0, dass Ay = —i. Einsetzen von A\ liefert y = —%w. Wir setzen dies nun in

die erste Nebenbedingung ein und erhalten z = :l:\/g = :|:2\/%. Damit folgt y = $\/g und



z = j:4\/1 Die Kandidaten fiir die Extremstellen sind also P, = (2\/I : —\/1,4\/% und P =

2\/7, f, — \/7 Einsetzen in f ergibt f(P;) = \/g und f(P) = /% . Das Minimum von
f in T liegt also bei P;. Da f(P1) ~ 1,22 < 1,3 schafft es das Shuttle also schliefilich, wenn das
Schuttle bei P; landet.

(T 2)

(a) Zeigen Sie, dass der Weg v : [0, 1] — R, gegeben durch v(0) := 0 und (t) := ¢ cos?(/t)
nicht rektifizierbar ist.

(b) Zeigen Sie, dass ein Lipschitz-stetiger Weg v : [a,b] — R", a,b € R, a < b rektifizierbar
ist.

LOSUNG: 1. Der Weg ~ ist stetig, da fiir jede Nullfolge t,, wegen |y(t,)| = |tn cos?(7/t,)| <
[tn| — 0 gilt Fiir n € N betrachten wir die Zerlegung Z, = {to,...,t2,} mit t; = 0 und

t m fllr1<j <2Tl Wegen
_ 07 j:2k7 OSI{ISTL,
’Y(tf)_{tj, j=2k+1, 0<k<n,
folgt
Lz,(y ZW (tj—1 |—2Zt2k+1—22 — 00 (n — o0)

und daher ist v nicht rektifizierbar.
2. Essei A die Lipschitz-Konstante von . Dann gilt fiir eine beliebige Zerlegung Z = {t¢, ..., t,}
ZHVtJ (tj—1 |<)‘Z|t —tj—1l = A(b— a),
7j=1
also ist ~ rektifizierbar.
(T 3)
Gegeben seien die Funktion f : R? — R durch f(z,y) = zy + e sowie die Menge

ke {(2) emirtanran).

Bestimmen Sie alle globalen Extremwerte von f in K.
LoOsuNG: Es gilt

fe(®,y) =y + ye™
fy(z,y) = v+ xe™

Aus fi(z,y) = 0 folgt y = 0 und aus f,(z,y) = 0 folgt = = 0, also ist (0,0)T die einzige kritische
Stelle. Die Hessematrix lautet
0 2

Da detH(0,0) = —4 < 0, ist (0,0)7 ein Sattelpunkt.

Wir miissen nun noch den Rand untersuchen. Da f und g(z,y) = 22 + 4y? — 1 stetig partiell
differenzierbar und grad g(x,y) = (27, 8y)T # (0,0)7 fiir (v,y)T € OK gilt, konnen wir hierzu den



Satz tiber ,, Extrema unter Nebenbedingungen“ verwenden. Nach Skript sind mogliche Kandidaten
Losungen von

0=y+ye™ + 2z
0=2x+xe™ 4+ 8\y
0=a?+4y> — 1.

Falls A = 0 folgt wie oben, dass x = y = 0 die einzige Losung ist. Da sie nicht auf 0K liegt, muss
sie nicht beachtet werden. Analog sieht man, dass z = 0 zu y = 0 und y = 0 zu & = 0 fithrt. Daher
diirfen wir im Folgenden annehmen, dass x,y, A # 0. Multiplizieren wir die erste Gleichung mit x,
die zweite mit y und subtrahieren danach die erste von der zweiten, erhalten wir 8\y? —2\z? = 0,

d.h. 2% = 432. Einsetzen in die 3. Gleichung liefert die Kandidaten = = :l:% und y = :l:%. Wegen

:|:1:|:1) 1+%f(2|:1:|:1
=L —F=) = = €4, T =TT =
VR T V2R
wird das globale Maximum in (i%, j:%)T und das globale Minimum in (i%, :F%
men.

I J=-gte
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