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(T 1)

Wir betrachten die Funktion f : R
2 → R mit f(x, y) = sin(xey). Berechnen Sie das Taylor-

polynom 2. Grades mit Entwicklungspunkt (0, 0). Konvergiert für (x, y) → (0, 0)

f(x, y) − T2(x, y)

‖(x, y)‖3
2

?

Lösung: Mit der Potenzreihenentwicklung der Sinus und der Exponentialfunktion folgt

f(x, y) =
∞
∑

k=0

(−1)k

(2k + 1)!
x2k+1

(

∞
∑

n=0

1

n!
yn

)2k+1
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2
+ . . . ) −

1

3!
(1 + y + . . . ) ± . . .

= (x + xy +
xy2

2
+ . . . ) −

1

3!
x3(1 + y + . . . ) ± . . .

Die Terme bis zum Grad 2 sind also x und xy und damit ist das Taylorpolynom 2-ten Grades
gegeben durch T2f(x, y) = x + xy.

Der gefragte Grenzwert existiert nicht, denn betrachte (t, 0) → (0, 0) (für t → 0). Dann gilt

sin t − t

|t|3
=

− 1
3!t

3 + t5

5! + . . .

|t|3

→

{

−1
6 falls t → 0 von rechts

1
6 falls t → 0 von links

(T 2)

Bestimmen Sie die Taylor-Entwicklung der Funktion

f : (0,∞) × (0,∞) → R, f(x, y) =
x − y

x + y

im Punkt (1, 1) bis einschließlich der Glieder 2. Ordnung.

Lösung: Es gilt f(x, y) = x+y−2y
x+y

= 1− 2 y
x+y

sowie f(x, y) = 2x−(x+y)
x+y

= 2 x
x+y

− 1. Daraus folgt:

D(1,0)f(x, y) = ∂xf(x, y) =
2y

(x + y)2

D(0,1)f(x, y) = ∂yf(x, y) = −
2x

(x + y)2

D(2,0)f(x, y) = ∂2
xf(x, y) =

−4y

(x + y)3

D(0,2)f(x, y) = ∂2
yf(x, y) =

4x

(x + y)3

D(1,1)f(x, y) = ∂x∂yf(x, y) =
2

(x + y)2
−

4y

(x + y)3
= (2x − 2y)/(x + y)3.



Am Entwicklungspunkt (1, 1) erhalten wir somit:

f(1, 1) = 0, D(1,0)f(1, 1) =
1

2
, D(0,1)f(1, 1) = −

1

2

D(2,0)f(1, 1) = −
1

2
, D(0,2)f(1, 1) =

1

2
, D(1,1)f(1, 1) = 0.

Die Glieder der Taylorreihe bis zur 2. Ordnung sind:

∑

|α|≤2
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(T 3)

Es sei f : R
n → R eine streng konvexe Funktion. (D.h. f((1−t)x+ ty) < (1−t)f(x)+ tf(y)

für alle x, y ∈ R
n.)

Zeigen Sie, dass f höchstens eine lokale Minimalstelle und keine lokalen Maxima besitzt.
Zeigen Sie weiter, dass die Mengen Kc := {x ∈ R

n : f(x) < c} konvex sind.

Lösung: Wir nehmen an, es gäbe zwei Minimalstellen x und y. O.B.d.A nehmen wir f(x) ≤ f(y)
an. Also gilt auch für t ∈ [0, 1], dass f((1− t)x+ ty) < (1− t)f(x)+ tf(y) ≤ f(y). Da y eine lokale
Minimalstelle ist, können wir t ∈ (0, 1) so wählen, dass f((1 − t)x + ty) ≥ f(y) gilt. Damit folgt
aber f(y) ≤ f((1 − t)x + ty) < f(y) ein Widerspruch.

Angenommen f habe ein lokales Maximum x, dann gibt es ein r > 0, so dass f(x) ≤ f(y) für alle
y ∈ B(x, r). Damit folgt aber für r

2ei + x und x − r
2ei, wobei wir einen Einheitsvektor ei gewählt

haben, dass

f(x) <
1

2
f(

r

2
ei + x) +

1

2
f(x −

r

2
ei) ≤ f(x)

was wiederum einen Widerspruch liefert.

Für die Konvexität von Kc seien x, y ∈ Kc, d.h. f(x) < c und f(y) < c. Dann folgt mit der
Konvexität von f , dass

f((1 − t)x + ty) < (1 − t)f(x) + tf(y) < (1 − t)c + tc = c

für t ∈ [0, 1]. Das heißt aber (1 − t)x + ty ∈ Kc für t ∈ [0, 1].


