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Berechnen Sie die folgenden Integrale.
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LOsuNG: (a) Wir benutzen den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.
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(b) Mit Substitution folgt

1 2 1 3 / 4

622 + 4 2 4 1 1

/?ﬁ;dwzz./ (gj?’_'_—$+)dw:2./ Lt =2 10g(t)]* = 2 - log(4).
0 X +2ZL’+1 0 X —|—2ZL’+1 1 t

(c) Partielle Integration liefert
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Damit folgt
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(d) Mit Substitution folgt
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(e) Die Funktion e¥"? ist eine Stammfunktion des Integranden. Also gilt
™ . .
/ e cosxdr = ™7 = 0.
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(T 2)
Es seien a < b€ Rund f : [a,b] — R eine monoton wachsende Funktion. Zeigen Sie, dass
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Losuna: Da f wachsend ist, gilt f(a) < f(x) < f(b) fiir alle x € [a, b]. Damit folgt
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(T 3)

Es sei f : [0,00) — [0,00) eine monoton fallende Funktion mit f(z) “== 0. Zeigen Sie,
dass ¢ : [0,00) — R mit g(x) = sin(z) f(x) uneigentlich integrierbar auf [0, co) ist, d.h. dass
J,” sin(z) f(x) do existiert.

LOsUNG: Es ist klar, dass f sprungstetig auf jedem Intervall [0, b] ist, da f monoton ist. Damit
ist g als Produkt sprungstetiger Funktionen ebenfalls sprungstetig.

Wir teilen das Integral in Intervalle, auf denen die Sinusfunktion keinen Vorzeichenwechsel hat.
(k+1)m

Das heif}t, wir definieren ay := [, sin(z) f(x) dx. Dann gilt a > 0 fir k gerade und a;, < 0
fir £ ungerade. Weiter gilt
(k+1)m (k+1)m
lax| = / sin(z) f(x) dz :/ |sin(z)|f(x) dx
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Da |sin(z)|f(xz) = |sin(x + 7)|f(x) > [sin(z + 7)|f(z + 7) und damit ist (Jax|)ren, monoton
fallend. Auflerdem gilt unter zu Hilfenahme der obigen Ungleichung

lag| < 7f (k) =20,

Also folgt mit dem Leibniz Kriterium fiir Reihen, dass )~ ax gegen ein a € R konvergiert.
Wir zeigen nun, dass das uneigentliche Integral den Wert a hat.

Es sei € > 0. Da die Reihe konvergent ist, gibt es ein K € N mit
n
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fir alle n > K. Es sei nun Ry = K7. Weiter gibt es ein Ry > 0 mit f(z) < o fiir alle z > Ry. Es

sei nun R > max{R;, Ra} + . Dann gibt es ein N € N, so dass N7 < R < (N + 1)7 und damit
gilt
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ay + sin(z) f(z)dz — a

Dies beendet den Beweis.



