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5. Übung

Dieses Blatt enthält die Hausübungen zur 5. und 6. Übung. Ihre Bearbeitungen sind bis
zum 19.5.2008 bei Ihrer Übungsleiterin bzw. Ihrem Übungsleiter abzugeben.

Gruppenübungen

(G 1)

Bestimmen Sie die Taylorreihe mit Entwicklungspunkt 0 der folgenden Funktionen.

(a) f : R
3 → R mit f(x, y, z) = x30y25z10 + 15x2y15z3 + 3y2z2 + 42.

(b) g : R
2 \ {(x, y) ∈ R

2 : x + y = 1} mit g(x, y) = 1

1−x−y
.

Bei Umordnung dieser Reihe in eine Potenzreihe bezüglich x mit Koeffizienten, die von
y abhängen, erhält man für jedes y einen Konvergenzradius. Bestimmen Sie diesen.

(G 2)

(a) Es sei x ∈ R
n und α ∈ N

n ein Multiindex. Beweisen Sie, dass ‖xα‖2 ≤ ‖x‖
|α|
2

gilt.

(b) Zeigen Sie die Leibniz-Regel für Multiindizes:

Sind f, g : R
n → R k-mal stetig differenzierbar, so gilt für |α| ≤ k

Dα(f · g) =
∑

0≤β≤α

(

α

β

)

DβfDα−βg.

Hierbei haben wir
(

α

β

)

=
∏n

i=1

(

αi

βi

)

gesetzt. Außerdem gilt β ≤ α genau dann, wenn

βi ≤ αi für alle i ∈ {1, . . . , n}.

(G 3)

Es sei f ∈ C2(Rn, R) eine homogene Funktion vom Grad 2 (d.h. f(tx) = t2f(x) für alle
x ∈ R

n, t ∈ R). Zeigen Sie, dass f eine quadratische Form also f(x) = xT Ax ist, wobei A

eine n × n Matrix ist. Berechnen Sie A.

Hausübungen

(H 1)

Es sei U = {(x, y) ∈ R
2 : ‖(x, y)‖ < 1} und M ≥ 0. Ferner sei f : U → R dreimal stetig

differenzierbar und T2 das Taylorpolynom zweiter Ordnung von f im Entwicklungspunkt
(0, 0).



a) Zeigen Sie: Sind alle partiellen Ableitungen dritter Ordnung durch M beschränkt, so
gilt

|f(x, y)− T2(x, y)| ≤
4

3
M‖(x, y)‖3, (x, y) ∈ U.

b) Bestimmen Sie das Taylorpolynom zweiter Ordnung der Funktion

f : U → R, f(x, y) = sin

(

x + 2y

2

)

+ cos

(

2x − y

2

)

im Entwicklungspunkt (0, 0) und zeigen Sie, dass für (x, y) ∈ U gilt:

|f(x, y) − T2(x, y)| ≤
4

3
· 2‖(x, y)‖3.

(H 2)

Es sei r > 0 und B(0, r) ⊂ R
n die Kugel um 0 mit Radius r. Weiter sei f : B(0, r) → R

beliebig oft differenzierbar. Die Ableitungen von f mögen einer Abschätzung

|Dαf(x)| ≤ α!a|α|

für alle x ∈ B(0, r) genügen. Zeigen Sie, dass die Funktion mit ihrer Taylorreihe überein-
stimmt, d.h. Rmf(x) → 0 für m → ∞, für alle x ∈ B(0, r), falls der Konvergenzradius der
Reihe

∑∞
k=0

akt
k größer oder gleich r ist.

(H 3)

Berechnen Sie ∆u für die Funktionen

(a) u1 : R
n → R, x 7→ ‖x‖α

2
(b) u2 : R

n → R, x 7→ 1

‖x‖2

eα‖x‖2

wobei α 6= 0 ist. Geben Sie weiter alle Fälle an, in denen die jeweilige Funktion einer
Differentialgleichung ∆u = λu mit λ ∈ R genügt.

6.Übung
Hausübungen

(H 4)

Bestimmen Sie Lage und Art der lokalen Extrema der folgenden Funktionen:

(a) f : R
2 → R, (x, y) 7→ 1

y
− 1

x
− 4x + y,

(b) f : R
2 → R, (x, y) 7→ x2 + y2 − 2xy + 1.

(H 5)

Klassifizieren Sie die kritischen Punkte der Funktionen

fα : R
2 → R, (x, y) 7→ x3 − y3 + 3αxy , α ∈ R

nach Maxima, Minima und Sattelpunkten.

(H 6)

Zeigen Sie, dass die Funktion

f : R
2 → R, (x, y) 7→ 3x4 − 4x2y + y2,

eingeschränkt auf eine Gerade durch den Ursprung, dort ein lokales Minimum besitzt. Ist
der Ursprung lokales Minimum von f?


