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6 Parameterintegrale

Viele Funktionen der Analysis erscheinen als Integrale der Form

oder in der Form ;
F(z) =/ flz,y)dy.
Im zweiten Fall tritt = als Parameter des Integranden f auf.

Wichtiges Beispiel: Laplacetransformierte

Fla) = / fBetdt,  x €0, 00|
0
wobei f : [0, 00[— R stiickweise stetig
Im Folgenden beschranken wir uns auf eigentliche Parameterintegrale:

Satz Es sei D = [a,b] X [¢,d] C R? ein abgeschlossenes Rechteck und f : D — R stetig.
Dann gilt fiir die Integralfunktion

F(x) :—/ flz,y)dy, =€ [a,b]

(a) F ist stetig auf [a, 0]

(b) Vertauschbarkeit der Integrationsreihenfolge

/abF(x)dx:/ab (/Cdf(x,y)dy) dx:/cd (/abf(x,y)dx) dy

(c) Differentiation unter dem Integralzeichen Ist f zusitzlich stetig partiell nach =
differenzierbar, so ist F' nach x differenzierbar mit Ableitung

F'(z) = %(w,y) dy, x € [a,b (6.1)

C

Beispiele

(i) F(z)= [ gt Fr(z) = [T cos(ta)dt, F"(z) = — [[ tsin(tz)dt
(ii) Bessel-Funktionen

I () = —/ cos(xsint — nt)dt, n e Z
0

T
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Mit partieller Integration folgt

1 s
J (z) = ——/ sin(x sint — nt) sint dt
0

™

— _f/ (cost)? cos(x sint — nt) dt + 2/ costcos(xsint — nt) dt
™ Jo ™ Jo

Aulerdem gilt

1 s
J(z) = ——/ cos(wsint — nt)(sint)? dt
0

™

also
22 ) (z) + 2 J (2) + (2° —n?)Ju(2) =0

J,, ist also eine Lésung der Besselschen Differentialgleichung
2%y"(x) + a2y (t) + (2 = n?)y(x) = 0

Hangt im Parameterintegral zusatzlich die Integrationsgrenze vom Parameter = ab, so gilt
statt (6.1):

d @ h(z) of / /
T fevd= | S ey e b @)~ e o) @)

g
Hierbei sind g, h : [a,b] — [c, d] stetig differenzierbar.
Beispiel

Es sei f: R — R stetig und

u(t) = %/0 f(s)sin(k(t —s))ds.

Dann gilt

u'(t) = /0 f(s)cos(k(t —s))ds + %f(t) sin(0 = /0 f(s)cos(k(t —s))ds

—_————
=0

u'(t) = —k/o f(s)sin(k(t —s))ds + f(t)cos(

=1

also ist u Losung der Schwingungsgleichung

u”(t) + K*u(t) = f(t).
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7 Wegintegrale

7.1 Integration eines Vektorfeldes entlang von Kurven

Ein Kraftfeld kann man sich als Vektorfeld
F:R> >R

denken. In jedem Punkt X bestimmt der Vektor F'(X) die Kraft, die in diesem Punkt wirkt.
Die Bewegung eines Massenpunktes durch das Kraftfeld kann durch eine (stetig differenzier-
bare) Kurve X : [a,b] — R? im R3 beschrieben werden. Ist a = tq < t; < --- <t, =
eine Zerlegung Z von [a,b], und beachtet man, dass zur Zeit ¢; der Kraftvektor F'(X(¢;))
auf den Massenpunkt in X (¢;) wirkt, so ist fiir seine Bewegung von X (¢;) zu X (¢;41) durch
das Kraftfeld die Arbeit

(F(X(£:)), X (ti2) — X(t:))

zu verrichten. Summation iiber ¢; liefert die insgesamt verrichtete Arbeit entlang des Poly-
gonzuges X (to), X (t1),..., X (tn):

—

3
|

—

3 (F(X(t:)), X(tiy1) — X(t:)) (F(X(t:), X (t:)) (tis1 — 1)

X(tir1)—X(

¥ .
)X (t:) (tip1—t:) *

I
=)
I
=)

i

Konvergiert die Feinheit §(Z) der Zerlegung gegen 0, also 6(Z) — 0, so konvergiert der bei
der Approximation gemachte Fehler gegen 0 und die Summe auf der rechten Seite konvergiert
gegen das Riemann-Integral

b
[ . x)ar
Dieses Integral beschreibt also die vom Massenpunkt entlang des Weges X verrichtete Arbeit.

Definition Es sei F': D — R" stetiges Vektorfeld, X : [a,b] — D stetig differenzierbare
Kurve. Dann heifit

b
| )Xoy
das Wegintegral von F' entlang des Weges X.

Statt f:(F(X(t)),X(t» dt schreibt man auch

/FdX
w

mit TV gleich der Spur von X, also W = {X(¢) : t € [a, )]}

Merkhilfe
= X(t) also dX(t) = X (t)dt

/ FdX:/Fth
1%

und
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Rechenregeln fiir Wegintegrale
(i) Linearitdt [, (aF + G)dX = o [, FdX + 3 [, GdX

(i) Umkehrung der Integrationsrichtung Bezeichnet —1¥ den Weg TV in umgekehrter

Richtung, so folgt
/ FdX = —/ FdX
W w

(iii) Ist X : [a,b] — R™ stetig und stiickweise stetig differenzierbar und a =ty < t; <
- < t, = b Zerlegung von [a,b], so dass X :]t;_1,t;|— R" fortsetzbar zu stetig
differenzierbarer Kurve X; auf [t;_q,t;] fir i = 1,... n, so definiert man

FdX = /FdXi.

Hierbei bezeichnet W; die Spur des i-ten Teilstiicks X;.

(iv) | [,y FdX| < L(X) max{||F(X(t))|| : t € [a,]}

Interpretation Die gesamte vom Massenpunkt entlang der Kurve X zu verrichten-
de Arbeit kann abgeschatzt werden durch die Weglange L(X) multipliziert mit dem
Maximum der Betrdge der angreifenden Krafte.

Beispiele 7.1 (i) Isolierter Wirbel

1 —y
F(x,y) = auf  R?\ {0
@)= |, \ {0}
......... 04
vl
LIO—E_A -~
<<<<<<<< ¢
IR e
. oo | 1.(3'_2 } \\/*)‘ t 0!2 0.4
\\\\\\\ Al S e i i . . '
S
........ N
cost

Essei X(t) =r , t € [0,2r], der Weg entlang der Kreislinie mit Radius » und

sint
Mittelpunkt 0. Dann gilt

27 I _gint]” [—sint
[rax= [T e
W 0 cost cost
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2
(ii) Es sei F(z,y) = [Big)y] € R?. Wir integrieren F entlang des Weges von 0 nach {ﬂ

und zwar einmal entlang

und einmal entlang

Dann folgt

/Wle)Q:/Ol Lgrm dt—|-/12 {S(tl—l)rm o
/WQ FdX, = /01 [8%’ m dt+/12 [?zsﬁt__ll));r H dt = /123(t—1)2dt = (t-1)° =1

Auch entlang des Weges X3(¢) = t[1,1]7, t € [0, 1], erhalt man

1 37T 1
FdX; = 3 1 dt = | 43dt =t*|}=1
3 1 0
Ws 0 0

Solche Wegintegrale, deren Werte nur von Anfangs- und Endpunkt, nicht aber vom
eigentlichen Weg dazwischen abhingen, heilen wegunabhingig.

7.2 Potentialfelder

Definition Ein Vektorfeld F' : D — R"™ heilt Potentialfeld (bzw. konservativ, bzw.
Gradientenfeld), falls eine partiell differenzierbare Funktion ¢ : D — R existiert mit
F = gradyp. ¢ heift Stammfunktion und U := —¢ heillt Potential.

Das Vorzeichen vor dem Potential U ist dabei so gewahlt, dass F' = grad ¢ = — grad U
stets in Richtung des stirksten Potentialabfalls zeigt.

2
Beispiele 7.2 (i) Das Vektorfeld F(x,y) = {3i3y} aus Beispiel 7.1 (ii) ist ein Potenti-

alfeld, denn

F(z,y) = grad o(z,y) fur o(x,y) =2%y.

(i) Das Vektorfeld F/(z,y) = ﬁ {_xy} aus Beispiel 7.1 (i) ist ebenfalls ein Potentialfeld,

wenn man als Definitionsbereich R? \ { [ﬂ L r = 0} wahlt, denn:

F = grad ¢ fur ¢(x,y) = arctan (Q) .
x
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Methoden zur praktischen Berechnung einer Stammfunktion ¢ aus F werden wir spater
kennenlernen. Zunichst jedoch zeigen wir fiir Potentialfelder die Wegunabhangigkeit.

Satz (1. Hauptsatz fiir Kurvenintegrale) Es sei D C R", F' : D — R" ein stetiges Potenti-
alfeld mit Stammfunktion . Weiter seien A, E € D zwei Punkte. Dann gilt fiir jede stetig
differenzierbare Kurve X : [a,b] — D mit X(a) = A, X(b) = E:

/ FdX = o(E) — o(A) (7.1)
w

Beweis Die Funktion t — (po X) (), [a,b] — R ist stetig differenzierbar nach ¢ mit
Ableitung
d )

SlpoX) ()=

Damit ist nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

[ pax = [TPexan i@ = [ 500 X) (@) dt = p(XO)=plX (@) = ol E)=4(A).

Bemerkungen

(i) Fiir einen geschlossenen Weg ist p(F) = p(A) und damit das Wegintegral

/FdX:O
W

(ii) Fiir Potentialfelder ist das Wegintegral mit Hilfe der Stammfunktion ¢ einfach gemaR
der Formel (7.1) zu bestimmen.

(iii) Ist ¢ Stammfunktion von F', so auch ¢ + ¢ fiir jede Konstante ¢ € R

Beispiele 7.3 (i) In der Situation von Beispiel 7.1 (i) ist das Wegintegral [, F dX ent-
lang des geschlossenen Weges

X(t) =r [sin(t)] € [0,2q]
nicht 0. F ist also kein Potentialfeld auf R?\ { 0 }.

Schrinkt man den Definitionsbereich von F' ein auf Dy = R? \ { B] L r = O}, so

ist ' jedoch ein Potentialfeld (siehe Beispiel 7.2 (ii)) mit Stammfunktion ¢(x,y) =
arctan (£). Man beachte, dass der Weg X nicht in Dy verliuft. Es ergibt sich also
kein Widerspruch zum Satz.
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2
(i) F(z,y) = [Bigy] ist Potentialfeld mit Stammfunktion ¢(z,y) = x3y. Fiir jeden stetig

differenzierbaren Weg X : [a,b] — R? von [8] nach {ﬂ gilt also

/ FdX = o(1,1) — 0(0,0) = 1.
W
Dies erklart Beispiel 7.1 (ii).

Fiir Potentialfelder F' sind Wegintegrale besonders einfach mit Hilfe einer zugehérigen Stamm-
funktion zu berechnen. Es ist daher von groRem Interesse, fiir ein gegebenes Vektorfeld F
entscheiden zu konnen, ob es ein Potentialfeld ist oder nicht.

Fy
Wir kdnnen ein zugehdriges Entscheidungskriterium wie folgt ableiten: Ist F' = | : | ein
F,
Potentialfeld, also /' = grad ¢ auf D und ist F stetig partiell differenzierbar, so folgt

an 8230
8.7?]' (x) N 0%81:1 (x) ’

l<u,j<n
die Stammfunktion ¢ ist also zweimal stetig partiell differenzierbar und die Reihenfolge der

partiellen Ableitungen vertauschbar, d.h.

O y= T2 ()= T2 4y 9Fi,
(933]- N 8:1:]8:151 N 63:10:16] N al’l ’

1<4,7<n

Damit haben wir eine notwendige Bedingung an ein stetig differenzierbares Vektorfeld F'
gefunden, so dass F' Potentialfeld ist. Umgekehrt |asst sich jetzt hieraus auch ein hinrei-
chendes Kriterium ableiten.

Definition Eine Menge M C R"™ heilt sternférmig, falls es einen Punkt S € M gibt, so
dass fiir jedes € M die Verbindungsstrecke zwischen S und X

{1=¢t)S+tX : te]0,1]}
ganz in M liegt.
Beispiele
e R™ ist sternformig, ebenso U.(X) fiir beliebige X € R™.

e R"\ { X } ist nicht sternformig!

Satz (2. Hauptsatz fiir Kurvenintegrale) Es sei D C R™ offen und sternférmig, F' =
[Fy,...,E)T © D — R™ stetig partiell differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt: F' ist ein
Potentialfeld, genau dann wenn

OF,  OF,
8!Ej B 8ZEZ

fir 1<i,j<n (7.2)

auf D.
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Bemerkungen

(i)
(ii)

(iii)

Die Bedingung (7.2) heilt Integrabilitatsbedingung.

Erfillt ' die Integrabilitdtsbedingung (7.2), ist D jedoch nicht sternférmig, so kann
man den Hauptsatz zumindest auf sternférmige Teilmengen von D (z.B. e-Umgebungen)
anwenden.

Spezialfille n = 2,3

n =2

Aquivalent zu (7.2) ist g—]; = %-

n=23
F1(1171,$2,SU3)
F($1,$2,$3) = FQ(ZL’l,IQ,l’g)
F3(xq, 29, x3)

Aquivalent zu (7.2) ist
oF, 0F, 0F, 0F; 0F, O0OF;

8@ 81‘1 ’ 61’3 8:701 ’ 6133 8:702

. . 3y ;
Beispiele 7.4 (i) F(z,y) = e erfiillt (7.2), denn

a_(x7y> = 3ZE2 = a_(x7y)

(i) Fla,y) = - {ﬂ erfiillt (7.2) auf R2\ { 0 }, denn

$2+y2
oF, —1 29/ y? — 22
—(z,y) = 2 st 73 N2 (2 2)2
dy pr4y? o (2?2 (22 +y?)
5)F2( ) 1 222 y? — a2
—(z,y) = — =
O Y 2242 (22422 (a2 + g2

Folglich ist F' ein Potentialfeld auf jeder sternférmigen Teilmenge von R?\ { 0 }.

7.3 Praktische Berechnung von Stammfunktionen
(A) Fall n =2 Gegeben ist
P(x,y)}
F —
(:9) [Q(fc,y)
mit der Integrabilitdtsbedingung
oP _0Q

gy Or’
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Gesucht ist eine Funktion ¢ mit

Oy Oy
P_(?x’ Q_E?y

0
Ansatz Aus P = % folgt

o(r,y) = /P(x,y)dfc +9(y)

fir eine noch zu bestimmende Funktion g. Ist ¢ differenzierbar, so folgt

Q(r,y) = g—z(%y) - (%/P(%y) dr + g'(y)

und Auflésen nach ¢'(y) liefert

() = Qa.y) — (% / Pla.y) de

Beispiel

F(z,y) = 2cos(z? + %) B]

erfiillt die Integrabilitdtsbedingung (7.2). Fiir die Stammfunktion machen wir den Ansatz

S

o(z,y) = / 2 cos(a® + 47) do + gly) = sin(e® + ) + g(y)

-~

= %sin(m2+y2)

Dabei ist ¢ zu bestimmen durch

d (y) = 2y cos(z* + y*) — (% sin(z® +y*) = 0.

Es folgt ¢ = ¢ und somit
o(x,y) = sin(z? + y*) + c.

(B) Fall n = 3 Gegeben ist

F('rawa): FZ(xai%Z)

Fg(.’L’,Z/,Z)

Fi(z,y, z)]

mit der Integrabilitdtsbedingung
OFy, 0F, 0F, O0F; 0F, O0F;

oy oxr = 0Oz oxr = 0Oz oy

Gesucht ist eine Funktion ¢ mit

0 e 0y
Fl_al'7 FQ_aya F3_82

10
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Ansatz Aus I} = g—‘i folgt

o(z,y,2) = /Fl(x,y, z)dx + g(y, 2)

fiir eine noch zu bestimmende Funktion g(y, ). Ist g partiell nach y differenzierbar, so folgt

0 0 0
Ry(e.y.9) = SE@.2) = a—y/w,y,z) o+ 500y,

und somit 5 5
g — -
8y(yaz) —Fg(x,y,z) ay/Fl(x>yaz) dx (73)
Wegen der Integrabilitdtsbedingung
or, _or,
or Oy

hdngt die rechte Seite von (7.3) nicht von = ab. Wir kdnnen also schreiben

0
h(y,Z) = F2($,y,2’)—a—y/F1(ZE,y,Z)d$

Integrieren von h bzgl. y liefert

9(y,2) = / h(y, z) dy + 1(z)

mit einer noch zu bestimmenden Funktion [. Einsetzen fiir g liefert

o(r,y,2) :/Fl(xa%Z) dw+/h(y72) dy +1(2)

und ist [ differenzierbar, so folgt wegen g—f = F3 hieraus

/ 0 0
l(Z):F3(33,’y,2)—&/Fl(ﬂf,y,2>dl’—$/h(y,2)dy

Beispiel 7.5
2zy + 1
F(r,y,2)= | 2+ 2
y+1

erfiillt die Integrabilitatsbedingung (7.2). Es ist 2°y-+x ein unbestimmtes Integral [ Fy(z,y, z)dz
und damit

o(x,y,2) =2’y + 2+ gy, 2).

Fiir die partielle Ableitung g—z haben wir

0
a—z(y,z) =2+ 2z -2 =z=:h(y,2)

und da zy ein unbestimmtes Integral [ h(y, z)dy ist, folgt

9y, 2) = zy +1(2)
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mit
l')=y+1—y=1.
Hieraus folgt I(z) = z + ¢, also

9y, 2) =zy+z+c

und schlielich
o(r,y,2) =2 y+x+29y+2+c.

(C) Eine weitere Methode zur praktischen Berechnung von Stammfunktionen die in jeder
Dimension funktioniert, ist die Integration entlang geeigneter Wege.

Dazu wahlt man einen Punkt A € D aus. Da die Menge D sternformig beziiglich eines
geeigneten Punktes S ist, wahlt man flir A geeigneterweise einen solchen Punkt S. Andere
Punkte aus D sind aber genauso zul3ssig. Zu gegebenem Punkt E € D wahlt man dann
einen beliebigen stetigen, stiickweise stetig differenzierbaren Weg X in D, der A mit E
verbindet:

X :[0,1] — D, X0)=A4, X(1)=FE.

Dann setzt man

o(E) ::/FdX <:/01<F(X(t),X(t) dt) (7.4)

wobei die letzte Gleichheit fiir stetig differenzierbare Wege X gilt.

Wichtig Das Integral auf der rechten Seite von (7.4) ist unabhangig vom gewihlten Weg.
Dies wird durch die Integrabilitdtsbedingung an F' und die Sternférmigkeit des Gebietes D
erreicht.

Beispiel Wir betrachten nochmal das Beispiel 7.5, also
22y + 1
F(z,y,z)= | 2+ 2
y+1
Dannist zu A=0und X = [z,y,2]T € R?
X(t)=tX, tel0,1]

ein 0 mit X verbindender Weg, also

o) = [ Fax = [(FOx(e), o)

= / ((2tPzy + 1)z + (2 + tz) y + (ty + 1)z) dt
0
2

= —1° —|—x+lx2 —l—lz —l—l z+z
3 Y 3 Y 29 2y

=2*y+a+zy+z

Stammfunktion zu F.
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8 Integrale im R”

8.1 Das Riemann-Integral im R"

Wir betrachten zunéchst im Falle n = 2 eine nichtnegative stetige Funktion f : [a,b] X [¢,d] —
—_——

=1
[0, 00]. Wie berechnet man das Volumen V' des dreidimensionalen Korpers mit Grundflache
la,b] x [c,d], dessen Hohe von dem Funktionsgraphen von f bestimmt wird?

Zur Naherung wahle eine Zerlegung Z von [a,b] X [c,d] in n Rechtecke I} der Form
[k = [CLk,bk] X [Ck,dk] 1< k <n

die sich bis auf Randpunkte nicht iiberlappen und die ganz I = [a, b] x [c, d] ausschopfen,

also .
I= U I,
k=1

Fiir jedes Teilrechteck I, sei
e m; das Minimum von f auf I,
e M, das Maximum von f auf I,

Hierzu bilden wir die Untersumme von f bzgl. Z

sp(Z) = my- | Il
k=1

wobei |I),| = Flache des Rechtecks Iy, also |Ii| = (br—ay)-(dx—cy) fiir I, = [ag, bi] X [cx, di].
Somit ist my, - |Ix| das Volumen des Quaders mit Grundflache I, und Hohe my

Analog bilden wir die Obersumme von f bzgl. Z
SH(Z) = M- |I|.
k=0

Dann gilt offensichtlich
$1(2) <V < 8,(2).

Verfeinert man Z durch weiteres Unterteilen der Rechtecke I, so wachst die Untersumme
und fallt die Obersumme.

Es sei
0(Z) = grolte Flache eines Teilrechtecks von Z = max {|l;| : 1 <k <n}

die Feinheit der Zerlegung ~7.
Lasst man 0(Z) gegen 0 konvergieren, so konvergieren die Folgen der Untersummen und die
Folgen der Obersummen gegen den gemeinsamen Grenzwert V', d.h. es gilt

lim sp(Z)= lim Sp(Z)=V.

0(Z)—0 0(Z)—0
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Wichtig Der Grenzwert V' ist unabhangig von der Wahl der Folge der Zerlegungen Z.

Beispiel f(z,y) = zy auf I = [0,1] x [0,1]. Zu n € N wahle Zerlegung in n? Teilrechtecke
k—1 /{:] {l -1 1

,— | x
n 'n

Iy = {

also

Offenbar ist

k -1 kl
( 715 ) < f(l’,y) S ﬁ auf Ikl
——
=mg, =MEl
und damit
n n 1 n n
sy(Z) = WIS =i (k—1)(1—-1)

k=1 =1 —(k‘vfél‘” - k=1 1=1
n—1 n—1

1 1(n—1)2 1

PN :_<”n2 L
k=0 1=0
—
:(%(n—l)n)2
Analog zeigt man
(n +1)% 1 ;
NI R R e
=1 1=1 k=1 1=1
n2 Tl
_(%(n—f—l)n)z

Wir kénnen den Fall n = 2 auf allgemeine Dimensionen iibertragen: Fiir Punkte

3] by

mit a; < b; definieren wir das abgeschlossene n—dim. Rechteck

xy
I'=[AB=<{X=|:|€eR":aq; <z <hfirl<i<n

)

T
= [Cll,bl] X [ag,bg] X X [an,bn].

Mit |I| := [[,_,(bx — a) bezeichnen wir das n—dimensionale Volumen des Rechtecks
I. Eine Zerlegung Z von [A, B] ist eine endliche Folge von Rechtecken I1,..., Iy, die sich
bis auf Randpunkte nicht iiberlappen und fiir die gilt

N
Bl =JIL.
k=1
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Zur Zerlegung Z bilden wir die Untersumme von f

N
sp(Z) =Y my-|Ii]
k=1
und die Obersumme von f
N
SH(Z) = M- |L|
k=1
wobei
my = Minimum von f auf I,
My, = Maximum von f auf I},
Wie im Falle n = 2 sei

d(Z) = groRtes n-dim Volumen eines Teilrechtecks von Z = max{|I;| : 1 <k < N}

die Feinheit der Zerlegung 7.

Definition Es sei f : [A, B] — R eine beschrankte Funktion. Gilt dann

= li Z) = 1i Z
Ve = e, )

so heift f (Riemann-) integrierbar (auf [A, B]) und der gemeinsame Grenzwert V' der
Unter- bzw. Obersumme heifit das (Riemann-) Integral von f (auf [A, B]).

Schreibweise
flzy, . . xn)d(zy, ... x,) =V

[4,8B]

Satz Es sei f : [A,B] — R stiickweise stetig (d.h., es gibt eine Zerlegung [A, B] =
Ur_,[A, Bi], so dass f auf |A, B[ stetig und stetig fortsetzbar auf [Ay, By] fiir alle k).
Dann ist f Riemann-integrierbar.

Rechenregeln
(i) Linearitat

/ (af(x1, ... xn) + Bg(xy, ... x,)) d(xy, ..., xy)
[4,B]

=« flzr, . xn)d(xy, ... x,) + 0 g(xy, .. xp)d(xy, ..., xy)
[A,B] [A,B]
(i) Additivitat Fiir [A, B] = I; U5, wobei Iy, I, bis auf Randpunkte disjunkte Rechtecke,
gilt

= floy, ..o xn)d(y, ... x,) = flz, ..o xn)d(z, ... xp)
[A,B] Il

+ [ flxy, ... x,)d(xy, ... xy)
12
(iii) Monotonie f < g auf [A, B]

— f(xl,...,xn)d(xl,...,a:n)g/ g(xy, .. xp)d(xy, ... xy)
[4,B]

[A,B]
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8.2 Praktische Berechnung - iterierte Integrale

n=2:Essei f: [a,b] X [c,d] — R (Riemann-) integrierbar.
—_——

=1
Dann gilt

e Existiert fiir alle x € [a, b] das Riemann-Integral

d
/ fz,y)dy
C
so existiert das iterierte Integral

[ ([ )
[remae= [ ([ sn)

e Analog gilt: existiert fiir alle y € [c, d] das Riemann-Integral

b
/ flz,y)dx
a
so existiert das iterierte Integral

/cd(/abf(x,y)dx)d
freaien=[([ seni) o

und es gilt

und es gilt

Bemerkungen

(i) Die Voraussetzungen sind insbesondere dann erfiillt, wenn f stetig ist auf I = [a, b] x
[, d].

(i) Hat f(x,y) = g(x)h(y) Produktform und sind g, h integrierbar (z.B. stetig), so ist

/] f(z,y)d(z,y) = / g(@)h(y) d(z,y) = / gla) da / by dy.

(iii) Durch Induktion nach n kdnnen auch n—dimensionale Integrale durch iterierte Integrale
praktisch berechnet werden: obige Aussagen lassen sich sinngemal auf den Fall n > 3
iibertragen.
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Beispiele

i) [;cos(2x +y) d(z,y) fir I =[0,7] x [0, 5]

cos(2z + y) ist stetig auf I, also integrierbar, und damit gilt

/008(2:10 +y)d(z,y) = / /2 cos(2x +y)dy | dx
I 0 J

0
N

v~

jus
=sin(2z+y)|32

= /07T (sin <2:1:' + g) - sin(2x))> dx

1 1
= —— o8 <2x + g) H +§ cos(2x) |§

2
1 (5) 1 m 1 1
=——cos | =7 | += cos (—) +=cos(2m) —= cos () =
N
NACARRNCIAREE el
=0 =

(i) Essei I =[0,1] x [0,2]. Dann gilt mit g(x) = z* und h(y) =
/ Ly de) = [ o [nay=j32=2
)h(y)

(iii) Essei I =10,1] x [0,2] x [0,3]. Dann gilt

1 2 3
/62““32 d(z,y,z) = / e** dx / e¥ dy / e3* dz
I 0 0 0

—e2% .Y .32
~ 9 lo-¢? [o '3 o

L, 2 L 9
:5(6 —1)-(e —1)-§(e -1).

e Essei I =[0,1]. Dann gilt

1 1 1
/(x+y+2)2d(x,y72)=/ / /(x+y+z)2dz dy | dx
I 0 0 0 y

L)~ (40)?)

1

D [(z+2)* =2(z+ 1)+ 2] da

I
o\

o L@ +2)7 [y =2(z +1)° |y +2° [o]

; 150 5
(3°=3-2°+3) = w0 "3

I
IHCDIH

D
]

0.

17
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8.3 Das Riemann-Integral iiber kompakte Mengen

Statt n—dimensionale Rechtecke [A, B] kann man Funktionen auch iiber kompakte Mengen
integrieren. Dazu definieren wir zu gegebener Teilmenge K C R”™ die Funktion

() 1 fallsze K
xT) =
K 0 fallszé K

Die Funktion 1 heit Indikatorfunktion oder charakteristische Funktion der Menge
K.

Definition Es sei K C R"™ eine kompakte Menge, f : K — R beschrankt und I = [A, B|
das kleinste n—dimensionale Rechteck, das K enthalt. Ist dann die Funktion

flz) firze K

g 1 R,
ol = J’H{o fiir v € I \ K

Riemann-integrierbar auf I, so heilt f (Riemann-) integrierbar auf K und man setzt

/Kf(arl,...,a:n)d(xl,...,xn) = /IK(f-1K)(a:1,...,xn)d(:vl,...,;r:n)

Linearitat und Monotonie des Riemann-Integrals iiber n—dimensionale Rechtecke iiber-
tragen sich auf Integrale iber kompakten Mengen. Dariiber hinaus gilt die

Additivitat Ist f integrierbar auf den kompakten Mengen K, K, so ist f auch integrierbar
auf K U K. Sind K, und K, nicht iiberlappend, d.h. haben sie hdchstens Randpunkte
gemeinsam, so gilt

/ flry, .o xn)d(zy, ... x,) = flzy, .o xn)d(zy, ... xy)
KiUK> K

+ flxy, ... x,)d(zq, ... xy)
K>

Ein kompakte Menge K, fiir die insbesondere ihre charakteristische Funktion 1y integrierbar
ist, heilt messbar. Ist f : R” — R stetig, K C R"™ messbar, so ist f Riemann-integrierbar
tiber K.

Bemerkung Fiir f =1, also f(z1,...,x,) =1, l3sst sich

/ ld(xy,...,2,)
K

als n-dimensionales Volumen der Menge K interpretieren. Ist K messbar und fK ld(zy,...,x,) =
0, so heilt K Nullmenge.

Beispiele fiir Nullmengen
Jedes n-dimensionale Rechteck der Form

I=1la, ] x ... x{a;} x ... % [a,,b,]
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also jedes n-dimensionale Rechteck, bei dem eine oder mehr Seiten zu einem Punkt zusam-
mengezogen sind, ist eine Nullmenge, denn

/]1d(x1,...,mn)—(bl—al)-...-(ai—ai)-...-(bn—an)—O.

Einzelne Punkte sind Nullmengen, ebenso Vereinigungen von Nullmengen, d. h.

K1, K3 Nullmengen = K; U K5 ebenfalls Nullmenge.

Ist K kompakt, f : K — R stetig, so ist der Funktionsgraph
Iy ={(z,f(z)) : X € K} cR""!

eine Nullmenge.

Wichtig Ist K eine Nullmenge und f integrierbar auf K, so ist
/ flxy, ... xy)d(zq,...,2,) =0.
K

8.4 Praktische Berechnung iiber Normalbereiche

(A) Normalbereiche im R?
Definition Es sei K C R? eine kompakte Menge.

(i) K heilt y-projizierbar, falls es zwei stetige Funktionen g,/ : [a,b] — R gibt mit

k= {10 v <ni) o e o)

Y

(i) K heilt x-projizierbar, falls zwei stetige Funktionen [, 7 : [c,d] — R existieren mit

K= {m ly) <z <rly),ye [ad]}

Y

(iii) Ist K z— oder y—projizierbar, so heillt K ein Normalbereich.

(iv) K heiBt regular, falls die berandenden Funktionen g, h (bzw. [, r) stetig differenzierbar
sind.

Satz Ist K ein Normalbereich und f : R? — R stetig, so ist f integrierbar auf K und es
gilt mit den Bezeichnungen obiger Definition:

e Falls K y—projizierbar ist:

b h(zx)
/Kf(ar,y)d(x,y)z/ ( " f(ﬂ?,y)dy) dx
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e Falls K z—projizierbar ist:

| famiey = [ d ( / (l()) f(@,9) da:> dy

Beispiele 8.1 (i) Flache eines Kreisringes mit innerem Radius 7 und duerem Radius R

o~ {f] < [E]l <

K ist kein Normalbereich, jedoch kénnen wir K in zwei nur am Rand iiberlappende
Normalbereiche gleicher GroBe aufteilen: K = K, U K_ mit

(e e

K, (bzw. K_) sind y—projizierbar mit

0 fir z € [-R, —r]
g(x) = r2—ax?  fur]—rr
0 fir z € [r, R]

und h(z) = VR? — 22 fiir z € [—R, R] fir K. Folglich betragt die Fliche A, der
oberen Hilfte

A, = /_ o / e gy dy | e = / ) - o) de

R g(x) -R
A >
VvV

h(z)—g(x)

+R +r T T T
= VR —z?2dx — \/Tz—mzdx:§R2—§r2:§(R2—r2)
R

—-r

Folglich ist die Fliache des Kreisringes K gleich w(R? — r?).

(i) Berechnung von Schwerpunkten Fiir eine messbare kompakte Menge K C R? ist
der Schwerpunkt [xs] definiert durch

.
rs=— [ xd(x,y).
K] S "

Hierbei bezeichnet | K| die Flache von K, also

K= [ LGy,

Ist K speziell ein Normalbereich der Form

K:{m :ogygh<x),xe[a,b]}

Y
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so errechnet man als Schwerpunkt

b rh(z) 1 b
/ / xdy | de = —/ xh(z) dx
a JO |K| a
—_——
zh(x)
/ /h(w)
Ys = ydy | de = / )2 dx .
K] 2|K|

% (z)?

Der geometrische Schwerpunkt eines solchen Normalbereiches ist also der Punkt

[K] f (h(z))?dz| (" h(z)de fb(h( ))? dz

Speziell Schwerpunkt eines Halbkreises mit Radius R
h(z) = m z € [-R, R
Ty = NRQ a:\/m dr =0

2 +R32 2 dr = L;[2R% — 2R¥) =

Ys = 7rR22 3

Der geometrische Schwerpunkt hat also die Koordinaten {‘BE}
3w

(B) Normalbereiche im R?

Im folgenden betrachten wir Normalbereiche K C R3. Riumliche Normalbereiche sind analog
definiert zum zweidimensionalen Fall:

Definition Es sei K C R? eine kompakte Menge. K heilt Normalbereich bzgl. der
xy-Ebene, wenn es

e zwei stetige Funktionen g, h : [a,b] — R, sowie

e zwei stetige Funktionen u,v : A := { [gﬂ s 9(z) <y < h(x),z € |a, b]} — R
gibt, so dass
x
K=< |y| :ulr,y) <z<o(ry),gx) <y < h(r),r € la,b]
z —A

Entsprechend definiert man Normalbereiche bzgl. der xz-Ebene und bzgl. der yz-Ebene.

Sind die berandenden Funktionen g, A und u, v zudem stetig differenzierbar, so spricht man
von reguldren Normalbereichen.
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Beispiel Eine Kugel

=
I
<

cat i+ 22 < R?

ist ein Normalbereich bzgl. der zy-Ebene mit

g(x) = —h(x) = =V R? — 22 auf [-R, R]
VR — 22— 2.

Weitere Beispiele fiir Normalbereiche sind Quader.

£
8
Y

I

|
I~
—
8
s

I

Satz (Integration iliber rdumliche Normalbereiche)

Ist K ein raumlicher Normalbereich bezgl. der zy-Ebene und ist f : R® — R stetig, so ist f
integrierbar iiber K und es gilt mit den Bezeichnungen der obigen Definition:

v(z,y)
/f$y, (r,y,2 // / fx,y, z)dzdydz .
(z) (z.y)

Beispiel Volumen V' der Kugel K mit Radius R
VRZ 22 RQ—xQ—y
V= /1d$ Y, 2 / / / 1dzdydx
R27I27y
R2—$2
= 2/ / dy dx
VRZ—z2
4
= 7T/ VR? —2?dx = §7TR3
-R

Anmerkung Einfacher gelingt die Berechnung des Volumens mit Hilfe von Kugelkoordinaten
(siehe Abschnitt 8.6).

8.5 Der Gaullsche Integralsatz fiir die Ebene

Der Gaullsche Integralsatz stellt eine Beziehung zwischen einem Doppelintegral iiber ein
Gebiet und einem Wegintegral langs dessen Randkurve her.

Zur Erinnerung Ein Normalbereich K C R? heiRt regulir, falls die berandenden Funktio-
nen g,h : [a,b] — R (bzw. [,r : [a,b] — R) stetig differenzierbar sind.

Ist K ein reguldrer Normalbereich, so lasst sich der Rand 0K von K durch stetig differen-
zierbare Kurven parametrisieren.

Beispiel K y-projizierbar, also
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Wir kénnen als Parametrisierung des Randes also die Zusammensetzung der vier Kurven

Xl(t) .
Xg(t) .

[t,g()]" fiirt € [a,b], Xa(t) := [b,th(b) + (1 —1t) g(b)]" fiir t € [0,1]
[t, h(t)]" fiir t € [a,b], Xu(t) :=[a,th(a)+ (1 —t)g(a)]” fiirt € [0,1]

wahlen. Es gibt also einen stetigen, stiickweise stetig differenzierbaren Weg X, der den
Rand von K positiv orientiert durchlduft. Dabei bedeutet positiv orientiert, dass der Rand
entgegen des Uhrzeigersinns durchlaufen wird, d.h. beim Durchlaufen des Randes liegt das
Gebiet immer links. Das bedeutet in diesem Falle, dass die Wege W3 und W, zu X3 und X,
in umgekehrter Richtung durchlaufen werden miissen, dh

/FdX: FdX+/ FdX—l—/ FdX—i—/ FdX
oK Wy Wo —Ws3 —Wy

:/ FdX+/ FdX — FdX — FdX.
Wy Wo Ws Wy

Satz (GauBscher Integralsatz fiir die Ebene)
Es sei K C R? wie oben, F = [F}, [5]7 : D — R? stetig differenzierbares Vekorfeld, wobei
D C R? offene Teilmenge, die K enthilt, also K C D. Dann gilt

/K <% - %—};> d(z,y) = /8KFdX (8.1)

wobei der Rand 0K von K positiv orientiert zu durchlaufen ist.

Beispiel Berechnung der Flache von K
K und X(t) = [z(t),y(¢)]" wie im Satz. Dann folgt

T

1 _
Flache vonKZ’K’:§/ [ y] -dX
0K

;i (8.2)
1 . .
—5 | =00 - vy as
Merkregel Mit dx(t) = @(t) dt und dy(t) = y(t) dt folgt
1
|K| = —/ xdy —ydx
2 Jox
Herleitung von (8.2) Anwendung des GauRschen Integralsatzes auf F(z,y) = [—y,z|T
liefert, wegen % — 88—121 =2,

0F, 0F ,
— - = 2. Flach K.
/K ( pe (9y) d(z,y) dche von

Mit dem Gaulschen Integralsatz ldsst sich also der Flacheninhalt von K als Wegintegral
entlang des Randes 0K berechnen.

Illustration
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e (i) Ellipse K mit Hauptachsen der Lange 2a und 20b fiir a,b > 0

“={L] Fe e

K ist ein Normalbereich und darstellbar in der Form

k{1 s o0 <y <h o€ baa)

o) = =1 = 2 — i),

Eine positiv orientierte Parametrisierung des Randes ist somit

X(t) = {a cost] 7

bsint
also (F(X(t)), X(t)) = ab und daher

mit

€ [0, 27]

1 1 2m
Flache der Ellipse = —/ FdX = —/ abdt = wab .
2 Jok 2 Jo
e (ii) Hypozykloide K mit Randkurve

x =[] obo xt0 =3[ nertl] v enas

1 _
wtf ]
2 Jog LT

Folglich

1 2
= 5/ 3 ((sint)*(cost)® + (sint)*(cost)*) dt
0
2m
= §/ (sint)*(cost)*dt = §7T
2 J, 8

Ist X = [z, y]" wie oben eine positive orientierte stetig differenzierbare Parametrisierung des
Randes, so beschreibt
1 .
X @) A

die (duBere) Normale an K im Punkte X (¢).

Ist dann F' = [ F } so folgt
B

% - %—ﬁ; = divF,  (F(X(0), NX@)) X @) = (F(X (1), X(1))
(mit div F(z,y) = (13 y) + (:c y)) und damit bekommt der GauRsche Integralsatz
(8.1) die Form

/K div F(;c,y)d(x,y):/aK@,N) dX

Wir werden den Satz in dieser Form auf rdumliche Bereiche im letzten Kapitel verallgemei-
nern.
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8.6 Die Substitutionsregel
Die Substitutionsregel fiir das eindimensionale Riemann-Integral besagt, dass
9(

b)
f(y)dy

g(a)

/ Flo(2)g' (@) dx =

fir eine stetig differenzierbare Funktion g. Ist ¢’ > 0 (oder ¢’ < 0), so kdnnen wir diese
Identitdt auch wie folgt schreiben:

F(9(2))\g (2)|dx = / F(y)dy

[a,b] 9([a;b])

Unser Ziel in diesem Abschnitt ist eine Verallgemeinerung auf n—dimensionale Riemann-
Integrale. Dabei ersetzen wir [a,b] durch eine kompakte messbare Menge K' C R"™ und ¢
durch eine Abbildung

a

mit folgenden Eigenschaften:
e U,V offen,
e g ist bijektiv,

e ¢ und die Umkehrabbildung ¢! : V' — U sind stetig differenzierbar.

Mit Jy(x) = (891' (21, ... ,xn)> bezeichnen wir die Funktionalmatrix der Abbildung

O 1<ij<n
g. Dann heiBt die Determinante der Funktionalmatrix

det Jy(x)
die Funktionaldeterminante.

Satz (Substitutionsregel): In der obigen Situation sei f : K — R stetigund K C V.
Dann folgt

/f(yl,...,yn)d(yl,...,yn):/ flg(zy, ... zn))|det Jy(xq, ... z0)|d(21, ..., T0)
K g 1K)

Hierbei bezeichnet

die Urbildmenge von K unter der Abbildung g.

Wichtige Spezialfille
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(A) Polarkoordinaten (im R?)

U =10, 00[ x ]0, 271, V=R2\{m : y=0,9€20}'91U—>Vv m ~ [ZZ?E?]

cos —Trsine
sinp rcosy

ol ) = [ } o |det Jy(r, ) =7

Ist also K’ C V kompakt, und f: K — R stetig, so folgt

/ f(x,y) d(z,y) = / F(rcos o, sin p)r d(r, )
K g~ 1K)

Beispiel K sei halbes Kreissegment mit innerem Radius R; und duRerem Radius R;.
In Polarkoordinaten gilt

g H(K) = {LZ] R <r<Ry,pe [ggw}} = [Ry, Ry] % [ggw]

Folglich ist

(NI

™

Ry
/ o f(rcos @, rsinp)rd(r, ) :/R ( f(rcos g, rsinp) dgo) rdr
9~ 1 5

12+

2
Etwa f(z,y) =e "z, also

M

r

f(recosp,rsinp) =e” 2

22y Ra 2 "3
/ e 2 d(z,y) = / me 2rdr=mle 2 —e 2
91 (K) Ry

(B) Kugelkoordinaten (im RR?)
U :]07OO[X}0727T[X] - gvg[

ergibt

7 cOS ¢ cos 6
g(r,p,0) = | rsinpcosf
rsin 6

Geometrische Deutung der Variablen
e r = Linge des Ortsvektors Pzu P
e 6 = Winkel von P mit der (x,y)—Ebene (“geographische Breite")

e © = Winkel von der Projektion von P auf die (,y)—Ebene mit der z—Achse
(“geographische Lange")
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x
g ist eine Bijektion auf die Menge V =R3\ ¢ |y| : y=0,2>0
z
cospcost) —rsinpcos —rcospsinf
Jy(r,¢,0) = |singpcosf rcospcost —rsinpsind
sin 0 rcos 6

| det J,(r, ,0)] = |r*(cos p)*(cos 0)* + r*(sin ¢)?(sin §)? cos § + r*(cos p)?(sin §)? cos
+ 72(sin ¢)?(cos 6)?|

=r?cosf.
Ist also K C V kompakt und f : K — R stetig, so folgt
/ flz,y,2)d(z,y, 2) :/ f(rcos cos®, rsinpcosf,rsinf)r? cos§ d(r, ¢, 0)
K 9~ 1(K)

Beispiel 8.2 K sei halbe Kugelschale mit innerem Radius R; und duRerem Radius Rs. In
Kugelkoordinaten gilt:

r
3 T w T 3 T

-1 ot : < < E— R — — R - —
9 (K) gg Rl_r_Rg,apE{z,Qﬂ] ,ee[ 2,2] [Rl,RQ]x{z,ﬂx[ 2,2]

Zwar liegt g~ (K) nicht ganz in U, die Ausnahmemenge ¢~*(K)\ U ist aber eine Nullmenge
und somit dndert sich der Wert des Integrals nicht. Fiir eine stetige Funktion f : K — R
ergibt sich aufgrund der Substitutionsregel:

/f(m,y,z)d(x,y,z):/ f(rcos @ cos®,rsinpcosf, rsinf)r? cos§ d(r, ¢, 0)
K 9~ 1(K)

()

Fiir das Volumen ergibt sich etwa (Integration von 1).

Ry
=, )
R1 g

Fiir das Volumen der Hohlkugel erhalt man entsprechend

N

—-_n

2

T +g
( f(rcospcosf,rsingcosf,rsinb) cos@d9> dgp) r2dr

3
2

Tt 2 2 p3 3
cos 0 df dpr” dr = gT&'(RZ — RY)

INE]

velr(R-RY.

3
Fir Ry = 0 erhalt man hieraus als Spezialfall das Volumen der Kugel mit Radius R:
4
V = §7TR3 .

(C) Zylinderkoordinaten (im R?)
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U =10, 00[ x ]0, 27| xR

T Cos
g(r,p,z) = |rsing
z
ist Bijektion auf die Menge
x
V=R\{ |yl :y=0,2>0
2

In Zylinderkoordinaten kann ein Zylinder Z mit Radius R und Hohe H also ganz einfach
beschrieben werden als Menge

Z =10, R] x [0,27] x [0, H].
Fiir die Funktionalmatrix gilt

cosep —rsing 0
Jy(r,,z) = |sinp rcosp 0
0 0 1

und fiir die Funktionaldeterminante erhalt man
| det Jy(r, @, 2)| =1.

Fiir eine stetige Funktion f: K — R, mit K C V kompakt, ergibt sich
| fepdwyz = [ freosprsing rdig. ).
K 9~ 1K)

Beispiel 8.3 K sei ein Ausschnitt mit Offnungswinkel o, aus einem Hohlzylinder der Hohe
H mit innerem Radius R; und duBerem Radius R», also in Zylinderkoordinaten

g_l(K) = [RlvRQ] X [07900] X [O’ H]

Fiir die Ausnahmemenge ¢1(K) \ U gilt dieselbe Bemerkung wie im letzten Beispiel 8.2.

Fiir das Volumen des Zylinderausschnitts erhilt man etwa

Ro ©o H 1
V:/ / / rdzdedr = = (R5 — R}) woH .
R1 0 0 2

Fir Ry = 0, pg = 27 bekommt man als Spezialfall das Volumen des Vollzylinders mit Radius
R und Héhe H
V =nR*H.

Beispiel 8.4 Volumen eines Rotationskérpers

Gegeben sei eine stetige Funktion f : [a,b] — [0, c0[. Durch Drehung des Funktionsgraphen
von f um die z-Achse erhilt man einen Rotationskoérper K. f heilt die Kontur des
Rotationskorpers. Als Punktmenge ist K gegeben durch

K ={[z,y,2]" : z € [a,b],y* + 2° < f(2)*} .
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Zur Beschreibung von Rotationskdrpern eignen sich die folgenden Zylinderkoordinaten ganz
besonders:

g(x,r,p) = [x,rcosp,rsin go]T )

In diesen Koordinaten ist der Rotationskérper K namlich gegeben durch

g HK) = {[x,r,go]T s x € [a,b],r €0, f(x)],p € [0,27‘(‘]} )

Halt man den Winkel ¢ fest, etwa ¢ = ¢, so erhalt man als Menge aller Punkte aus ¢! (K)
mit diesem Winkel die Menge

9 )y = {lz.7,00]" : w € [a,0],r €0, f(2)]}

und diese ist ein Normalbereich (r-projizierbar). Es folgt

/g—lu% iy / /OM rarde =5 [ (@) de

Integriert man schlieBlich noch tiber alle Winkel ¢ € [0, 27], so erhdlt man das Volumen V
des Rotationskorpers:

V= / Ig(z,y,2)d(x,y, 2) :/ det Jy(x,r, @) d(z, 7, ¢)
K gHE) ST~

_ /OQW (/Q_I(K)wrd(x,r)> dgpw/ab(f(m))de.

Das Volumen V des Rotationskdrpers mit Kontur f betragt also

V= ﬂ/ab(f(x))2dx.

Illustrationen

(i) Kreiskegel Ein Kreiskegel der Hohe h und Grundflache mit Radius 7 besitzt die Kontur
f(x) = 72 auf [0, h]. Als Volumen ergibt sich

V:ﬂ'/oh<%$>2dl‘:7ﬂ”zg.

(ii) Kiihlturm Der Rotationskérper zur Kontur f(z) = cosh(z) = (e” +e~*) auf [—1,1]
hat die Form eines Kiihlturmes. Als Volumen errechnet man

1 19 1
V= 7T/ (cosh(x))? dz = 7T/ 1(62:” +e ¥ +2)dr =7(1+ 1(62 —e ).
-1 -1
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Statt einer Kontur konnen wir auch ganze Flachen F' um die z-Achse rotieren lassen. Fiir
das Volumen V des so entstandenen Rotationskorpers gilt die Formel:

V = 27| F).

Hierbei bezeichnet ry den Abstand des Schwerpunktes von F' zur Drehachse, also
i [y
To= 10 [ Yyalx,y).
1F| Jr

Beispiel Torus (oder auch Vollschlauch, Reifen) Der Torus entsteht durch Rotation eines
Kreises. Es sei 7 der Radius diese Kreises, also |F| = 72, und der Mittelpunkt liege in der
ry-Ebene und habe die Koordinaten [0, R, 0]7. Da dieser mit dem Schwerpunkt des Kreises
ibereinstimmt, betragt der Abstand ry des Schwerpunktes zur z-Achse ro = R, also

V = 21%r’R.
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9 Vektoranalysis

9.1 Divergenz und Rotation

Es sei D C R" offen und F = [Fy,..., F,]" sei stetig differenzierbares Vektorfeld. Unter
der Divergenz des Vektorfeldes F' versteht man den Ausdruck

div F(X ZgF’“ XeD.
Ty

Es sei D C R3 offen und F = [, Fy, F3]T : D — R3 stetig differenzierbar. Unter der
Rotation des Vektorfeldes F' versteht man den Ausdruck

08 (X) — O(X)
rot F(X) := 6;2 EX§ g_jEX;
X L(X

1 Ozo

Merkhilfen
T -
o | [F(X) 21 [R(X)
dv F(X)=| : | | rot F(X) = | ;2| x |Fa(X)
ol I L2109 ol LX)

Man beachte, dass rot F' = 0 dquivalent ist zur Integrabilitdtsbedingung

OF;  0F;
Oz, Oz

1<14,7<3

(siehe (7.2)). Insbesondere ist die Rotation eines Gradientenfeldes ' = grad ¢ einer zweimal
stetig differenzierbaren Funktion ¢ gleich 0. In diesem Sinne misst rot F' die Abweichung
des Vektorfeldes F' von einem Gradientenfeld.

Geometrische Bedeutung der Rotation

Eine starre Drehnung um die durch einen Richtungsvektor @ beschriebene Achse mit kon-
stanter Winkelgeschwindigkeit w wird beschrieben durch die Abbildung

Qa3 — G3X2
F:rr—waxzr=wl|asr; —ajx;
A1T2 — Q277

Die zugehorige Abbildungsmatrix lautet also

0 —as a9
A=w| as 0 —a
—a9 aq 0

und diese Matrix ist schiefsymmetrisch: AT = —A.
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Es sei nun F' = [F}, I, F3]T ein beliebiges differenzierbares Vektorfeld. Zu gegebenem Punkt
Xy ist dann die lineare Approximation von F'in X, gegeben durch

Beachte nun, dass

0 OF, _ OF, OF _ 0F
or, om0tz 0T G On
— of2 _ o or2 _ dfi3 _
rot F'(Xo) x (X — Xo) = | 5, o 0 Foe ~ o (X — Xo)
OFy _ OF 9Fs _ 0F, 0
0z Oxs  Oxo o3

= (Jr(Xo) — Jr(Xo)") (X — Xo) .

rot F'(X,) beschreibt also den schiefsymmetrischen Anteil der linearen Approximation des
Vektorfeldes F' in Xj. Diesen kdnnen wir als starre Drehung um die durch rot F(Xj) be-
schriebene Achse auffassen.

Bemerkungen

(i) Laplace-Operator Ist f: D — R™ zweimal stetig differenzierbar, so folgt

g_ii(X) 82]0 an
div ( grad f(X)) = div | =m0+ 55 ()
%(X) 1 n

Die Zuordnung f — div ( grad f(X)) heilt Laplace-Operator. Statt div ( grad f(X))
schreibt man auch Af(X).

(i) Ist F': D — R3 ein Gradientenfeld, also F(X) = grad f(X) fiir eine Funktion f,
und ist f zweimal stetig differenzierbar, so folgt aus der Vertauschbarkeit der partiellen

Ableitungen von f
rot F'(X) = rot ( grad f(X))=0.

Es gilt also: Jedes stetig differenzierbare Potentialfeld hat Rotation 0.
(iii) Ist £': D — R? zweimal stetig differenzierbar, so folgt

div (rot F(X))=0.
9.2 Integration iiber Fldachen

Definition Es sei D C R? offen und die abgeschlossene Hiille D := D U D sei messbar
und kompakt. Es sei G C R? offen, D C G, und

F=|FL|:G—R?

(X)) ()
Tr(X) = |22(X) 2(X)
() ()
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habe fiir alle X = [x,3]T € D vollen Rang (d.h. Rang 2, d.h. die Spaltenvektoren sind linear
unabhéangig).
Dann heift F reguldre Fliche (iiber D) und die Punktmenge

Iy

L X = Fl(X>,.I'2 = FQ(X),LEg = Fg(X) firein X € D
3

heilt reguldres Flachenstiick.

Beispiel 9.1 Kugeloberfliche im R?

x
F(X) Yy auf G ={X : | X|| < R}
/RZ — 12 — 42
ist stetig differenzierbar und
1 0
Jr(X) 0 1y
- \/RQ—CCQ—yQ o \/Rz_xz_yz

hat fiir alle X € G vollen Rang. Es sei D = {X : || X| < R — ¢} fiir ein € €]0, R, also
D={X:||X||<R-c¢} Dannist

F:D — R?
eine reguldre Flache.

Es sei F eine regulire Fliche iiber D. Fiir X € D heiRt die durch die Vektoren

2(X) %?(X )
F,(X) af’_?(X) und  F,(X) = | 22(X)
S (X) %—;(X )

aufgespannte Ebene

T(X) : F(X) 4 A, (X) + puF,(X), MpeR

Tangentialebene an die Flache F' im Punkte X. Der hierzu orthogonale Vektor

N(X) = i P ) X X)L X €D

heilt Normalenvektor an die Flache F im Punkte X.

Beispiel 9.2 In der Situation des Beispiels 9.1 ist

1 0 W

= 0 1 oy

Fo(X) x F,(X) ) x ) T
N N
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also

R2—$2—y2

Die Tangentialebene T'(X') im Punkte X wird durch die Vektoren F,(X) und F,(X) auf-
gespannt. Der Flacheninhalt des von F,(X) und F,(X) aufgespannten Parallelogramms ist
gerade || F,(X) x F,(X)||. Dies motiviert:

Definition Es sei F regulire Fliche iiber D,
H:F—-R stetig.

Dann heilt
| HEIF ) < Fel i) = [ 1o

D
das Oberflachenintegral von H iiber der Fliche F.

Insbesondere heillt

[ do= [ IEGw0) x Byl o)
F D
der Flacheninhalt der Fliche F'.

Beispiel 9.3 In der Situation des Beispiels 9.1 ist

2 2 R2
r°+y L1=

2 _ -
”F:c(X) XFy(X)H - Rg_xz_yz - Rz_$2_y2'

Fir die Oberflache der Halbkugel F ergibt sich damit

/daz/ l d(x,y)
- o VRE— 22 _y?

mit G = {[z,y|T : 2% + y® < R?}. Zur Berechnung des Integrals auf der rechten Seite
wahlen wir Polarkoordinaten im R%:

o) = |17

7 Sin ¢

also g7'(G) =10, R[ x]0, 27, und damit

R / R

d(z,y) = —rd(r,

| aten = [ i)
R 2T rR
= ——— dpdr =21R*.

/0/0 V-2

—_——

=—"4 RVRZ—2

Die Oberfliche der Halbkugel mit Radius R betriagt somit 2mR? und die Oberfliche der
Kugel mit Radius R somit 47 R?.
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9.3 Integralsatze

Satz (GauBscher Integralsatz fiir den R3) Es sei K C R? ein reguldrer Normalbereich,
K C G, G offen, H : G — R stetig differenzierbares Vektorfeld und N : 0K — R? dulere
Normale des Randes 0K, so gilt

/K dide(:z:,y,z):/aK(H,N>do.

Beispiel 9.4 (i) Wir berechnen den Fluss [, (H, N)do des Vektorfeldes
2z
H(z,y,z) = |z +y
0
durch die Oberfliche der Kugel
K:2?+y*+22<R*.

Nach dem Gaullschen Divergenzsatz gilt

/ (H,N>d0:/ div H d(m,y,z):/ 1d(l"y’z):%ﬂ.R3
oK K K 3

(siehe Beispiel 8.2).
(i) Zu berechnen ist der Fluss [, (H,N) do des Vektorfeldes

xy?

H(z,y,z2) = %y
Yy

durch die Oberfliche des Zylinderausschnitts
K x2+y2§1,—1§z§1.

Nach dem Gaulschen Divergenzsatz gilt

/M(H, NY do = /K div H d(z,y, 2)

1 27 1
:/(y2+372)d(377y72):/ / / Tzrdrdgodz:ﬂ.
K 0 0 —1

wobei wir in der vorletzten Gleichheit Zylinderkoordinaten eingesetzt haben (siehe
Beispiel 8.3).
Zur geometrischen Interpretation des Gaullschen Integralsatzes

Das Oberflachenintegral [, (H,N)do beschreibt den mittleren Fluss des Vektorfeldes H
durch die Oberfliche 0K von K (von innen nach auRen).
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Beschreibt H das Geschwindigkeitsfeld einer Fliissigkeitsstromung, so gilt

Ff”(X) X Fy(X>
[P (X) x Fy (X))
= (H(X) F(X) x F,(X))  do(X).

J/

(H(X), N(X))do(X) = (H(X) MIE(X) < Ey (X)) d(z,y)

Spatprodukt von H(X),F.(X),F,(X)

Zur Erinnerung: Das Spatprodukt von H(X), F,.(X), F,(X) ist gerade das Volumen des von
den drei Vektoren aufgespannten Parallelepipeds. Also beschreibt (H(X), N(X)) do(X) das
Volumen derjenigen Fliissigkeit, die durch das Oberflachenelement do stromt und damit

/6 (N do

das Gesamtvolumen der durch die Oberfliche stromenden Fliissigkeitsmenge.

Nach dem Gaullschen Integralsatz ist diese Menge gleich dem Integral

/ div Hd(z,y, z)
K

iber die Divergenz von H. Fiir jede ganz in K liegende Kugel K,.(X) mit Mittelpunkt X
und Radius r gilt insbesondere

/ div Hd(x,y,z):/ (H,N) do
(X) DK, (X)

und fiir kleine Radien wird gelten
/ div Hd(z,y,z) ~ div H(X) - |K.(X)]|,
(X)

also
1

B (X Jor, (x)

Damit wird deutlich: die Divergenz von H misst den aus einer Volumeneinheit austretenden
Fluss. Deshalb heilt div H(X) auch die Quelldichte. Punkte X mit

div H(X) (H,N)do .

e div H(X) > 0 heilen Quellen
e div H(X) < 0 heilen Senken.
H heift quellenfrei, wenn div H(X) = 0 fiir alle X.

Illustrationen

In einer Kugel K betrachten wir die Geschwindigkeitsfelder zweier Fliissigkeiten:
(a) gleichférmiger Durchfluss

U1
H(x,y,z) = |vy| also div H=0
U3
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und daher fKR div H d(z,y, z) = 0. Fiir das Oberflachenintegral gilt andererseits:

/E)K (H,N)do = /G<U,Fx X Fy(z,y)) d(z,y) + /G(U,Fgg X Fy(x,y)) d(z,y) =0

T

(sieche Beispiel 9.1). Hierbei bezeichnet F(z,y,z) = y die Ober-
—JRT 22— 2

flache der unteren Halbkugel.

(b) Geschwindigkeitsfeld mit Quelle

H(x,y,z) = , div H(z,y,z) =3, also

IS

4 ‘
/ div Hd(z,y,2) = 3|Kg| = 3-7R* = 47 R,
Kr 3

Andererseits

/ (H,N)do = 2/ (F,Ey x Fy) - (2,y) d(2,y)
OKp G N——

_ w242 /P2 _ 2 .2
_,/Rz,zz,y2+ RE—2%—y

RQ
= 2/ d(x,y) = 2R2TR* .
¢ VRE— 12 — 42

Satz (Stokesscher Integralsatz) Es sei F' : G C R*> — R3 eine regulire Fliche iiber D,
D C G, G offen. F sei zweimal stetig differenzierbar, D sei ein Normalbereich und X :
[a,b] — R? eine positiv orientierte stetig differenzierbare Parametrisierung des Randes 0D.
Dann ist Y (t) = F(X(t)), t € [a,b], eine positiv orientierte Parametrisierung des Randes
OF von F C R®. Essei H : U — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld mit F C U.
Dann gilt

/( rot H,N)do = | HdY.
F oF
Beispiel 9.5 Es sei R > 0 und

x

F(z,y) = y . |zt € D:={X cR*: ||X| < R}
RZ 42 — 42
die Flache, die die Oberfliche der oberen Halbkugel mit Radius R beschreibt, also N (z,y) =
T Y

m y | . Desweiteren sei H(z,y,2) = :zlc ,also rot H(z,y,z) = [0,0,2]%, und
damit

/R2 _ 2 _ .2
/(rotH,N>da:/2N3da:/2 -2y i d(z,y)
F F D R VR?— 2?2 —y?
R 2w
:// 2r dr dp = 27 R?.
0o Jo
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Andererseits kénnen wir D durch die Kurve

cost
X(t)=R {sint} .t €[0,2m]
parametrisieren, also folgt fiir die Kurve
Rcost
Y(t) = F(X(t)) = | Rsint| ,t € [0,2n]
0
dass .
onr | —Rsint —Rsint
HdY:/ Rcost .| Rcost | dt =27R?.
oF 0 1 0

Hierdurch wird der Stokessche Integralsatz bestatigt.

Zur geometrischen Interpretation des Stokesschen Intergralsatzes

Das Wegintegral fafHdY beschreibt die Zirkulation des Vektorfeldes entlang des Randes
von F. Analog zum Gaulschen Integralsatz ergibt sich fiir jedes kreisférmige Teilstiick S,.(X)
der Flache um einen Flachenpunkt X:

/ (rotH,N>do—:/ Hay
S0 (X) 95,(X)

und fiir kleine Radien r wird gelten
/ (rot H N)do ~ ( rot H(X), N(X))|S.(X)|
Si(X)

also .
rot H(X), N(X)) ~ ——— Hdy .
ot X NXOY~ 550 sy

Hiermit wird deutlich: ( rot H, N) misst die Zirkulation pro Flacheneinheit und heifit ent-
sprechend Wirbelstiarke von H um N.



