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1 Folgen und Reihen von Funktionen

1.1 Allgemeines

Wir wollen im folgenden einige allgemeine Eigenschaften von Funktionenreihen zusammen-
fassen. Als Beispiele dienen uns dabei die in Mathematik | eingefiihrten Potenzreihen und
Taylorreihen.

Im ganzen Abschnitt sei I C R ein Intervall.

Eine Funktionenfolge (auf ) (f.),,, ist eine Abbildung n +— f,, die jeder ganzen Zahl
n (n > ng) eine Funktion f, : I — R zuordnet.

Ist (f1n),>n, €ine Funktionenfolge, so heift die Folge (s,) der Partialsummen

n>ng

=> fulx), zel

k=ng
eine Funktionenreihe (auf I) und wir schreiben hierfiir auch 7.2 fi.

Punktweise Konvergenz

Fiir alle = € I erhdlt man aus einer Funktionenfolge (f),,, eine Folge reeller Zahlen
(fa(2)) 5, Die Funktionenfolge (f.),>,, heift punktweise konvergent mit Grenz-
funktion f, wenn fiir alle z € I die Folge der Funktionswerte (f.(7)),,, gegen f(z)
konvergiert

lim f,(x) = f(x) Ve el

n—oo

Analog fiir Funktionenreihen: Die Funktionenreihe ZZino 11 heiBt punktweise konvergent
mit Summenfunktion s, falls die Funktionenfolge der Partialsummen punktweise gegen s
konvergiert

nh~>1,{olo Z fr(x hm sp(x) = s(x) Ve el

k=ng
Beispiele 1.1

(i) fn =™ auf I =0, 1] ist konvergent gegen f(x) = {0 f%J.r z € [0,1]
1 firz=1.
(i) fo(z) = e auf | — 0, 1] ist konvergent gegen f(z) = 0, denn fiir z # 0 gilt
1
fo(z) = = (nx*)e™ ™ .
T

—0 fiir n—o0
(iii) fo(x) = \/LE sin(mnzx) auf I = [0, 1] konvergiert gegen f(z) = 0.

Beispiel (i) zeigt: Grenzfunktionen stetiger Funktionen miissen nicht wieder stetig sein
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Funktionenfolge x" Grenzfunktion

Beispiel (ii) zeigt: Integration darf im allgemeinen mit dem Funktionsgrenzwert nicht ver-
tauscht werden

1 1
1 1 1 n—oo 1
/ folz) dx :/ nwe " dy = —Ze " f=z—ze "8 2
; ; 2 2 2

aber fol f(x)dz = 0.

Beispiel (iii) zeigt: Differentiation darf im allgemeinen mit dem Funktionsgrenzwert nicht
vertauscht werden

also f/(0) = my/n

Um Differentiation und Integration mit Funktionsgrenzwerten vertauschen zu kénnen, beno-
tigen wir den starkeren Konvergenzbegriff der gleichmaRigen Konvergenz.

f1(x) = m/ncos(mnz) aber f'(z)=0.

Definition Eine Funktionenfolge (f,),,,, (auf I) heift gleichmaRig konvergent gegen
die Grenzfunktion f, falls es eine Nullfolge (a,,) gibt mit

[fn(z) = f(2)] < an

Entsprechend heillt die Funktionenreihe ZZO:M fr gleichmaRig konvergent, falls die Funktio-
nenfolge der Partialsummen gleichmiaRig konvergiert.

n>ng

firalle z € I,n > ng

Damit gilt nun
(fa)nsn, gleichmaBig konvergent = (f5),,>,, Punktweise konvergent
Die Umkehrung gilt aber nicht, wie folgendes Beispiel zeigt

Beispiel (siehe Beispiel 1.1 (i))
fn(z) = x™ ist punktweise konvergent auf [0, 1] gegen die Grenzfunktion

f(x) = {?

fir z € [0, 1]
fuirxz =1
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aber nicht gleichmaBig, denn

" firz e 0,1]
0 firz=1

|fulz) = f(z)] = {
und speziell fiir z,, =1 — L gilt

| fulxn) = f(zn)] = <1 _ l)n n—oo 1

n

Daher kann es keine Nullfolge (a,,) mit |f.(x) — f(z)| < a, fiir alle z € [0,1], wie in der
Definition fiir gleichmaRige Konvergenz gefordert, geben.

Graphische Veranschaulichung gleichmialiger Kovergenz

m

™
| ———I

(fa)psn, ist genau dann gleichmaRig konvergent gegen f, wenn zu € > 0 ein N, existiert
mit der Eigenschaft, dass alle Funktionen f,, fiir n > N. ganz im &-Schlauch um f liegen.

Eigenschaften gleichmiaBig konvergenter Funktionenfolgen

Es sei (f1),n, €ine punktweise konvergente Funktionenfolge (auf I = [a, b]) mit Grenzfunk-
tion f. Dann gilt

(i) (fn) gleichmaBig konvergent, f,, stetig fiir alle n = f stetig

(ii) (f.) gleichmaBig konvergent, f,, integrierbar fiir alle n = f integrierbar
b b
und / f(x)dx = lim [ f,(x)dx

(iii) (f,) stetig differenzierbar, (f)) gleichmaBig konvergent = f stetig differen-
zierbar, f'(z) = lim, .~ f}(z) und (f,,) gleichmaRig konvergent.

Entsprechende Aussagen gelten fiir Funktionenreihen, wenn man obige Aussagen auf die
Funktionenfolgen der Partialsummen anwendet. Insbesondere gilt also fiir eine punktweise
konvergente Funktionenreihe » 7 fi
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° Zzozno fr gleichmaRig konvergent, f,, integrierbar fiir alle n
=S, fel@)de = 352, [ fil(a)de
e (fn) stetig differenzierbar, 3% " f; gleichmiRig konvergent

= (X, @) =30, fil@)

Beispiele

(i) Sope,xF ist gleichmaRig konvergent auf [0, 8] fiir alle b < 1 mit Grenzfunktion =,

denn
n 1 — n+1
:Zxk:—x also
1—2z
k=0
1 xn-{-l bn+1 oo
n - = < 0
A wed Bl pe S i
——

=:an

Insbesondere folgt

by = —b"‘“:/ dz = —In(1 —b

oder dquivalent

)k+1
=In(1-0) fir 0<b<1

00
lc:0

Dies entspricht gerade der in Kapitel 10, Mathematik |, aufgefiihrten Potenzreihendar-
stellung von In(1 + x)

— (—1)*
n(l + ) Zk+1 |z < 1
k=0

Die Funktionenreihe der Ableitungen > - | kz*~! ist ebenfalls gleichmiRig konvergent
auf [0, 8] fiir b < 1 und damit folgt

C d (1 1
k-1 _ @ _ "
E kx = (1_93) (=L fir alle x € [0, 0]

k=1

Dabei ergibt sich die gleichmaBige Konvergenz der Funktionenreihe >°.° | kz*~! auf

[0,b], b < 1, aus den allgemeinen Sitzen zum Konvergenzbereich von Potenzreihen
(siehe Kapitel 10, Mathematik | und Ergdnzung hierzu am Ende dieses Abschnittes). In
diesem Spezialfall kann man die gleichmiRige Konvergenz jedoch auch wie folgt direkt

einsehen
- d - d [1—x"t! 1 "
Zlm dx <Zx> da:( R ) (1 —x)? (n+ )1—:15
k=1 k=0 —————

—0 glm. auf [0,d]
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Fiir Funktionenreihen gilt folgendes einfaches Kriterium fiir gleichmaRBige Konvergenz

Gibt es eine Folge (ay,) mit

n>ng

|fe(x)| <ap firallex el k>ng

und ist die Reihe Z,;“;no ay konvergent, so ist die Funktionenreihe Z?’:no fi gleichmaBig
konvergent (auf I).

cos(kx)
12

cos(kx)

Beispiel Die Funktionenreihe "~ konvergiert gleichmaRig auf R, denn

und die Reihe Y77 | 5 ist konvergent.

Potenzreihen

Als Beispiele fiir Funktionenreihen hatten wir bereits in Kapitel 10, Mathematik |, Potenz-
reihen

Zak(m—xo)k (11)

k

oo
=0

kennengelernt. Der Konvergenzbereich von (1.1) hat die Form

Y

To—T ) To+T
N Vv N Vv 7 N\ Vv 4
Divergenz Konvergenz Divergenz

fir ein r > 0 (auch r = +00). Fiir den Konvergenzradius r gilt dabei die Formel

1

r=-
lim,, oo /]an]

Hinweis Ist (\"/ |an|> keine konvergente Folge, so muss man in der Formel (1.2) "lim,, "

(1.2)

n
durch "limsup,,_,.." ("limes superior” ersetzen).

Einschub: limes superior/limes inferior

Es sei (by)n>n, eine Folge reeller Zahlen. Unter dem limsup,,_,. b, der Folge (b,,) ver-

steht man den groBten Wert b (auch b = +00) fiir den es eine Teilfolge

n>ng

bnl,an,bnS,...<n0§n1 < ngp <ng< )

der urspriinglichen Folge (b,,) gibt, die gegen b konvergiert

n>no

lim b, = b.
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Entsprechend definiert man liminf,, . b, als den kleinsten Wert b (auch b = —c0) gegen
den eine Teilfolge (b, ), der urspriinglichen Folge (b,,) konvergiert.

n>ng
Beispiel Fiir b, = (—1)", n > 0, gilt

limsupb, = +1, liminfb, = —1.

n—oo n—0oo

Man bezeichnet lim sup,,_, . b, auch als gréBten Haufungspunkt der Folge (b,,),,>n,, denn
in jeder e-Umgebung von limsup,,_, . b, liegen unendlich viele Folgenglieder der Folge, aber
oberhalb dieser Umgebung liegen jeweils nur endlich viele Folgenglieder. Der lim sup,, ... b,
ist also der groRte Wert, um den sich die Folgenglieder der Folge (b,)n>n, hdufen. Ent-
sprechend bezeichnet man liminf,_ . b, auch als kleinsten Haufungspunkt der Folge

(bn)nzno-

Zurlick zu Potenzreihen: Alternativ gilt fiir den Konvergenzradius die einfachere Formel

Qn

r = lim

n—oo

an+1

falls der Grenzwert existiert.

(i) Yopey zx" hat Konvergenzradius r = oo, denn

|k +1)!
BRI

Qg

':k+1—>oo.
Ak41

(i) > opeo k2%(z — 2)* hat Konvergenzradius = 3, denn

k2*

ko1
(k+ 1)2k+1

Tktl 2

Qg

1
— —.
2

Ap+1
(iii) Die Potenzreihe Y 77 azz® mit

1 fir k gerade
ar =
g = fir k ungerade

hat Konvergenzradius 1, aber

Qf+1

lim existiert nicht.
k—oo

Innerhalb ihres Konvergenzbereiches, genauer, auf allen abgeschlossenen Teilintervallen der
Form [zo —r + e,29 + 1 — €] Clzg — 1,20 + 7| fir alle € > 0, ist die Potenzreihe (1.1)
gleichmiRBig konvergent. Die durch die Potenzreihe (1.1) dargestellte Funktion

f:]:170—r,m0+r[—>R,xr—>Zak(x—xo)k
k=0
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ist also stetig differenzierbar mit Ableitung
f(z) = Z kay(x — x0)!
k=1

und integrierbar mit Stammfunktion

[e's) a
F(I) = Z k+1(l’—fl}'0>k+1.
k=0

Anwendungsbeispiel Die Funktion f(z) = e~ ist in der Fehlerrechnung von groRer
Bedeutung, besitzt aber keine elementare Stammfunktion. Daher sind die Integrale

© k> 2\k © 2k
—z2 . o Yy . (—QZ ) - kL
NG B D P S v
Y= 22 k=0 k=0 N~ —r' k=0
—(—1)k =2t
Fiir die Stammfunktion ®(z) ergibt sich die Reihendarstellung
x ©O° thk o0 k .T2k+1
O(z) = / (—)'—dt=") (-1)'————.
0 = k! kz:% (2k + 1)k!
Also
n 2k
O(z) ~ —1)"
(%) §( T
und fiir den Fehler gilt die Abschitzung
n 2k+1 |z [2n+1

k x 22
2(x) =2 (-1 G+ DR| =20 1°
1.2 Fourierreihen

Eine besonders wichtige Klasse von Funktionenreihen bilden die Fourierreihen. Sie eignen
sich insbesondere zur Behandlung periodischer Probleme.

Periodische Funktionen
Es sei L > 0. Eine Funktion f : R — R heillt periodisch mit Periode L, falls

flx+L)=f(x) VxeR
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)

Bemerkung

(i) Die trigonometrischen Funktionen sind periodisch:

e sin(x),cos(z) haben Periode 27

e sin(nx),cos(nz) haben ebenfalls Periode 27 fiir alle n > 1

(i) Ist f periodisch mit Periode L, so ist

periodisch mit Periode 27, denn
_ L L L ~
flx+2m)=f (%(1’4-270) =f (%ZL’—FL) =f <%aj> = f(z).

Bei der Diskussion periodischer Funktionen kann man sich also auf 27-periodische Funk-
tionen beschranken. Zur Approximation 27-periodischer Funktionen betrachtet man statt
Polynomen oder Potenzreihen geeigneterweise trigonometrische Polynome bzw. Rei-
hen .
a
t(zx) = 50 + ;(an cos(nx) + by, sin(nx)) (1.3)

fir Koeffizienten a,,b, € R.

Eigenschaften

(i) Eine trigonometrische Reihe der Form (1.3) ist gleichmaRBig konvergent auf R, falls die
Reihe

[e.e]

> (lan] + [ba])

n=1

konvergiert. Hinreichend fiir die Konvergenz dieser Reihe ist

lim n%a, =0, lim n’b, =0 firao,>1.

n—oo n—oo
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(ii) Eine trigonometrische Reihe der Form (1.3) ist k—mal stetig differenzierbar, falls die

Reihe .
> ¥ (|an] + [bal)
n=1

konvergiert. Hinreichend fiir die Konvergenz dieser Reihe ist

lim n%a, =0, lim n’b, =0 fira,f>k+1.

n—oo n—oo
In diesem Falle l3sst sich die Ableitung von ¢ durch gliedweise Differentiation bestim-

men:
00

t'(z) = Z(nbn cos(nzx) — na, sin(nzx))

n=1

und dies ist wieder eine trigonometrische Reihe.

Es sei f eine 2m-periodische Funktion. Gibt es dann eine trigonometrische Reihe
= EO Z: a, cos(nx) + b, sin(nzx))

mit t(z) = f(x) fir alle z, so heilt ¢ Fourierreihe zu f und man sagt, dass f in eine
Fourierreihe entwickelbar ist.

Welche Beziehung besteht zwischen f und den Koeffizienten a,,, b,,? Dazu halten wir zunichst
folgende wichtige Eigenschaft trigonometrischer Funktionen fest.
Orthogonalitdtsrelationen

Fiir ganze Zahlen n,m > 0 gilt
2
/ cos(ma) sin(nz) de = 0
0

o 0 firm #n
/ cos(mz)cos(nz)der =< m  firm=n>1
0

27 firm=n=20

e}

o firm #n
/ sin(maz)sin(nz)de =¢n  firm=n>1
0

fuirm=n=20

o

Insbesondere gilt also

2w 2w
/ cos(mx)dr =0, / sin(mx)de =0 firallem > 1.
0 0
Ist f in eine Fourier-Reihe entwickelbar, also

= 50 ; an cos(nx) + b, sin(nx))
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und ist die trigonometrische Reihe gliedweise integrierbar (etwa falls gleichmaRBig konvergent),
so folgt

/0 Wf(a:) cos(nz) dr = / ' (% + Z(am cos(mz) + by, Sin(m:p))> cos(nz) dx

2 2
= —/ cos(nz) dx + Z am/ cos(ma) cos(nx) dx + by, / sin(max) cos(nx) dz
0
= ,T.

Analog zeigt man
2w

f(z)sin(nz) dx = b, also
0
a, = / f(z)cos(nz)dx firn=0,1,2,...
b, = — f( )sin(nz)dx firn=1,2,...
T Jo

Die Koeffizienten der Fourierreihe zu f sind also eindeutig bestimmt.

Definition Es sei f integrierbar auf [0, 27]. Die Zahlen

= %/OQW f(z)cos(nz)dx, b, = %/0% f(z)sin(nz) dx

heilen Fourierkoeffizienten von f. Die mit den Fourierkoeffizienten gebildete Reihe
Qg
=5 g a, cos(nx) + b, sin(nx))

heilt Fourierreihe von f.

Bemerkungen

(i) Zur Berechnung der Koeffizienten kann statt iiber [0, 27| iiber ein beliebiges anderes
Intervall der Lange 27 integriert werden, z.B. [—m, 7.

(ii) Fiir den Koeffizienten aq gilt speziell

ao_i
2 o) f(z)dx

Daher heift % Mittelwert der Funktion f.

(iii) Ist f gerade, also f(—x) = f(x) fir x € R, so folgt

/f cos(nx)dxr firn >0

=0 firn>1
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Denn es gilt

a,m = /O27r f(z) cos(nz) dx = /_: f(z) cos(nz) dx =2 /07r f(z) cos(nz) dx

J

~~

f und cos(nz) gerade

b, = /0 ' f(z)sin(nz) dx = _ﬂ f(z)sin(nz) dx

_ / 0 F(x) sin(na) dz + /0 " F(w) sin(nz) dz = 0

=— [y f(z)sin(nz) dz

Analog gilt: Ist f ungerade, also f(—z) = —f(z) fir z € R, so folgt

a, =0 firn>0

bn:z/ f(z)sin(nz)dx firn>1
T Jo

Beispiele 1.1

(i) f sei 2m-periodisch mit

f(2) T furo<z<nrm
:L‘:
or —x  firm <z <27

9

Da f gerade, ist b, = 0 fiir alle n und

5 5 0 firn=0
an = %/ f(x) cos(nz) dx = —/ zcos(nx)dr = < 0 fir n gerade
0

m™Jo ..
——=5  fiir n ungerade
Folglich ist

(cos(:c) + 31—2 cos(3x) + % cos(bx) + ... )
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(ii) f sei 2m-periodisch mit f(0) =0 und f(z) =7 —a fir0 <z <27

—

'Sagezahnfunktion’

Da f ungerade, ist a,, = 0 fiir alle n und

_ % /0 " f(a) sin(na) o = % /0 "(r — 2)sin(nz) dz = %

Folglich ist

fo =2 <Sin<x> e, ) _p)

n=1

Wie bei Taylorreihen gilt auch bei Fourierreihen:
1) Die Fourierreihe muss nicht konvergieren.

2) Ist Fy konvergent in x, so muss der Wert der Reihe, Ff(x), nicht mit f(z) lberein-
stimmen.

Hinreichendes Kriterium fiir die Konvergenz der Fourierreihe F; gegen f

Satz Ist f : [0,27] — R stiickweise stetig differenzierbar (d.h. es gibt eine Unterteilung
0=1x9 <z < - <z, = 27w von [0,27], so dass f’ auf |z;_q,x;] existiert und stetig
fortsetzbar auf [z;_1, z;] fiir alle 7), so konvergiert die Fourierreihe F fiir alle z und

flzy) + f(zo)
2

50 Zl a, cos(nx) + b, sin(nx)) =

Hierbei ist
flzy) = lim+f(y) der rechtsseitige Grenzwert, und
y—

f(xz_) = lim f(y) der linksseitige Grenzwert von f in z.

y—r—

In allen Punkten x also, in denen f stetig ist, folgt unter den Annahmen des Satzes, dass

= 50 ; an cos(nx) + b, sin(nx))
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Auf jedem abgeschlossenen Teilintervall, auf dem eine stiickweise stetig differenzierbare Funk-
tion f stetig ist, konvergiert die Fourierreihe F'y dann sogar gleichmaRig gegen f.

Beispiele 1.2

(i) f aus Beispiel 1.1 (i) ist stetig und stiickweise stetig differenzierbar. Daher ist die
zugehorige Fourierreihe

4 1 1
Fy(x) = g - = (cos(x) + 2 cos(3x) + = cos(bx) + .. )

gleichmaRig konvergent gegen f.

Insbesondere gilt zum Beispiel

also

(ii) f aus Beispiel 1.2 (ii) ist stiickweise stetig differenzierbar, aber nicht stetig in 0. Es ist
also

’ = 5 fur alle z .

Fy(e)=2% sin(kz) _ f(ze) + f(2-)

Gibbssches Phanomen

Ist f stiickweise stetig differenzierbar, aber nicht stetig in z, so konvergiert Fs(x) gegen den
Mittelwert $(f(z1) + f(z_)). Die Konvergenz ist nicht gleichmaRig, vielmehr beobachtet

man in z ein Uberschwingen der Fourierpolynome mit asymptotisch etwa 9% der Sprunghdhe
(genauer: 8,949%).

Beispiel 1.3 (Sigezahnfunktion aus Beispiel 1.1 (ii))

. sin(kz)
Fy(z) =2 .
k=1
Fir die Partialsummen

sin2e) | sin(nx))

n

gilt

50 (2) :/0”” sin((n—l—%)t) P

(L <~
sin (2) ol
Fiir die Ableitung des Fehlers r,,(z) = s,(z) — f(z) folgt also

_sin((n+4) )

ral@) = sin (%az)
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mit kleinster positiver Nullstelle in =, = nj: . Hier besitzt der Fehler r, in der Tat ein

SIS

globales Maximum mit

() = /Orn sin il(féj) t) P /07r sin(u) du .

™ sin(u)
>2/O " du — 7~ 0.1789 - m ~ 0.09 - 27r"
Sprunghé&he

~1.8519

Nebenrechnung zur Darstellung der Partialsumme:

n n ) 1= einx
/ — _ ikx — i
sp(x) =2 ,}1 cos(kz) = 2Re ( g e ) 2Re (e T )

k=1

Allgemeine Perioden

Ist f periodisch mit Periode L > 0, so ersetzt man cos(nz), sin(nz) durch cos (¥nz),

sin (2£nz). Die zugehérige Fourierreihe lautet also

ap 2m . [ 2m
5 + Z <an CoS (me) + b, sin (fnx))

n=1

2 [* 2
an:Z/o f(x)cos (%nx) dr,n=20,1,2,...

2 [* 2
bn:z/o f(z)sin <%nx) dr,n=1,2,...

Alle Aussagen zum 2m-periodischen Fall iibertragen sich sinngemal auf den Fall allgemeiner
Periode.

mit

Komplexe Schreibweise

Nach der Eulerschen Formel gilt

e’ =cost+isint,t €R.
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Daher kdnnen wir eine Fourierreihe

-0
2

n=1

auch in der Form
oo

Z ™, zeR

n=—oo

schreiben, mit den komplexen Fourierkoeffizienten

/ f(z)e "™ dx

.:% i f(x)cos( nx)dac%—z% i

firn=0
(a, —ib,) firn>0
(an +1ib,) firn<0

2

- +Z an cos(nx) + by, sin(nz))

f(z) sin(—nx) dx

16
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2 Kurven m R"

Zur Erinnerung:
I
R"=<¢ X = : S xy,..., T, €R
x’l’b
ist der n-dimensionale Punktraum mit den bekannten Rechenoperationen Addition und
Skalarmultiplikation. Fiir einen Punkt X = [z1,..., 2, definieren wir seine Norm durch

1] i= \fat + ad 4o a2 =

mit den bekannten Eigenschaften
(i) Positiv-Definitheit || X || > 0 und || X|| = 0 genau dann, wenn X = 0.
(i) Homogenitat ||aX| = |of|| X|| fira € R

(iii) Dreiecksungleichung || X + Y| < || X| + [|Y]|

Fir Punkte X = [z1,...,2,])7,Y = [y1,...,y,]7 ist das Skalarprodukt definiert durch
(X,Y) o= a1y + Togp + -+ Tutn = D T
i=1

Es gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
(XY < IX[- (Y]] fir XY € R™.

Abstinde und Konvergenz von Folgen

Die Norm definiert einen Abstand zwischen Punkten X und Y im R", indem wir als Abstand
gerade || X — Y|| nehmen.

Fiir e > 0 und X € R" heilt die Menge
U(X)={Y eR": | X -Y| <e},

also die Menge aller Punkte Y € R™, deren Abstand zu X kleiner als ¢ ist, die e-Umgebung
von X. Geometrisch beschreibt U.(x) im

e R! das offene Intervall | X —e, X +¢|
e R? eine Kreisscheibe mit Mittelpunkt X und Radius € (ohne Rand)

e R3 einen Ball mit Mittelpunkt X und Radius & (ohne die Balloberfliche).
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Mithilfe des Abstandsbegriffes ldsst sich nun auch Konvergenz von Punktfolgen im R™ defi-
nieren:

Definition Es sei (X}),,, eine Folge von Punkten im R". Die Folge heift konvergent
gegen X € R", falls gilt: Fiir alle £ > 0 existiert ein N, € N mit

| Xr — X|| <e firalle k > Ne
X heift Grenzwert der Folge (X});,, und wir schreiben

lim Xj = X.

k—o00

Bemerkung

(i) Die Folge (X}) konvergiert gegen X genau dann, wenn fiir alle £ > 0 nur endlich viele
Folgenglieder auBerhalb der e-Umgebung um X liegen, d.h. alle, bis auf endlich viele,
X liegen in U.(X).

(ii) Ist Xp = [@14, .- s Tns)? und X = [zy,..., 2,7, so gilt:
lim X, = X genau dann, wenn lim x;, = x; firalle i =1,...,n
k—oo k—oo

D.h. die Punktfolge (X )g>k, konvergiert im R™ gegen X genau dann, wenn die Kom-
ponentenfolgen (x;x)r>k, gegen die Komponenten x; von x konvergieren.

Definition Es sei [a,b] C R ein Interval. Eine Abbildung X : [a,b] — R™ heift Kurve (bzw.
Weg) im R". Die Punktmenge
{X(t):t €a,b]}

heift Bahn (bzw. Spur) der Kurve X.

Eine Kurve X (t) = [z1(t), ..., z.(t)]", t € [a,b], im R™ setzt sich zusammen aus insgesamt
n Komponentenfunktionen.

Beispiele Kurven dienen der Parameterdarstellung von Punktmengen im R", etwa
(i) n =2 Kreislinie Die Kurve
X (t) = [cos(t),sin(t)]" ,t € [0, 27]

durchliuft den Einheitskreis im R? einmal im entgegengesetzten Uhrzeigersinn. Ent-
sprechend
X (t) = r[cos(t),sin(t)]" ,t € [0,27] ,7 > 0

fir einen Kreis mit Radius r.
(i) n = 3 Schraublinie
X(t) = [rcos(t), rsin(t), ct]” ,t €[0,27n] ,r > 0,c # 0
durchlauft eine Schraublinie im R3.

o 1 heillt Radius,
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e 1 heilt Windungszahl,
e 27|c| heillt Ganghdhe.
(iii) Ist f : [a,b] — R eine Funktion, so beschreibt
X(t) = [t, f(1)] , € [a, 0]
den Funktionsgraph von f als Kurve im R2.
(iv) Sind P, R € R™", R # 0, so beschreibt die Kurve
X(t)y=P+t-R, teR

die Gerade mit Aufpunkt P und Richtungsvektor R.

Definition Eine Kurve X = [zy,...,2,]7 : [a,b] — R" heilt
(i) stetig, falls alle Komponentenfunktionen z; : [a,b] — R stetig sind,

(ii) differenzierbar, falls alle Komponentenfunktionen z; : [a, b] — R differenzierbar sind.
In diesem Falle schreiben wir

LX) = lim S (X (4 h) = X)) = [1(8), ... (8)]T

- dt h—0 h

X(t):

X (t) heiRt Tangentialvektor der Kurve X zum Parameterwert t. Falls X () # 0, so

heillt T'(t) = Iégg\\ Tangenteneinheitsvektor.

(iii) regular, falls X stetig differenzierbar und X (t) # 0 fiir alle ¢ € [a, b].

Interpretation
Geometrisch X (t) = limy,_o +(X(t + h) — X (1))

-~

Sekante

Geometrisch beschreibt X (¢) also die Tangente an die Bahn von X im Punkt X (¢).

Physikalisch Stellen wir uns X als Bahnkurve eines Massenpunktes vor, so beschreibt X (t)
die momentane Ortsverdanderung, also den Geschwindigkeitsvektor des Massenpunktes im
Zeitpunkt t.

Kurvenlinge

Es sei X : [a,b] — R eine Kurve im R™. Zu gegebener Zerlegung Z von [a, b] der Form
a=ty<t1<---<t,=b
beschreibt .
L(X,Z) =) | X(t:) = X(ti)|
i=1
die Lange des Polygonzuges durch die Punkte

X(a) = X(to), X(t1), ..., X(t,) = X(b)
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Ist X stetig differenzierbar, so kénnen wir die Lange des i-ten Teilstiicks approximieren durch
1X () = X ()l ~ X ()| (8 = tia)

und damit

n

L(X, Z) ~ 31X ()t = ti) (2.1)

Der Ausdruck auf der rechten Seite (2.1) ist eine Riemann-Summe zur Funktion f(t) =
| X (t)]] und Zerlegung Z. Konvergiert die Feinheit der Zerlegung Z

0(Z) =max{t; —t;_1: 1 <i<n}

gegen 0, so passt sich der Polygonzug immer genauer dem exakten Verlauf der Kurve an und
die zugehdrigen Riemann-Summen konvergieren

L(X,2) = 3 IX() = Xt ~ 3 1Kl - ) O [ %0l a

Der Fehler, der bei der Approximation von L(X,Z) durch die Riemann-Summe in (2.1)
gemacht wurde, geht dabei asymptotisch gegen 0, d.h. es gilt

b .
lim L(X,Z)= X(t)] dt.
Jim 0x.2) =[xl

Definition Ist X : [a,b] — R" stetig differenzierbare Kurve im R", so ist die Lange L(X)
von X definiert als das Riemann-Integral

L(X):/ab||X(t)Hdt:/ab\/X12(t)+...+Xn2(t)dt

Beispiele

(i) )I((t) zl 7 [cos(t),sin(t)]7, t € [0, 2n], ist stetig differenzierbar, X (t) = r [— sin(t), cos(t)]7,
also gilt

||X(t)” = \\/(r(_ sin(t)))? + (r cos(t))i =

-~

=7r2((sin(t))2+(cos(t))2)=r2

und somit

2 27
L(X) = / ||X(t)|| dt = / rdt =r- 27 = Umfang des Kreises mit Radiusr
0 0

(i) Ist f : [a,b] — R stetig differenzierbar, X (t) = [t, f(#)] die Parametrisierung des
Funktionsgraphen, so ist

L(X) = / 1X ()] dt = / VIt (FORdt

seine Lange.
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Zum Beispiel ergibt sich fiir die Normalparabel f(t) = ¢?, t € [—1,1], als Lange fiir

den dazugehdrigen Funktionsgraphen

/\/1+4t2dt \/_+—ln<\/_+2>
V5 —2

Haben dabei verwandt, dass 1 (2tv/1 + 4¢% + In(2¢ + v/1 + 4¢%)) Stammfunktion zu

V1 + 4¢t2 ist.

Bemerkung Die Linge einer Kurve kann auch fiir stetige, stiickweise stetig differenzierbare
Kurven X : [a,b] — R™ definiert werden. (X heilt stiickweise stetig differenzierbar, falls
eine Unterteilung a =ty < t; < --- < t, = b existiert, so dass X auf |t;,_1,t;[ zu einer stetig

differenzierbaren Kurve auf [t;_1, ] fortsetzbar ist.)

Beispiel

_Jlo, 4" firt € [0,1] : 1 fur t € [0, 1]
X<t){[t—1,2—t]T firt €]1,2] ’ also HX(t)”{\/i fiir t €]1,2]

und somit L(X) = fol 1dt + ff V2dt =1+ /2.

Kriimmung von Kurven

Es sei X zweimal stetig differenzierbare regulire Kurve. Die Anderung der Geschwindigkeits-

richtung einer Kurve, bezogen auf die Kurvenldnge

T(t) oy TR - T(1)
HX(t)H h—0 || X (t +h) — X (t)]|

beschreibt die Krijmmungsrichtung von X in X(¢).

JEAGI]

B30 he|Et Kriimmung.

Seine Lange k(t) =
Beispiel Kreislinie mit Radius r

X (t) = rcos(t),sin(t)]" ,t € [0, 27]
Fiir den Tangenteneinheitsvektor gilt

X, T - .
T(t) = X0l [— sin(t), cos(t)] unabhangig vom Radius 7!

Der Kriimmungsvektor, also die Anderung der Tangentialrichtung,

T(#) = —[cos(t), sin(t)]” = —%X(t)

zeigt zum Kreismittelpunkt. Fiir die Kriimmung errechnet man «(t) = £. Sie ist also umge-

kehrt proportional zum Radius des Kreises.
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Kurven im R3

Essei X : [a,b] — R® eine zweimal stetig differenzierbare regulire Kurve im R? mit 7'(t) # 0
fur alle ¢ € [a,b]. Dann stehen die drei Einheitsvektoren

X
T(t)=— (®) (Tangenteneinheitsvektor)
X
N(t) ) (Hauptnormaleneinheitsvektor)

Tl
B(t) =T(t) x N(t) (Binormaleneinheitsvektor)

orthogonal aufeinander und bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem (das sogenannte
begleitende Dreibein).

Die von T'(t) und N (t) aufgespannte Ebene
E(t): X(t)+AT(t)+uN(t) A, peR

heilt Schmiegeebene von X an der Stelle X ().
Es sei X dreimal differenzierbare regulire Kurve mit 7(t) # 0 fiir alle t € [a, b]. Die Anderung
der Binormalenrichtung bezogen auf die Kurvenlange
B(t) oy B+ - B()
| X ()| h=0[|X(t+h)—X(t)]

beschreibt das Herauswinden der Kurve aus der Schmiegeebene und wird als Torsionsvektor
bezeichnet. B(t) ist orthogonal zu B(t) und auch orthogonal zu T'(t), denn

_4d
Cdt

Damit gibt es 7(t) mit

B(t) (T(t) x N(t)) =T(t) x N(t) + T(t) x N(t) = T(t) x N(t).
B(t)
IX (@)

7(t) heilt Torsion. Fiir den Absolutbetrag gilt |7(t)| = 1B@I.

=—7(t)N(t).

Beispiel (Schraublinie)

X (t) = [rcos(t), rsin(t),ct]’ ,t € [0,27n],r > 0,¢> 0

_ —rsin(t)| —rcos(t)| 7 sin(t)
X(t)=| rcos(t) | ,X(t) = |—rsin(t)| ,X(t) = |—rcos(t)
c 0 0
Also gilt
1

T(t) = E[—r sin(t),r cos(t), c]’ , R = Vr2 + ¢
N(t) = [—cos(t), —sin(t),0]", B(t) =T(t) x N(t) = %[C sin(t), —ccos(t), r]"

Hieraus erhalt man schlieflich Kriimmung r(t) = 75 und Torsion 7(t) = 4.
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3 Funktionen in mehreren Variablen

Es sei D C R™. Eine Funktion

f:D—R,

X =[z1,...,2,] — f(X) = f(x1,...,2,)
heit Funktion in n-Variablen.

Beispiele

flz,y) = 3zy+22 auf R?
f(z,y,2) = e +sin(zx+y) auf R?
fX) = [IXIP =2+ +a; auf R

Darstellungsweisen

Wie im Falle n = 1 definieren wir den Funktionsgraphen von f als die Menge
Ff:{(I7f(x)):x€D}CD><R (CRn+1)

Beispiele Fiir n = 2 beschreibt der Funktionsgraph von f eine Fliche im R?, etwa einen
Paraboloid im Falle von f(x,y) = 22 + 3.

Fiir n > 3 konnen wir den Funktionsgraphen als Fliche im R3 nicht mehr darstellen. Als
Alternativen bieten sich an

Schnittkurvendiagramme

Halt man jeweils n — 1 Variablen fest, etwa x1,...,2,_1, so erhadlt man aus f eine Funktion
in einer Variablen:

tHf(xlv"wxn—lvt)

Der zugehorige Funktionsgraph ist die Menge
{(t, f(x1,... 20 1,t)) : (z1,..., 20 1,1) € D} C R?
und er wird als Schnittkurve (von I'y mit der (x4, ..., z,_1)-Ebene) bezeichnet.

Beispiel (n = 2) f(x,y) = 2% + y* Halt man x (bzw. y) fest, so erhilt man in der jeweils
anderen Variablen eine Parabel.

Hohenliniendiagramme

Als weitere Alternative zur Darstellung einer Funktion in mehreren Variablen betrachtet man
Hohenliniendiagramme.

Definition Zu gegebenem ¢ € R heilst die Punktmenge
N.={XeD: f(X)=c}

die Niveaumenge zum Niveau ¢ (und fiir n = 2 speziell Héhenlinie zur Hohe ¢).
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Man bestimmt die Menge N, durch Auflésen der Gleichung

f(X)=c¢ nach X.

Beispiel (n = 2) f(z,y) = 2% + ¢?
Die Gleichung 22 + y? = ¢ hat fiir

e ¢ < 0 keine Losung
e c=0die Lésung z =y =0

e ¢ > 0 einen Kreis mit Mittelpunkt 0 und Radius /c als Lésung.

Stetigkeit von Funktionen in mehreren Variablen

Aufbauend auf dem Konvergenzbegriff von Folgen im R™ kénnen wir nun auch den Stetig-
keitsbegriff auf Funktionen mehrerer Veranderlicher iibertragen.

Definition Essei f: D — R, D C R" und X € R" so dass X Haufungspunkt von D (d.h.
in jeder e-Umgebung U.(X) gibt es Punkte aus D):

(i) (Grenzwerte von Funktionen) f besitzt in X den Grenzwert ¢, falls
Jim f(Xy) = ¢
fir jede Folge (X%) C D mit limy_ X; = X. Wir schreiben in diesem Falle
limy_>X f(Y) =C.

(i) (Stetigkeit) Ist X € D, so heit f stetig in X, falls

lim f(Y) = f(X)

Y— X

(iii) f heiRt stetig auf D, falls f in allen Punkten X € D stetig ist.

Bemerkungen

(i) Die Rechenregeln fiir Grenzwerte fiir Funktionen einer Veranderlichen iibertragen
sich auf Funktionen mehrerer Veranderlicher, also

Tim f(Y)+g(Y) = lim £(Y)+ lim g(¥)
Jim f(Y) - g(Y) = lim f(Y)- lim ¢(Y)
lim c¢f(Y) = C}ll_l)l}(f(Y)

Y—-X
im ,
Y=X g( limy _x g(Y)

~—

}}:i = falls 1;12}(9(}/) #0
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(i) Aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte folgt wie im Falle von Funktionen einer Veran-
derlicher: Sind f, g : D — R stetig, so sind auch folgende Funktionen stetig:

f+g, f-g,¢-f undgaufDO:{XeD | g(X)#0}

Ist h: E'— R stetig, f(D) C E, so ist auch die Verkettung h o f stetig.

Beispiele 3.1

(i) Die Projektionen p; : R" — R,z = [x1,...,2,] — x; sind stetig. Damit sind dann
auch die folgenden Funktionen stetig:

— lineare Funktionen f(x) = ajzq + -+ + a2,

kn

ki, ko
R

— Polynome in n-Variablen p(x) = p(x1,...,%n) = 31 cp < Oy b, 7 25700 T

— rationale Funktionen (also Quotienten von Polynomen) % auf Dy ={xzeR™ | q(z)#0}

(ii) Die Funktion

CEE i [ay)T £ (0,07
fey) = {0 Y i eyl = (0.0

ist stetig in 0, denn fiir jede Folge X} = [z4,yx]”, die gegen 0 konvergiert, gilt:

daher ist limx_o f(X) =0 = f(0).
(iii) Die Funktion

0 fiir [z, [0, 0]

ist nicht stetig in 0, denn fiir die Folge X}, = [+, 1]” gilt limj_.oc X}, = 0, aber

9

) mp  fur [z,y]" # [0,0]"
ﬂﬂw—{ + 00"

11 1.1 1
X,.) = e
=1 (55) = iy
und damit

, 1
Jim f(Xy) =5 # f(0).

Eigenschaften stetiger Funktionen

Fiir stetige Funktionen f : [a,b] — R einer reeller Veranderlicher hatten wir bereits gesehen:
e f ist beschrankt

e f besitzt Maximum und Minimum
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Entsprechendes gilt fiir die Funktionen in mehreren Veranderlichen. Dazu muss jedoch zuerst
eine Verallgemeinerung abgeschlossener Intervalle im R™ gefunden werden.

Definition Es sei D C R" eine Teilmenge

(i) X € D heilt innerer Punkt von D, wenn es eine e-Umgebung von X gibt, die ganz
in D enthalten ist.

(i) D heiBt offen, wenn jeder Punkt von D ein innerer Punkt ist.

(i) X € R™ heilt Randpunkt von D, wenn jede e-Umgebung von X sowohl Punkte aus
D, als auch Punkte aus dem Komplement R*\ D ={Y € R": Y ¢ D} enthilt.

Die Menge aller Randpunkte von D heilt Rand und wird mit 9D bezeichnet.

(iv) D heiBt abgeschlossen, wenn D alle Randpunkte enthilt.

Beispiele
(i) Die e-Umgebung eine Punktes X
Ue(X) ={Y eR": [X =Y <}
ist selber eine offene Menge mit Rand

U (X)={Y eR": |[X Y| =&}

Folglich ist die Menge {Y € R" : || X — Y|| < ¢} abgeschlossen.
(i) Rechtecke @ C R? der Form

Q={ry" 1<r<2 -2<y<5}
sind offen, Rechtecke () der Form

Q={[z,y]":1<2<2,-2<y<5}
abgeschlossen, Rechtecke der Form

Q={ry" 1<xr<2-2<y<5}
sind weder offen noch abgeschlossen.

Entsprechendes gilt fiir Quader Q C R3.

Definition Es sei D C R” eine Teilmenge
(i) D heiRt beschrinkt, falls eine Konstante M existiert mit

| X <M firalle X € D
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(i) D heit kompakt, falls D abgeschlossen und beschrankt ist.

Die kompakten Mengen sind gerade die Analoga abgeschlossener, beschrankter Intervalle
[a,b], denn es gilt: Ist F': D — R stetig und D C R™ kompakt. Dann gilt
(i) f ist beschrankt.

(i) Existenz des Maximums / Minimums:

Es existieren X, ax, Xmin € D mit

f(Xmin> < f(X> < f(Xmax> vXeD
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4 Differentialrechnung von Funktionen mehrerer Ver-
anderlicher

4.1 Partielle Ableitungen

Essei D C R", f: D — R eine Funktion und X = [z1,...,2,]7 € D ein innerer Punkt.
Fir kleine h ist
b= f(x1, .. @i, 0+ R, Ty, .o, )
wohldefiniert als Funktion von h.
Existiert dann der Grenzwert der Differenzenquotienten in der i-ten Koordinatenrichtung

.1 . of
]lllir(l)ﬁ(f(m,...,xijth,...,xn)—f(a:l,...,$i,...,$n)) = o

(X)

so heilt f an der Stelle X partiall differenzierbar nach z;, 1 < i < n. Der Grenzwert
g—ai(X) heilt partielle Ableitung von f nach x; an der Stelle X.

f heilt an der Stelle X partiell differenzierbar, falls alle partiellen Ableitungen %(X),
1 < i < n, existieren. Der Vektor

of "

of
g X)

~ |on

grad f(X): (X)

der partiellen Ableitungen von f in X heit Gradient von f in X.

Bemerkung Bezeichnen wir mit e; = [0,...,0,1,0,...,0]7 den i-ten Einheitsvektor im R",
so kdnnen wir schreiben

SL0) = fi 3 O+ he) = ()

h—0 h

Beispiele 4.1
(i) f(z,y) = 22% + y* auf R2.

0
O () = i (£ ) = F,)) = im 2 (204 B2 + 97— (22 +47)

.1 9
_}lllﬂ%ﬁ(élxh+2h)—4x

Entsprechend gilt g—g(x,y) =2y

(i) f(z,y) = sin(zy?) auf R?

%(az y) =y’ cos(zy?) g—g(az y) = 2yx cos(zy”)

Bei partieller Ableitung nach x behandelt man also y wie eine Konstante und bei
partieller Ableitung nach y behandelt man = wie eine Konstante.
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Alternative Bezeichnungen fiir partielle Ableitungen: f.., fa, fy, f2, ft, - -

Partielle Ableitungen hoherer Ordnung
Ist f partiell differenzierbar nach x;, so definiert

of

'_)
a&fi

X

(X)

wieder eine Funktion in n Verdnderlichen, die man wieder gegebenenfalls nach z; partiell

differenzieren kann:
0 of 0*f . .
— =: X) f 1< <

8xj (81:2) <X> 81’]81}2( ) ur =hj=n

Man erhilt auf diese Weise die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung von f.

Beispiele 4.2 (i) f(x,y) = 222 + 3?2, also

0 9]
8—£(f€,y) =4z a—‘z(x,y) =2y
und damit
2f 2r 2r, 2f.
(it) f(x,y) = sin(zy?), also
O f

@(% y) = —y*sin(zy?)

Analog zu den partiellen Ableitungen zweiter Ordnung bildet man partielle Ableitungen ho-
herer Ordnung:
(). 5 (@)
Ox;0x;0xy, " 0x?0x;

Bemerkungen

(i) Bei Funktionen f in einer reellen Verdnderlichen folgt aus der Differenzierbarkeit von
f die Stetigkeit von f. Das ist fiir Funktionen in mehr als einer Veranderlichen im
allgemeinen nicht richtig.

Beispiel

o $2Iyy2 fuir [$, y]T 7é [07 O}T
f@”){o+ fir  [z,9)7 = [0,0]

ist nicht stetig in 0 (siehe Beispiel 3.1(iii)). Jedoch ist

of _of -
5.(0.0) = 6—y(0,0) =0
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(ii)

(iii)

Im allgemeinen ist die Reihenfolge der partiellen Ableitungen nicht vertauschbar, d.h.
im allgemeinen ist z.B.
0% f
0xdy

0% f
Oyox

”

Beispiel

flz,y) = {3‘”% fiir [z, 5" # [0,0]"

Fir [z, y]" # 0 gilt:

sonst

fal,y) = y— )

2?2 — > ( 2z 2z (z? — y2)>
ry

Analog gilt

und f,(0,0) = f£,(0,0) = 0. Folglich

Pf . 1(0f of N\ 1 -
agor 00 = fim (%W) - @w) = Jim g (h- (1)) = ~1
aber
0% f 1 (of of 1 B
ooy 00 = I (a—y““m - a—y@’”) = Jim g (h- 1) =1

Es gilt jedoch allgemein: Sind die partiellen Ableitungen k-ter Ordnung stetig, so
ist die Reihenfolge der partiellen Ableitungen bis zur k-ten Ordnung vertauschbar.

Fiir die partiellen Ableitungen von Summen und Produkten gelten dieselben Rechen-
regeln wie im Falle n = 1: Sind f,g : D — R an der Stelle X, partiell nach z;
differenzierbar, so sind auch die folgenden Funktionen an der Stelle X partiell diffe-
renzierbar nach z;:

(a) Linearitdt of + (g fir «, § € R mit

daf + Bg)
aiL’i

of
(9.231-

Jg
&’Ei

(Xo) = a—(Xo) + B+>(Xo)

(b) Produktregel f - g

af-9)
('9@-

of
al’i

dg
al’i

(Xo) =

(Xo) - 9(Xo) + f(Xo) -

(Xo)

(c) Quotientenregel Ist g(X) # 0 fir X € D, so ist auch g an der Stelle X,
partiell differenzierbar nach x; mit

I1(X) - 9(Xo) — f(Xo) - 22 (X
0 (f)(XO):axx ) - 9(Xo) = f(Xo) - 5% (Xo)

oz, E QQ(XO)
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Weiterhin gilt:

31

Satz (Kettenregel): Es sei D C R" offen, f: D = R, Y — f(Y) = f(vy1,...,Yyn) stetig

partiell differenzierbar. Weiterhin sei U € R™ (m > 1) offen,
g; : U — R stetig partiell differenzierbar fir 1 <i<n

und es gelte
[1(X),...,0.(X)]" € D firalle XecU.

Dann ist die Verkettung
F:U—>R

X = f(gl(X)7"'7gn(X))
stetig partiell differenzierbar und fiir die partiellen Ableitungen gilt:

OF , . = 0f dy;
é'ulge?e’Abl, innere Abl.

Beispiele
(i) Polarkoordinaten im R?

Fiir einen Punkt P = [ﬂ bezeichne

Y
¢(x,y) = arctan (Q) (Winkel des Ortsvektors zu P mit der x-Achse)
T

r(z,y) = ‘ ‘ =2+ (Lange des zugehdrigen Ortsvektors)

die Polarkoordinaten von P.

Fiir einen Punkt P = [ﬂ mit Polarkoordinaten (r, ) gilt also

r=r-cosp=gi(re)
=r-sinp = g(r, )

fur (r,¢) €10, 00[ x [0, 27].

Ist eine Funktion f : R? — R gegeben, so beschreibt die Vekettung
F(r,¢) = f(rcosp,rsing)

also dieselbe Funktion in Polarkoordinaten.

Beispiel f(z,y) = e~ @*+v")

F(T, S0) _ e—((rcoscp)2+(rsin<p)2) _ 6—7"2

()
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Mit Hilfe der Kettenregel lassen sich die partiellen Ableitungen von F' aus den partiellen
Ableitungen von f berechnen. Aus F'(r,¢) = f(g1(r,¢), g2(r, ¢)) folgt

a—F(r )—%(r rsing)c +%(rc rsin @) - sin
o y P = or COS @, 'S @) COS Y By OS@,rsSme) - s g

OF af

5 F (4.1)
—(r,¢) = ==(rcos p,rsinp)(—rsiny) + =—(r cos @, rsin¢)(r cos )
9 ) 9x Y 9y Y

In obigem Beispiel etwa:

8_F
or

T T

2 . —r2 .
= —2rcosp-e ' -cosp—2rsingp-e ' -singp

r2

= —2re” (hdtte man auch direkt sehen kénnen!)

Ableitung entlang von Kurven Ist v : [a,b] — D stetig differenzierbare Kurve und
f: D — R stetig partiell differenzierbar, so ist die Funktion

for labl = f(y(B) = f(n(t), .., m(t))

stetig differenzierbar nach ¢ und es gilt

(Fory() =5 (Fem @ =3 F0w) a0

innere

duBere

TV
Ableitung

Beispiel f(x,y) = ¢~ ") und (t) = B: cin ﬂ

d ) )
= 2 (for)(t) = —2n(t)e MO +92%) oyt (£) — 2y ()™ MO 9207 41 ()

= (2r? cos(t) sin(t) — 2r®sin(t) cos(t)) e =0
Setzt man speziell fiir Xy € D
’y(t) = X() + t- 17

fiir einen Vektor v € R™, so ist v(t) € D fiir t in einer Umgebung der 0, also etwa fiir
te]—e el

Fiir die Ableitung von f entlang ~ erhalten wir in t = 0 wegen ~/(t) = ¥

(F 07)/(0) = lim 3 (F(3()) ~ F((0))) = lim = (F(Xo + hi) — F(X0)

=5 () = grad (X0)7
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Definition Ist f : D — R in einer Umgebung von X € D stetig partiell differenzierbar und
v € R™ ein Richtungsvektor, so heilt

00f (Xo) = fimy 3 (/(Xo + 1) = F(X0) = 3 5 u) i = grad f(Xo)"

die Ableitung von f langs ¥ (im Punkt Xj).

Ist ||¢]] = 1, d.h. hat der Richtungsvektor ¥ Lange 1, so heift 05 f(X,) die Richtungsablei-
tung von f in Richtung ¢ (im Punkt X).

Speziell fiir ¥ = ¢; erhalten wir:

of

aﬁf(XO) = ax

(Xo)

e Die Richtungsableitung in Richtung der i-ten Einheitsvektoren stimmt also mit der
partiellen Ableitung nach x; liberein.

e Geometrische Interpretation des Gradienten: Aus der Cauchy-Schwarzschen Un-

gleichung folgt fiir ||0]] = 1

lim - (F(Xo + ht) — F(Xo)) = 9af (Xo) = grad £(X0)"7 < | grad £(X0)]

h—0

und falls grad f(Xy) # 0, so gilt die Gleichheit dann, wenn

gradf(Xo)
lgrad f(Xo)|l

U=

Der Gradient von f in X zeigt also stets in die Richtung des steilsten Anstiegs
der Funktion!

Beispiele

I—I

(i) f(z,y) = 2>+ y? also grad f(x,y) =2 {
Fiir die Richtungsableitungen erhilt man 0z f(x,y) = 2(zvy + yvo).

1

Insbesondere wird 0z f (x,y) maximal fiir v = T [ﬂ und 0 fir 0L [ﬂ

(i) Fla,y) = 2 — 12, also grad f(z, ) = 2 {fy}
Fiir die Richtungsableitungen erhdlt man 0z f (z,y) = 2(zv; — yvo)

Insbesondere ist Oz f(x,y) = 0 fir ¥ = [ﬂ
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4.2 Die totale Ableitung

Ist f: [a,b] — R differenzierbar in z € ]a, b[, so beschreibt die Tangentengleichung

g x— f(wo) + f'(z0)(x — 20)

eine lineare Naherung von f in x,.
Die Giite der Approximation kann man dabei wie folgt beschreiben:

W — f'(z0) | (2—20) = 0 (| — o)

. J
~~

—0 fir z—xg

f(@)=g(z) = f(2)=(f(x0)+f'(x0) (x—10)) =

Notation (Landau Symbol)
Es sei D C R™ und X, € D. Fiir zwei Funktionen f,g: D — R schreiben wir

F(X) = g(X) + o (X — Xo|")

falls ¥ ¥
)~ g()

2, X = Xl
Das Landausche Symbol of|| X — X||¥) besagt also, dass der bei der Approximation von f

durch g in der Nihe um X, gemachte Fehler von einer kleineren Ordnung als || X — Xl|*
ist.

=0.

Wir wollen den Gedanken der linearen Approximation von Funktionen einer reellen Veran-
derlichen auf Funktionen in mehreren Veranderlichen iibertragen. Statt N&herungen von f
durch eine Geradengleichung

9(x) = f(wo) + f'(wo) (& — wo)

betrachten wir die Naherung von f durch Abbildungen der Form f(Xg) +a’ - (X — Xy) fiir
einen Vektor @ € R™.

Definition Es sei D C R", Xy € D innerer Punkt und f : D — R eine Funktion. f heilt in
X total differenzierbar (oder linear approximierbar), falls ein Vektor @ € R" existiert,
so dass

F(X) = f(Xo) +a" - (X — Xo) + o (|| X — Xol])
fir X in einer Umgebung von X gilt.

Ist fin Xy € D total differenzierbar, so gilt
e fistin X, stetig
e fist in X partiell differenzierbar und es gilt

9f
8:61

of 4

a= grad f(Xo) = 7%()(0)

(Xo), ...

In den Komponenten des Vektors @ stehen also die partiellen Ableitungen von f in X|.
Insbesondere ist der Vektor @ eindeutig bestimmt.
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Aus der partiellen Differenzierbarkeit folgt im allgemeinen nicht die totale Differenzierbarkeit.
Jedoch gilt, falls D c R™ offen:

f: D — R stetig partiell differenzierbar
= f total differenzierbar (in allen Punkten X, € D)

Beispiele

(i) f:R2 =R, f(z,y) =2 — 2% —y? also gradf(z,y) = —2[x, y]*

Da [ stetig partiell differenzierbar, ist f insbesondere total differenzierbar und die
lineare N3herung von f im Punkte [x¢,y0]" € R? ist

e

Y Yo

f(x,y)=2—$(2)—y§—2xo(x—xo)—2yo(y—yo)+0(

. Zo 2 .
etwa in = ilt
M [ﬂ &

o) =0 -2V (- V) +o<\/(x_¢§)2+y2>

4.3 Die Taylorformel fiir Funktionen in n Variablen

Die Taylorformel fiir die Approximation einer differenzierbaren Funktion

f :]a,b[— R
durch Polynome der Form
/ " (m)
f(xo) + 1 iz) <1T0) (x — o) + / ;UO) (x—mo)*+ -+ / m(!fo) (x —xo)™

|asst sich auf differenzierbare Funktionen in mehreren Variablen verallgemeinern:

Satz Es sei D C R" offen, f : D — R (m + 1)-mal stetig partiell differenzierbar, X, €
D, v € R", so dass die Verbindungsstrecke

(Xo+t7: te0,1]}

zwischen X und X + ¢ ganz in D verlduft. Dann gilt die Taylorformel

F(Xo+0) = F(Xo) + Buf (Xo) + 02 (Xo) ..+~ F(Xo) + Brria (Xo,7)

mit dem Restglied

. 1 m .
Ryi1(Xo, ¥) = ,ag T f(Xo + £D)

(m+1)
fir ein £ € [0,1]
Mit der Substitution ¥ = X — X erhalt man aus

F(X0) + 0 (Xo) ..+ 0 (o)
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ein Polynom p(X) vom Grade m in den Variablen z1,...,z,. Wie im Falle n = 1 heift
p m-tes Taylorpolynom von f im Entwicklungspunkt X,. Mit diesem Polynom gilt
dann

F(X) =p(X) +o(|X = Xo[™)

Die wichtigen Spezialfille m = 1,2

m = 1: Lineare Approximation (f zweimal stetig partiell differenzierbar)

f(Xo +9) = f(Xo) + 9sf(Xo) + Ra(Xo, V)
= f(Xo) + grad f(Xo)" - ¥+ Ro(Xo, )
mit RQ(XO,U) = %a?)»f(XO + 517) fiir ein f S [O, 1]
Mit der Substitution v = X — X erhdlt man hieraus
f(X) = f(Xo) + grad F(Xo)T - (X = Xo) +o (| X = Xol)

-~

p(X)

m = 2: Quadratische Approximation (f dreimal stetig partiell differenzierbar)
, 1 L,
f(Xo +7) = f(Xo) + 05f(Xo) + gag'f(Xo) + R3(Xo, V)

(4.2)
= J(Xo) + grad f(Xo)T - T+ 50 Hy(X0)T + R(Xo, D

mit R3(Xo, V) = 502 f(Xo + £0) fiir ein € € [0, 1].

3l

Hierbei ist
%f 2%f O*f
@<XO) 8:5128902 (XO) t 6x128:cn <X0)
o (X0 GO0 g (Xo)| [ o
. . . ? J
838&1 (XO) 8zigx2 (XO) e ga:% (XO)

die n x n-Matrix der partiellen Ableitungen zweiter Ordnung von f in Xj.
Die Matrix H¢(X,) heit Hesse-Matrix von f in X,. Da die partiellen Ableitungen ver-
tauscht werden kdnnen
0 f 0 f
Xp) = X,
&'Ezﬁxj( 0) 6xj(9x,< 0)

fir 1<4i,j<n

ist H;(Xo) eine symmetrische Matrix, d.h. es gilt H;(Xo)" = H;(Xo).
Mit der Substitution ¥ = X — X erhdlt man aus (4.2)

FX) = (Xo) + grad F(X)" (X = Xo) + 5(X = Xo)T - Hy(Xo)(X — Xo) 4o (I1X ~ %ol]?)

(. J/
-~

=p(X)
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Beispiele

(i) f(z,y) = e™ ist 3-mal stetig partiell differenzierbar

g s )= 3]
Zo

Hy(xo,y0) = ™% [ y(z) 1+ xoyol

1+ zoyo g
Also ist
T T
e%0Y0 + £%0Y0 Yo T — Xo + lexoyo T — Xo y(Q) 1 + ZoYo xr — Xy
2
ZTo| |Y—Yo 2 Y — Yo 1+ xoyo Zp Y — Yo

= " + €™ (yo(x — x0) + o(y — Yo))

1
+ e (5 (x — x0)* + 2(1 + oyo) (z — 20)(y — vo) + 25 (y — v0)?)

die quadratische Naherung fiir f im Punkte BO]
0

(i) f(z,y) =2®+ 4oy + 8y* + 3z + by + 1

2 4 3
grad f(xo,yo):{ v }

4z 4+ 16y + 5

2 4
Hf(an yO) = |:4 16:|
also ist die quadratische Naherung in [z, yo|” gegeben durch

(22 + daoyo + Sy2 + 3o + Syo + 1)
+ (20 + 4yo + 3)(z — o) + (4x0 + 1630 + 5)(y — %0))

+ 5 (20 — o) +8(z — 20)(y — w) +16(y — 0)°)

=..=1+3c+5y+a°+4ay+8° = f(z,y) ()

d.h., wie im Falle n = 1 stimmt das Taylorpolynom zweiter Ordnung mit f Uberein,
wenn f ein Polynom vom Grad < 2 ist. Analoges gilt fiir Polynome héheren Grades.

Anwendung: Bestimmung von Extremalstellen
Wie im Falle einer Funktion einer reellen Variablen definieren wir:

Eine Funktion f : D — R hat in 2y € D ein lokales Maximum (Minimum), falls ein
€ > 0 existiert mit

f(Xo) = f(X) (bzw. f(Xo) < f(X))
fir alle X € U.(X,).

Ist f(Xo) > f(X) (bzw. f(Xo) < f(X)) furalle X € D, so heiit X, absolutes Maximum
(Minimum).
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Notwendiges Kriterium

Wie im Falle einer Funktion einer reellen Variablen gilt: Ist f : D — R partiell differenzierbar
und X lokales Extremum (also X, eine lokales Maximum oder lokales Minimum), so ist
grad f(Xo) = 0. Man nennt die Nullstellen des Gradienten von f, also die Stellen X mit
grad f(X,) = 0 kritische Stellen.

Mé&chte man also (lokale) Maxima (bzw. (lokale) Minima) einer Funktion bestimmen, so
sucht man zunichst die Menge der kritischen Stellen. Diese kritischen Stellen sind die Kan-
didaten fiir lokale Extrema. Man versucht dann mit den folgenden hinreichenden Kriterien fiir
lokale Maxima und Minima zu entscheiden, ob es sich bei einer gegebenen kritischen Stel-
le um ein lokales Maximum oder um eine lokales Minimum handelt. Zur Bestimmung aller
lokalen Extrema muss man schlieBlich gegebenenfalls auch noch das Verhalten der Funktion
am Rand des Definitionsbereiches untersuchen.

Fiir hinreichende Kriterien bendtigen wir wie im Falle von Funktionen einer reellen Veran-
derlichen die hoheren Ableitungen von f. Bevor wir ein hinreichendes Kriterium formulieren
konnen, bendtigen wir noch Informationen iiber positiv definite Matrizen.

Einschub: Positiv definite Matrizen

Definition Es sei A = [a;;] eine symmetrische n x n-Matrix (also AT = A, d.h. a;; = aj;
fir 1 <i,7 <n). A heit positiv definit, falls gilt

f'AZ >0 firalle ZeR",##0.

A heilt negativ definit, falls — A positiv definit ist, und indefinit, falls Z, i € R" existieren
mit
ZPAZ>0 und §TAT <0

Beispiele

(i) A= [(1) (1)] ist positiv definit, denn

MRl R 1

(i) A= [_01 (1)] ist indefinit, denn

2

>0 fir m c R?, m £0

und
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Bemerkung 4.3

(i) Wir haben in Mathematik | fiir MB gesehen, dass fiir eine n x n-Matrix A alle Eigen-
werte von A reell sind. Weiter gilt dann:

A positiv definit < alle Eigenwerte von A positiv
A negativ definit < alle Eigenwerte von A negativ
Aindefinit < A besitzt mindestens einen positiven

und mindestens einen negativen Eigenwert

(ii) Das folgende Kriterium charakterisiert positive Definitheit einer Matrix mit Hilfe von
Determinanten. Es gilt:

A ist genau dann positiv definit, wenn fiir £ = 1,2, ... n gilt

det | : Sl >0

(iii) Fir 2 x 2-Matrizen ist dieses Kriterium besonders einfach anzuwenden: die Matrix

A= {‘; ﬂ ist
ist
positiv definit & a>0 wund detA=ad—b >0
negativ definit & a<0 und detA=ad—b >0
indefinit & det A=ad—b* <0

Kehren wir zuriick zu hinreichenden Kriteria fiir lokale Extrema einer Funktion in mehreren
reellen Veranderlichen. Mit Hilfe der Aussagen iiber positiv definite Matrizen erhalt man nun:

Satz Essei f : D — R zweimal stetig partiell differenzierbar und Xy € D mit grad f(Xy) =
0. Es sei Hy(Xo) = [%(Xo)} die Hesse-Matrix von f in X,. Dann gilt:

o H(Xy) positiv definit = X ist lokales Minimum

o Hy(Xy) negativ definit = X ist lokales Maximum

o Hi(Xp) indefinit = X ist kein lokales Extremum (sondern Sattelpunkt)

Spezialfall n =2
Im Spezialfall n = 2 erhdlt man aufgrund von Bemerkung 4.3 (iii) insbesondere fiir f(x,y):

2 2
— %('x()ay(]) ;Tgy(xo,yo)
Hf(x(hyO) - o2 92 f

9905 (20, Y0) gz, (%0, o)
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und ist
A = det Hf('r()ay(]) = %(l’o,yo) ) ZQTJ;(IO,ZJO) - <8(12§y(550>y0))2
so gilt:
e A>0und g%c(:vo,yo) >0 = EE] ist lokales Minimum
e A >0 und gz—i(ﬂfo,yo) <0 = Bg] ist lokales Maximum
e A<O = BS] ist kein lokales Extremum (sondern Sattelpunkt).

Beispiele Essei f(z,y) = —2* — y* + 222 + 2y2. Dann gilt

A
grad fe.p) =1 00

und dieser besitzt neun Nullstellen:

A=Y,

_O_

1] -1 0 0
o= (o] =[] = 1] = 2]

1] 1

1_

o= [P [ - [

Fiir die Hesse-Matrix

gilt in diesen kritischen Punkten:

40

H¢(Ay) =4 (1) (1)] positiv definit = A; lokales Minimum
—2 0] . , ..
H¢(Ay) =4 0 1} indefinit = A, Sattelpunkt (ebenso A3, A4, As)
Hi(Ag) =4 _02 _02} negativ definit = A; lokales Maximum (ebenso A7, As, Ay)
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5 Implizite Funktionen und Extrema mit Nebendin-
gungen

5.1 Vektorfelder

Bisher haben wir nur reellwertige Abbildungen f : D — R betrachtet. Nun wollen wir auch
Abbildungen
F:D—R" firr DC R",n,m>1

betrachten. Eine solche Abbildung nennen wir Vektorfeld.

Schreiben wir F' = [Fy, ..., F,,)7, so erhalten wir zu F' die Komponentenfunktionen des
Vektorfeldes
FE:D-R, 1<i<m.

e n=1 Ein Vektorfeld ' : D C R — R™ ist nichts weiteres als eine Kurve im R™.

e m=1 Ein Vektorfeld ' : D C R™ — R ist nichts weiteres als eine reellwertige
Funktion in n Veranderlichen.

Beispiel Stromung einer zdhen Fliissigkeit durch ein Rohr mit Radius r

Es bezeichne D C R? ein Rohr mit Radius 7 dessen Mittelpunkt durch die z-Achse gegeben
ist. Dann beschreibt das Vektorfeld

v:D—>R?
[z,y,2]" — c[0,7* —y* — 2%, 0]" V2 <rte>0.

das Geschwindigkeitsfeld einer zdhen Fliissigkeit durch D.

Definition Ein Vektorfeld F' : R™ — R™ heilt
e stetig (in X)), falls alle Komponentenfunktionen F; stetig (in X) sind,

e partiell differenzierbar (in X)), falls alle Komponentenfunktionen F; partiell diffe-
renzierbar (in Xj) sind,

e total differenzierbar in X oder linear approximierbar, falls eine m x n-Matrix
A existiert, so dass

F(X) = F(Xo) + A(X — Xo) + o ([| X — Xol])

fir X in einer Umgebung von X,.

Ist I total differenzierbar in X, so ist I stetig in Xy und partiell differenzierbar in
Xo und es gilt

A= BZ (Xo)l (= Jr(Xo) siehe unten ) .
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Fassen wir alle partiellen Ableitungen eines Vektorfeldes F im Punkt X, in einer Matrix
zusammen, so erhalt man die Funktionalmatrix von F' in Xj:

3—§;(Xo> z—g;mo) L 2B(X)
: - 8x-(XO)
O (Xo) n(Xg) ... n(X,)

Jr(Xp) ist also eine m x n-Matrix. In den Zeilen stehen die partiellen Ableitungen der
Komponenten des Vektorfeldes. Ist m = n, so ist Jr(X,) also eine quadratische Matrix. lhre
Determinante det(Jr(Xy)) heift Funktionaldeterminante von F' in X.

Beispiel Polarkoordinaten im 12
G :]0, 00[x[0, 27 [— R?
[r, o]+ [rcos @, rsin p]"

also G (r, ) = rcosp, Go(r,¢) = rsinp und

Jo(r o) = (COS @ —rsin cp)

singp rcos

und det(Jg(r,¢)) = r ((cos ©) + (sin g0)2) =r.
Mit Hilfe der Funktionalmatrix Ji lasst sich die Kettenregel (4.1) nun wie folgt umschreiben:
Ist f : R? — R stetig partiell differenzierbar, so ist

F=foG :]0,00[x[0,27[— R
stetig partiell differenzierbar und es gilt
Jr(r, @) = Jp(G(r,9)) - Ja(r, @) -

- bezeichnet hierbei das Matrizenprodukt der beiden Funktionalmatrizen. In dieser Form lasst
sich die Kettenregel auf allgemeine Vektorfelder verallgemeinern.

Satz (Kettenregel fiir Vektorfelder) Es sei D C R™ offen, U C R™ offen,
G:D—U und F.U—R
stetig partiell differenzierbare Vektorfelder. Dann ist die Verkettung
H=FoG :D—RF
X = F(G(X))
stetig (partiell) differenzierbar und es gilt fir X, € D
Jn(Xo) = Jroc(Xo) = Jr(G(Xo)) - Ja(Xo)
_ auBere innere

Ablgi;ung

Die Funktionalmatrix der Verkettung berechnet sich also als Matrizenprodukt der beiden
Funktionalmatrizen Jr(G(Xy)) mit J5(Xo). Da Jp(G(Xo)) eine k x m-Matrix und Jg (X))
eine m x n-Matrix, ist das Matrizenprodukt eine k x n-Matrix, wie es Jy(X() auch sein
muss.
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5.2 Implizite Funktionen

Um eine Funktion ¢ : D C R — R mit den Methoden der Differentialrechnung zu dis-
kutieren, bedarf es eines expliziten Ausdrucks fiir die Funktion g(x) = y. Mitunter ist der
Zusammenhang zwischen x und y nur durch eine Gleichung

flz,y) =0 (5.1)

gegeben, und man hat zu gegebenem = nach y = g(z) aufzuldsen. Gesucht ist also eine
Funktion g mit

f(.g(x)) = 0. (5.2)
Man sagt dann, dass g durch die Gleichung (5.1) implizit definiert ist.

Beispiele

(i) f(z,y)=3z+2y—4

Die Gleichung f(x,y) = 0 fiihrt auf die Gleichung 3z + 2y = 4, die wir nach y auflésen
konnen:

3 3
y:—§x+2, alsog(a:):—§x+2.

(i) flz,y) =2 +y* -1

Die Gleichung f(z,y) = 0 fiihrt auf die Gleichung y> = 1 — 2? mit den Ldsungen
y = £+ 1 — a2, |z| < 1. Dies fiihrt auf die beiden implizit definierten Funktionen

gi(x) =v1—22?, go(z) = —V1 — 22

Wenn wir nun einen Punkt [xg,y0]" mit f(zo,yo) = 0 festhalten, so kdnnen wir, falls
Yo # 0, die Gleichung f(z,y) = 0 in einer Umgebung von [, y0]” eindeutig auflésen,
denn in einer Umgebung wird das Vorzeichen von y nicht wechseln.

Satz Essei f: D =]a, b x ]c, d[ — R stetig partiell differenzierbar, [x¢,40]7 € D ein Punkt
mit f(xo,yo) = 0 und fy(xo, o) # 0. Dann gibt es offene Intervalle I C|a,b] mit zy € I
und J Cle,d][ mit yo € J, so dass f,(z,y) # 0 fiir alle [z,y]" € I x J, und es gibt eine
stetig differenzierbare Funktion

g:I—R mit g(I) Cle,d], g(zo) = vo ,
so dass f(x,g(z)) = 0 fiir alle = € I. Fiir die Ableitung von ¢ gilt

g (x) = —M xel. (5.3)

fylz,g(x))

Beispiel Es sei f(z,y) = y? +sinx — 4
Dann ist [0, 2] Lésung von f(z,y) =0 und f,(0,2) = 4, also ist die Gleichung

y* +sine —4=0
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in 0 lokal eindeutig nach y aufldsbar. Fiir die durch die eindeutig bestimmte Ldsung implizit
definierte Funktion ¢ gilt: g(0) = 2 und

g*(7) +sinz —4 =0
also g(z) = /4 — sinx. Fiir die Ableitung gilt
, cos T COS T
g(x)=— = - .
2¢(x) 2v/4 —sinx

was man durch direktes Ableiten von ¢ bestdtigen kann.

Bemerkung Die Formel (5.3) fiir die Ableitung der implizit definierten Funktion g folgt aus
der Kettenregel, denn aus

f(z,g(x)) =0

folgt durch Ableiten nach x:

fow,9()) + fy(w,9(x)) ' (x) = 0

also

Der Satz liber implizite Funktionen gilt auch allgemeiner:

Satz (Hauptsatz iiber implizite Funktionen) Es seien U C R™ offen, V' C R™ offen
und
F:UxV—=R", (X, Y] — F(X,Y)

stetig differenzierbar. Weiterhin sei [Xy, Yy]? € U x V eine Lésung von F(X,Y) = 0 und

die m x m-Matrix

S0 = 520

sei invertierbar (also det(4t(Xo,Yp)) # 0). Dann gibt es offene Mengen Uy C U mit
Xy € Upund Vo C V mit Yy € Vp, so dass 2Z (X, Y') invertierbar fiir alle [X, Y]” € Uy x V,

oY
und es gibt ein stetig differenzierbares Vektorfeld

G : UO — ‘/0 mit G(X(]) = YE)

und
F(X,G(X))=0 fur alle X el
sowie OF OF
—_— —— 71  —
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5.3 Extrema unter Nebenbedingungen

Gegeben sei eine Funktion f : R™ — R. Mitunter ist es notwendig, ein Extremum von f nicht
auf ganz R™ zu bestimmen, sondern nur auf einer Teilmenge, die mit Hilfe einer weiteren
Funktion g : R™ — R durch eine Gleichung g(X) = 0 implizit definiert ist.

Definition Ein Punkt X, mit g(Xy) = 0 heit relatives Maximum (bzw. Minimum)
unter der Nebenbedingung ¢(X) = 0, falls

f(Xo) = f(X) ( bzw. f(Xo) < f(X))
fir alle X € U.(Xo) N{X € R" : g(X) =0}.

Der fogende Satz liefert eine notwendige Bedingung die zum Auffinden relativer Extrema
unter Nebenbedingungen niitzlich ist.

Satz Sind f, g auf einer Umgebung U.(Xj) von X stetig differenzierbar, hat f in X, ein
relatives Extremum unter der Nebenbedingung ¢(X) = 0 und ist grad g(Xy) # 0, so gibt
esein A € R mit

grad f(Xo) + \ grad g(Xo) = 0.

4
d.h. Jo:(X0) + X g.,(Xo) =0 firi=1,...,n. (5.4)

Geometrische Intepretation von (5.4)

grad g(Xo)

g>0
g<0

Der Gradient grad g(X,) zeigt stets in eine Richtung, die aus Ny := {X € D(g) : g(X) =
0} hinausfiihrt, und zwar genauer in die Menge g > 0 hinein. Kurven, die ganz in N
verlaufen, haben Tangentialvektoren, die senkrecht zu grad g(Xj) sind, denn: Ist

v:]—eel— No

stetig differenzierbare Kurve mit (0) = X, so folgt aus g(y(¢t)) = 0 fir alle t €] — ¢, ¢]
mit Hilfe der Kettenregel

0= —9(7(t) = grad g(Xo)" -7'(t)
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und somit insbesondere fir ¢t =0

grad g(Xo)" - +/(0) =0.

Beispiel 5.1 Gegeben sei die Funktion
g(w,y,2) =2* +y* +2° — 1.

Dann ist Ny = {[z,y, 2|7 € R® : 22 + y? + 22 = 1} also die Oberfliche der Einheitsku-
gel ST im R3. Im folgenden bezeichne X, den Nordpol, also X, = [0,0,1]%. Dann steht
grad g(X,) = 2[0,0,1]" senkrecht zur Tangentialebene

E :0x4+0y+1z=1
an S' im Punkt X,. Gegeben sei etwa die Kurve
v(t) = [sint, 0, cost]”, te]—m, .

Dann gilt v(0) = X, und 7/(0) = [cos 0, 0,sin 0T = [1,0,0]7.

Es sei nun f eine Funktion, die auf einer Umgebung von X, definiert ist. Der Gradient
grad f(Xy) zeigt immer in die Richtung des steilsten Anstieges von f. Ist also X relatives
Extremum, so wird der Gradient keinen Richtungsanteil haben, der tangential zu Ny verlauft.
Damit aber muss grad f(Xj) in dieselbe Richtung wie grad g(X,) oder — grad g(Xj)
zeigen. Folglich missen grad g(X;,) und grad f(Xy) linear abhdngig sein, d.h. es gibt
ein A € R mit

grad f(Xo) + A grad g(Xo) =0.

Beispiel 5.2 In der Situation des Beispiels 5.1 sei

I SVENE SN o
gegeben. Fiir z > 0 ist f monoton wachsend in z. Daher steht zu vermuten, dass f in X
sein Maximum unter der Nebenbedingung ¢(X) = 0 annimmt. In der Tat gilt

grad f(z,y,2) = 2[z°,¢°, 2%,

also
grad £(Xo) = 2[0,0,1]" = grad g(X,).

Damit ist die notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines relativen Extremums in X
erfiillt. Um zu priifen, ob X ein Maximum ist, miissen nun alle relativen Extrema untersucht
werden. In diesem Falle finden wir alle relativen Extrema unter den Losungen x,y, z und A
des nichtlinearen Gleichungssystems

grad f(z,y,2) + A grad g(z,y,2) = 0 mit g(z,y,2) =0,
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also
3 T
2 (3 +2)\ |y| =0 mit 2 =1.
23 z
Dies fiihrt auf
4+ A =0 (2 +X) =0
Y’ + Ay =0 = y(y?+ ) =0
24+ Az2=0 2(22+ 1) =0.

1. Fall  # 0, also A = —2? und damit

y =0 odery ==z

z=0oder z = +x

(I) y = z = 0 fiihrt wegen der Nebenbedingung g(z,y, z,) = 0 auf x = +1, also
1
£(0,0,%1) = 5 = f(Xo).

(1) y = £z, 2 = 0 fithrt entsprechend auf z = £, y = £, also

1 1 1
(7)1

() y = £z, z = La fihrt auf:z:::t%, y=+L1 =4

f<i L1 ) 1
V3 V3T VB 6
Die iibrigen Falle y # 0 und z # 0 sind analog zu behandeln.

Insgesamt gibt es

e 6 Punkte vom Typ (I), die allesamt relative Maxima sind. Insbesondere ist also der
Nordpol X ein relatives Maximum.

e 12 Punkte vom Typ (I1), die allesamt Sattelpunkte sind.

e 8 Punkte vom Typ (II1), die allesamt relative Minima sind.

Fiir einen Punkt [z, 7, 2]7 mit z > 0 kdnnen wir schreiben

z=2z(x,y) =1—a%—19y?

und damit erhalt man

1 1 1 )
f@,y,2) =[x,y 2(x,9)) = 5o* + 5y' + 5 (1= 2" =)
als Funktion der zwei Variablen = und y. Die folgende Grafik enthalt den zugehdrigen Funk-

tionsgraphen. Man erkennt deutlich die relativen Extrema vom Typ (1) und (I11):
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Beispiel Gesucht ist der minimale Abstand des Punktes P = [1,1,1]" € R? zur Kugelober-
flache
K ={XeR®: |X]|=1}.

Gesucht ist also das Minimum des Abstandsquadrats
f(X) =X - P|] (grad f(X) =2(X - P))

unter der Nebenbedingung

g(X) = IX[2 =1 =0 (grad g(X) = 2).
Mégliche Kandidaten fiir Minima sind die Punkte X € K mit

grad f(X)+ A grad g(X) =0

fir ein A € R, also diejenigen X € K mit

2AX —P)+2)X =0 =  (1+\)X=P.

Da X € K, muss |1+ \| = || P|| = V/3 sein, also A = —1 4 +/3, und damit X = j:\/igP. Es
ist klar, dass —\%P (relatives) Maximum und \%P (relatives) Minimum der Abstandes ist.

Fiir den minimalen Abstand erhalt man also

1
—P-Pl|=V3-1.



