Antrittsvorlesung ECHNISCHE
UNIVERSITAT
von Horst Heck DARMSTADT

GauB-Abschdtzungen fiir parabolische Gleichungen

oder:
Wie ein 10 DM-Schein bei der Losung von partiellen
Differentialgleichungen helfen kann.
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Wieso ist der GauB-Kern niitzlich?

TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

Betrachte die Warmeleitungsgleichung
u—Au =0 in (0,00) x R"
u(0,x) = wo(x) in R"

up ist Anfangstemperaturverteilung, Au(t,x) = Y7, 92 u(t, x).
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Betrachte die Warmeleitungsgleichung
F(ug—Au)=0  in(0,00) x R"
Fu(0,8) = Fuo(x) in R”

up ist Anfangstemperaturverteilung, Au(t, x) = > "7, 5fo(
Nutze Fouriertransformation
> FF(E) = (2m) "2 [, e *¢F(x) dx fiir f € L1(R")

» F:L2(R") — L2(R") ist unitirer Isomorphismus
> FOuf(§) = i&FF(E)
» FY(f-g)=(F 1)« (F1lg), wobei (f * g)(x fRn

t, x).

X—y
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Wieso ist der GauB3-Kern niitzlich? TECHNISCHE

UNIVERSITAT
DARMSTADT

Betrachte die Warmeleitungsgleichung
o +€°0 =0 in (0,00) x R”
0(0,8) = () in R”

up ist Anfangstemperaturverteilung, Au(t,x) = Y7, 92 u(t, x).
Nutze Fouriertransformation
> FF(&) = (2m) "2 [L, e f(x) dx fiir f € L}(R")

» F:L2(R") — L2(R") ist unitirer Isomorphismus
> FOif(§) = i&FF(S)
» FY(f-g)=(F 1)« (F1lg), wobei (f * g)(x f]R” x —y)g(y)dy
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Wieso ist der GauB-Kern niitzlich? TECHNISCHE

UNIVERSITAT
DARMSTADT

Betrachte die Warmeleitungsgleichung
0+ €20 =0 in (0,00) x R"
0(0,8) = () in R”

up ist Anfangstemperaturverteilung, Au(t,x) = Y7, 92 u(t, x).
Losung dieser gew. DGI fiir £ € R ist

ot €)= e 1l gg(e)
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b +1€°0 =0 in (0,00) x R”
0(0,8) = () in R”

up ist Anfangstemperaturverteilung, Au(t,x) = Y7, 92 u(t, x).
Anwenden von F~! liefert

u(t, x) = F (e € ) (x)
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Wieso ist der GauB-Kern niitzlich? TECHNISCHE

UNIVERSITAT
DARMSTADT

Betrachte die Warmeleitungsgleichung
0+ €20 =0 in (0,00) x R"
0(0,8) = () in R”

up ist Anfangstemperaturverteilung, Au(t,x) = Y7, 92 u(t, x).
Anwenden von F~! liefert

u(t, x) = F (e € ) (x)
= (F (e 1) x up)(x)
1 —|x|?/4t

Te(t)uo := Gy * up sogar stetig auf LP(R"), 1 < p < o0
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TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

Halbgruppen und GauB-Abschitzungen
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Stark stetige Halbgruppen

TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

Definition

(T(t))e>0 C L(X), X Banachraum, ist stark stetige Halbgruppe, falls
1. T(0)=1d
2. T(t+s)=T(t)T(s) furalle t,s >0
3| T(@)f —fllx =0 (t—0)firallefeX
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Stark stetige Halbgruppen

TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

Definition

(T(t))e>0 C L(X), X Banachraum, ist stark stetige Halbgruppe, falls
1. T(0)=1d
2. T(t+s)=T(t)T(s) furalle t,s >0
3| T(@)f —fllx =0 (t—0)firallefeX

» Begriff verallgemeinert Exponentialfunktion et

» Halbgruppe lést v’ — Au =0, u(0) = up in X

» GauBkern G; definiert die Halbgruppe ,,e®t*“ in LP(R"), 1 < p < oo,
durch e®tug = G, * up
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GauB-Abschatzungen

TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

Definition
Eine stark stetige Halbgruppe T auf X = [2(), Q C R" offen, hat
GauB-Abschitzungen, falls fiir f € L2(Q), t >0

| T(t)f| < Ce* T (bt)|f]

fir Konstanten C,b >0, w € R.

Satz
T hat GauB-Abschitzungen <= Es gibt einen Kern K; € L*°(Q x Q) so dass
> T(t)f(x) = / K:(x, y)f(y)dy fiir f € [1(Q)
Q
> Ki(x,y)| < Cety—n/2g=blx—y[*/t
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Zwei einfache Beispiele TECHNISCHE

UNIVERSITAT
DARMSTADT

Betrachte Af := f" — f' in X = L?(R), D(A) = H?*(R).
Dann gilt: e = etfe™td/d) = T¢(£)S(t) mit (S(t)f)(x) = f(x — t).
Kern ist damit gegeben durch
Ki(x,y) = (4mt) /2 exp(—(x — y — t)*/4t)
= (4rt) M2 exp(—(x — y)?/4t — t/4 + (x — y)/2).
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Betrachte Af := f" — f' in X = L?(R), D(A) = H?*(R).
Dann gilt: e = etfe™td/d) = T¢(£)S(t) mit (S(t)f)(x) = f(x — t).
Kern ist damit gegeben durch
Ki(x,y) = (4mt) /2 exp(—(x — y — t)*/4t)
= (4rt) M2 exp(—(x — y)?/4t — t/4+ (x — y)/2).

;<X_y>_;.2(<x_y> (;)”2) (&) ek (evrh o)

folgt
0 < Ki(x,y) < et/4(47rt)_1/2 exp(—(x — y)?/8t).
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Zwei einfache Beispiele TECHNISCHE

UNIVERSITAT
DARMSTADT

Der Neumann-Laplace ist gegeben durch die Sesquilinearform
a(u,v) = —/ VuVvdx
Q

mit D(a) = HY(Q), (Anu, v)2 = a(u, v) fiir u € D(Ap).
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Zwei einfache Beispiele TECHNISCHE

UNIVERSITAT
DARMSTADT

Der Neumann-Laplace ist gegeben durch die Sesquilinearform
a(u, v) / VuVvdx

mit D(a) = HY(Q), (Anu, v)2 = a(u, v) fiir u € D(Ap).
Nicht fiir jedes Q hat et eine GauB-Abschitzung:
Betrachte Q = (0,1) \ {2 : n € N}. Dann gilt

» Eigenwert 1 von e®¥t hat unendliche Vielfachheit, da eA’th( 1Ly = 1

> e®nt st damit nicht kompakt

» Hitte e®vt GauB-Abschitzung, so wire wegen K; € L(Q x Q)
der Operator e®Vt Hilbert-Schmidt, also kompakt
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Wie kann man GauB-Abschdtzungen zeigen —
Davies’ Trick

TECHNISCHE
UNIVERSITAT
~ DARMSTADT

Essei W :={¢p € C*R")NL®R"): |0iY]|oc <1, ||0i0j9)]l0c <1
furallei,j=1,...,n}.

Dann definiert
d(x,y) == sup{|¥(x) —¥(y)| : p € W}

eine zu |x — y| dquivalente Metrik auf R".

Ist T stark stetige Halbgruppe auf L2(Q), so definiere fiir p € R und ¢ € W

TP(t)f = e PV T(t)(e”Vf)
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Davies’ Trick

TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

Theorem (Davies' Trick)

Es sind dquivalent

1. Es gibt Konstanten C > 0, w € R mit
2
IT2(t)]| cqr@y.Loe(y < CeHPiE=n/2

fiir allet >0, v € W und p € R.
2. T hat eine GauB-Abschitzung.
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Davies’ Trick

TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

Theorem (Davies' Trick)
Es sind dquivalent

1. Es gibt Konstanten C > 0, w € R mit

2
IT2(t)]| cqr@y.Loe(y < CeHPiE=n/2

fiir allet >0, v € W und p € R.
2. T hat eine GauB-Abschitzung.

Zeige L'-L> Abschitzungen via
» Beurling-Deny-Kriterium
» Nash Ungleichung
» Logarithmische Sobolev Ungleichung
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Anwendung: Operatoren in Divergenzform TECHNISCHE

UNIVERSITAT
DARMSTADT

Es gelte ajj, bj, ¢j, o € L*°(2), 1 > 0 mit

n

Z a;j(x)&&; > pléf fiir alle ¢ € R", x — f.s.

ij=1

Fiir HY(Q) C V C HY(Q), V abgeschlossen, definiere stetige, koerzive
Sesquilinearform mit D(a) = V durch

n n n
a(u,v) = Z/ﬂa,-jD,-uerZ/ijDjuVJrZ/chuer Couv
ij=1 i=1 i=1

Es gibt einen abgeschlossenen Operator Ay, so dass a(u, v) = (Avu, v)2, fir
ue D(Ay), veV.
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Anwendung: Operatoren in Divergenzform TECHNISCHE

UNIVERSITAT
DARMSTADT

Theorem (Elliptische Operatoren mit Dirichlet Randbedingung)

Essei V = H}(Q), bj, ¢; € WL°°(Q). Dann hat e *Av eine GauB-Abschitzung,
falls

1. a; € Wh>°(Q) oder

2. bj, ¢ reellwertig

Resultat gilt auch fiir andere Randbedingungen (z.B. Neumann, Robin), falls 9Q
Lipschitz, alle Koeffizienten reellwertig und b;, ¢; € Wi>=(Q).
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TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

Konsequenzen von GauB-Abschatzungen
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Einige Konsequenzen TECHNISCHE

UNIVERSITAT
DARMSTADT

T :[0,00) — L(L?()) stark stetige Halbgruppe mit GauB-Abschitzungen.
Dann gilt

1. Es gibt stark stetige Halbgruppen T, : [0, 00) — LP(L2), so dass
T(t)f = T,(t)f fiiralle f € L2(Q) N LP(R), 1 < p < o0
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UNIVERSITAT
DARMSTADT
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Unabhéangiges Spektrum, Beweisidee TECHNISCHE

UNIVERSITAT
DARMSTADT

Satz (Arendt)

Es sei A € p(Ap). Gibt es R € L(L9(2)) mit Rf = R(\, Ap)f fiir
f e LP(Q)N LI(Q), dann gilt X € p(Ag) und R = R()\, Ayg).

T habe Kern k(t, x,y). Dann gilt fiir A € p(Ap)

1
R\ A,) = / e Mettdt +e e R(N, Ap)
0
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Unabhéangiges Spektrum, Beweisidee TECHNISCHE

UNIVERSITAT
DARMSTADT

Satz (Arendt)

Es sei A € p(Ap). Gibt es R € L(L9(2)) mit Rf = R(\, Ap)f fiir
f e LP(Q)N LI(Q), dann gilt X € p(Ag) und R = R()\, Ayg).

T habe Kern k(t, x,y). Dann gilt fiir A € p(Ap)

1
R\ Ap) = / e Mettdt+e e R(N Ay)
0 —_—

cL(Lo) eL(La)?
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Unabhéangiges Spektrum, Beweisidee TECHNISCHE

UNIVERSITAT
DARMSTADT

Betrachte Halbgruppen T, , mit Kern

we(x)
we(y)

k(t,x,y)

w, so dass w.(x)/w.(y) < e*@E=YI mit a(e) -0 (¢ — 0)
GauB-Abschatzung liefert:

> T.,R(\ Ap:) hat Kern k. mit k.| < C fiir alle e € R”, |e] < &g
> ke(x,y) = e ko(x, y)
Also |ko(x, y)| < Ce=rix—Vl

—  MRMA)EL(LY) = A€ p(Ag)
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|
Vielen Dank!

TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

Wabhrlich es ist nicht das Wissen, sondern das Lernen, nicht das
Besitzen, sondern das Erwerben, nicht das Da-Sein, sondern das
Hinkommen, was den groBten Genuss gewahrt.

C.F. GauB
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