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KAPITEL 1

Einfiihrung in die Problematik

1. Physikalische Motivation

Betrachte einen Stab aus Metall mit gegebener Temperaturverteilung. Nun
wollen wir untersuchen wie die Wéarme geleitet wird.
Annahmen:

e Stab (isoliert) wird parametrisiert durch das Intervall [0, 1], u(t,z) =
Temperatur in x zum Zeitpunkt ¢.

Konstanten: p Dichte, ¢ spezifische Wéarme

f:10,1] = R Wérmequelle

Energie in Segment [z1, z2]: E(x2,x1,t) = cp(xy — x1)u(t, 1)
Wiérmeleitungsregel von Fourier: Sei Q(t,z) = die Wérme durch
Punkt  zum Zeitpunkt ¢

t — Q(t
Q 2’? tQ( L) ~ —Ko({%u(tl,:n) Ky Thermale Konduktivitit
2 — 1l

e Energieerhaltung:

ep(zy — x1) (ulta, x1) — u(ty, 1))

= (tQ — tl)(iL'g — l’l)f(l’l) — K(](tg — tﬂ(%u(tl,xl) — %u(fl,lbg)) .

Daraus folgt

’LL(tg,:El) — u(tl,:nl) B f(:L'l) n @ a%u(tl,xg) — a%u(tl,xl)

to — 11 cp cp 9 — T
und damit

0 0?
0 utta) =L 4 D),

wobel kK = Ic(—;j die thermische Diffusivitit (eine Konstante) ist.

Stationire Temperaturverteilung (Gleichgewicht, steady state):

0— %u(f,ﬂj) u(t,g)(r) 0— f(ﬂi‘) + Av(x) _— A’U(fL’) = —f(l')

2. Mathematische Problemstellung
Es sei Q C R? offen und beschrinkt.
Gegeben: Stetige Funktion f auf Q.
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Gesucht: Stetige Funktion u : Q — R, in € zweimal differenzierbar mit

2) { Au(e) =YL, Lu(z) = f(x) Vr € O

1

u(z) = 0(z) Vo € 0.
Anwendung: Potential eines Ladungsfreies elektrisches Feldes.
u stationdre Temperaturverteilung
BEMERKUNG 2.1. A ist ein linearer Operator A(u+ v) = Au+ Av.

Idee: Definiere den Laplace-Operator in geeigneten Rdumen und untersuche
Abbildungsvorschriften.
Sei zB. X := {h: h € C%Q), hlaq = 0} und Y := C(Q) und betrachte
Axy: X =Y.
Typische Fragestellungen:
(a) Ist Axy injektiv (d.h. die Losung der Gleichung 2 ist eindeutig,
falls sie existiert)
(b) Ist Axy surjektiv (d.h. es existiert eine Losung der Gleichung 2 fiir
alle f €Y).
(c) Finde moglichst einen grofen Raum Y so dass Axy surjektiv ist
(d.h. die Gleichung ist fiir viele f losbar).
(d) Da X typischerweise nicht explizit gegeben ist, finde moglichst viele
Eigenschaften von X (d.h. Eigenschaften der Losung).

BEMERKUNG 2.2. (a) Der Laplace-Operator besitzt keine guten Eigen-

schaften in C(Q)). Suche nach geeigneten Raumen fihrt auf Sobolev-
Réaume (reflexive Banachrdiume bzw. Hilbertrdiumen).
Idee (L2-Theorie):
(a) Die Existenz einer schwachen Losung lidsst sich im Hilbertraumfall

(Lo-Theorie) sehr einfach iiber Lax-Milgram zeigen.
(b) Regularititstheorie liefert dann eine starke bzw. klassische Losung.

BEMERKUNG 2.3. Fine wichtige Rolle bei der Regularititstheorie spielt die
sogenannte Lokalisierung.

Idee (L,-Theorie):
(a) Betrachte zunéchst
A —A)u(z) = f(z), =eR

(b) Benutze die sog. Fouriertransformation. Die zentrale Eigenschaft
dieser Abbildung ist, dass sie Differentialausdriicke in algebraische
umwandelt. Im Fall (A — A) erhélt man

A+ |EP)Fu = Ff.

Damit ist die formale Inverse von (A — A) durch v = F~Y(\ +
I€12) "L F f gegeben.
Typische Fragestellungen:
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(a) Wie kann man dem formalen Ausdruck F~(\ + |¢|?)~1F als Ope-
rator: Y — X einen Sinn zu geben?

(b) Finde hinreichende Bedinungen, so dass F~!1(\ + |£]|?)"1F ein be-
schrénkter Operator in L, ist.

BEMERKUNG 2.4. Auf diesem Weg werden wir auch erkennen, dass sich T =
F Y+ [€12)VF auch als Integraloperator, d.h. Tf(x) = [ k(z,y)f(y)dy,
darstellen ldsst.

Im letzten Abschnitt betrachten wir die Warmeleitungsgleichung (1).
Idee:
(a) Betrachte u als Funktion t — u(t,-) € X, X ein Funktionenraum
(Sobolevraum)
(b) Sei A der Laplaceoperator und betrachte

u'(t) — Au(t) =0, t>0
u(0) = up.
Dies ist eine gewohnliche DGL im Banachraum!
(c) Ana III: Losung ist e~tug
Typische Fragestellungen
(a) Verniiftige Definition fiir e/ fiir grofie Klassen von (Differential-

)Joperatoren.
(b) Suche Bedingungen an A, so dass e*4 wohldefiniert ist

BEMERKUNG 2.5. Fliir spezielle (in Physik und Ingenieurwissenschaften sehr
relevante) Klassen von Differentialoperatoren, sog. Divergenzoperatoren, lisst
sich zeigen, dass et wieder ein Integraloperator ist (z.B. Laplace auf belie-
bigen offenen Mengen).



KAPITEL 2

Sobolevraume

1. L, Riume (Erinnerung)
In diesem Abschnitt sei (M, 3, u) stets ein Mafiraum.
DEFINITION 1.1.
(a) Seil < p < oo. Setze || fllp == </|f|pd,u>
(b) Sei f: M — K messbar. Dann Ji\LJez'ﬂt f wesentlich beschrinkt, falls
ein o > 0 existiert mit u({x € X : |f(z)| > a}) = 0. Ferner heifit
[flloo :=inf{fa > 0: p({z € X : |f(z)| > a} = 0)}

das wesentliche Supremum von f.
(c) Sei 1l < p < oco. Definiere

LP = LP(M, Y, 1, K) := {f : f: M — K messbar und || fl|, < oo}.

1/p

BEMERKUNG 1.2.
(a) || - ||p ist eine Halbnorm auf LP.
(b) Sei f € LP. Dann ist || f||, =0 genau dann wenn
feN: ={f: f messbar und f =0 p-fast iberall}.

(c) LP ist ein Vektorraum.
(d) N ist ein Unterraum von M, dem Vektorraum der messbaren Funk-
tionen (auch von LP), und

f~g 24 f—geN

definiert eine Aquivalenzrelation
DEFINITION 1.3. Der Raum L ist definiert durch:
LM, p) i= LM, 5, i, K)ING [ Illoo o= [ flloor VIS € L.
SATZ 1.4.

(a) |f] < |Iflloo m-fast iberall.
(b) || - |loo ist ein Norm.

(c) Ifn — flloo — 0 = es existiert ein A € ¥ mit u(A°) = 0 und
fn — [ gleichmdssig auf A.
(d) (L=(M,p), || - |lso) ist ein Banachraum.

3
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DEFINITION 1.5. Seil <p < o0
LP(M, p) o= (M, 2,1, K)/N, - l[fllp == I fllp, VIf] € LP.
SATZ 1.6 (Holdersche Ungleichung). Es seil < p,q < oo mit 1/p+1/qg=1

(interpretiere 1/oo = 0). Desweiteren seien f € LP(M,u) und g € LI(M, ).
Dann ist f - g € LY(M, i) und

1fglle < [ f1lp - llgllq-

BEWwEIS. Die Fille p = 1, 00 sind trivial. Seien a,b € Ry und f,g # 0.
Dann gilt
ab < %,, + % (Youngsche Ungleichung).

(Der Beweis dieser Ungleichung ist elementar.) Natiirlich ist fg messbar. Sei-
en G := g/||gllq und F := f/||f|l,- Anwendung der Youngsche Ungleichung
in jedem Punkt x € M ergibt nach Integration

Elz)P G(z)| 11
[1F@cE) an < [ gy o [I00 g 21 Ly
p q P oq
M M M
und die Behauptung folgt. 0

SaTz 1.7 (Minkowskische Ungleichung). Sei 1 < p < oo und f,g € LP(M, ).
Dann gilt

1+ gllp < 171l + llgllp-
SATZ 1.8 (Riesz—Fischer). Sei 1l < p < oco. Dann ist LP(M, p) vollstindig.

SAaTz 1.9. Nehmen wir an, dass f, € LP(M,u) gegen f € LP(M,u) konver-
giert, dann existiert eine Teilfolge fy, , so dass fn, (x) p-fast iberall konver-
giert.

SATz 1.10 (Dualitét). Sei 1 < p < oo, und (M, X, ) o-endlicher Mafraum.
Sei 1/p+1/q = 1 (so genannte konjugierte Exponente). Dann definiert
LM, p) — LP(M, p)’

J(o)f = /f gdp,  ge LIM.p), f € IP(M, ).,
M

etnen isometrischen Isomorphismus.

BEWEIS. J ist wohldefiniert nach der Holderschen Ungleichung. Natiirlich
ist J linear. J ist isometrisch, denn sei g € LY(M, 1) und setze

3 lg| \a/p
Fe= ()

191\" lg/?
I£] =/<— dp =1
b lgll ) llglld
M

und [,, fgdu = ||glly. Es bleibt die Surjektivitiit von J zu zeigen.

Dann
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1. Fall u(M) < o0: Sei ¢ € LP(M, ). Betrachte v : ¥ — K, v(A) := ¢(x4)
(xa € LP(M, p)). v ist ein signiertes (komplexes) Maf. Ferner ist v absolut
stetig beziiglich p, denn A € ¥ und p(A) = 0 impliziert x4 = 0 p-fast
iiberall, d.h. x4 = 01in LP(M, u), also v(A) = ¢(x4) = 0. Satz von Radony—
Nikodym ergibt g € L'(M, 1) mit

v(A) = /gd,u: /XAgd,u VA e X.
A M
Also wegen Linearitét

(3) o(f) = /fg dp V Treppenfunktionen f.
M

Ferner |o(f)| < C'||f|loo- Die Treppenfunktionen sind dicht in L>°(M, i) also
gilt (3) fiir f € L*°(M, p). Wir zeigen nun g € LI(M, ). Sei erst ¢ < oo.
Setze

) ) = {% o) 70

0 sonst.

f ist messbar und |g|? = fg = |f|P. Fiir n € Nsei A, :={z € M : |f(z)| <
n}. Dann ist x4, f € L>°(M, ) und

/ 1917 du = / wan S dn = o0ca, f) < llella, £, =
An M

1/p 1/p
= el ([ 1917 a) ™" = el ([ 1o an)
An An
1
q
— (A/ gt <ol vnen.

Satz von Beppo Levi(monotone Konvergenz) gibt g € LY(M, ).

Jetzt betrachten wir der Fall ¢ = co. Dann |g| < ||¢]|, dennsei A := {x € M :
lg(x)] > llell}. Setze f := xalgl/g, f € L®(M, ). Nehmen wir pu(A) > 0
an.

u(A)lell < / gl dp = /fg dp = o(f) < llell - [ f]1:
A M

und nach Annahme = p(A) < || f|j1, Widerspruch mit p(A) = || f|/1. Also
g€ L(M, ).

Die Treppenfunktionen sind dicht in LP(M, u) also ¢ = Jg.

2. Fall, (M) = oo: Es sei M = ;2| M,, mit pu(M,) < oo, und M,
paarweise disjunkt. Sei o € LP(M,u)". Setze ¢, (f) := o(xm, f), fir f €
LP (M, piy,), wobei p,(A) := p(M, N A). Dann ||o,|| < |||, insbesondere
on € LP(M,, py)'. Verwende jetzt den ersten Fall um g, € LY(M,, ) zu
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bekommen. Setze g := Y 7 | g, (in jedem Punkt nur ein Summand, g,, wird
durch 0 fortgesetzt auf MS). Es ist g € LY(M, ) und ¢ = Jg zu zeigen. Sei
Ay = Uj—; Mj und f wie in (4)

/ 919 dp =" / fgdp=">" / X fg5 din=">" o(xar, f)
i = = i

= sO(Z xar, f) < Z Iellllxar £l

— el Ej/Wm% P au) " =gl /quu

]lM

o

Daraus folgt fA lg|? dp)a
LY(M, p). Es gilt:

PU) = ¢l xa,f) = im ela,f) = tim [ fo
An

< ||l¢ll, und nach Beppo Levi Theorem g €

n—0o0

. Lebesgue
= lim [ xa,fg = /fg-
n—oo
M

O

SATz 1.11 (LP Interpolation Ungleichung). Seien pg,p1 € [1,00], 6 € (0,1)

und % = lp;og—l—l%. Sind f € LPO(M, u)NLPY(M, i), dann ist f € LPo(M, u)

und es gilt
—0 6
1 £llos < £ 1pg 111, -

BEWEIS. Setzeg = | f|0 =P und h = |f|9p9 Dann ist gh = | f|(1=0Ps+0ps —
|f|Po, ferner g € LU~ = (M, p) und h € L9P9 (M, ) und

1£1l5s = llghlly < Al = = £ 15~ - I fliee

p1
mit der Verwendung der H(')'lderschen Unglelchung.

O

SaTz 1.12 (Verallgemeinerte Holder-Ungleichung). Sein € N und 1 < pZ
oo, fi € LPi firi=1,...,m. Sei ferner 1 < p < 0o so, dass——Z

Dann gilt
Hfi €L und HHfz pSHHfini'
i=1 i=1 i=1

BeweErs. UA. O

DEFINITION UND SATZ 1.13. (a) L'NL>®(M, p) := LY (M, u)NL>® (M, p1)
versehen mit der Norm ||fllinco := ||fll1 + || fllc ist ein Banach-
raum.

7'1171
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(b) Definiere
L' 4+ L (M, p) :={f: M — K mb.:3g € L*(M, ), h € L°(M, )
mit f = g+ h}.
Die Abbildung
1l oo o= mE{IAIL + lglloo s £ =g+h: g€ LN(M, ), h € L(M, )},
ist eine Norm, mit der L' + L™ ein Banachraum ist.
SATz 1.14. Sei 1 < p < oo. Dann gilt L,(M, ) € L1 + Loo(M, ).

BEWEIS. Der Fall p = co ist trivial. Sei f € LP(M, ). Setze A := {x €
M : |f(x)] > 1} und h := xaf, g == xanaf- Dann g € L>(M, ) und
h € LY(M, 1), denn

[mau= [1na< [15rans 1P an
M A A M

THEOREM 1.15 (Riesz—Thorin Konvexitétstheorem). Sei T : L1 + Loo —
Ly + Lo linear, ferner seien pg,p1,70,71 € [1,00] mit pg < p1 und ro < 71.
Sei a € (0,1) und setze

O

1 . 1—a+

a 1 . 1« o
Pa Po p1 und Ta TO + ry’

Dann gilt

l—«

11w ey < TN G gy IT IS 1 10
Zur Beweis bendtigen wir folgenden Satz und folgendes Lemma.

SATz 1.16 (Hadamard, 3-Linien Satz). Seia < b und f : {z € C : a <
Re z < b} — C analytisch und beschrinkt. Weiter sei

M, =sup|f(a+it)], und My = sup|f(b+it)|.
teR teR

Dann gilt:

b—zx T—a

|f(z+iy)| < Mg M,)™, z+iyec{zeC:a<Rez<b}.

zt+iy—>b a—(z+iy)

BEWEIS. Wir betrachten f.(z+iy) = e*@+#)° f(z4iy) M, *~* M, *°
fiir e > 0. Dann gilt [f:(a + iy)| < e und |f.(b+ iy)| < e (Beachte:
|a®¥| =1 fiir @ > 0, y € R). AuBlerdem gilt

lim sup |f:(x+iy)| = 0.
Y—=£00 <<

Mit dem Maximumprinzip fiir analytische Funktionen und ein hinreichend
groBes Rechteck folgt |f-(z)| < max{e®®” e}, Aus ¢ — 0T folgt die Be-
hauptung. O



2. L, RAUME II 8

LEMMA 1.17. Seipg < p < p1 und f = Y aja;xg, eine Treppenfunktion
mit oj € C, |aj| =1, aj > 0 und {E;} paarweise, disjunkte, mb. Mengen
mit (jeweils) endlichem Mafl. Weiter sei || f||, =1 und

P
f:=Y ajal xg,
wobei p,
1 1—2z z
— +

Dz Po b1

gentigt. Dann gilt:
HszLPRez :1, OSRGZSL
BEWwEIs. Es gilt

/ o) dp VRS (s PuEy) = I8 = 1.

O

BEWEIS v. THEOREM 1.15. Sei p = p, mit 0 < a < 1 und betrachte
Treppenfunktion f und f’ auf M, welche | f||, = || f'll,y = 1 erfiillen. Sei f,
und f, wie in Lemma 1.17, wobei f, mit pg und p; und f, mit ro und rq
konstruiert werden. Nach Voraussetzung ist

D(z) = / ST () dpu(z)
M

analytisch in z. Mit der Holder-Ungleichung und Lemma 1.17 folgt nun:
’(I)(] +iy)’ < ”f;”p’M]”fz”P < Mj? J=0,1, yeR
d.h.

sup [®(j +iy)| < M;, j=0,1
yeR

Damit folgt mit dem 3-Linien Satz, dass
| [ a1 < ey

Da Treppenfunktionen dicht in LP" sind, erhalten wir | Tf]|, < Mg~ “My.
Die Behauptung folgt nun, da Treppenfunktionen auch in L? dicht sind. [

2. L, Raume II

Im Folgenden sei u stets das Lebesgue-Mafl und ¥ die o-Algebra der Lebes-
gue-messbaren Mengen.

Satz 2.1 (Faltung, Youngsche Ungleichung). Sei f € L'(R?), g € LP(RY),
1 <p<oo. Dann gilt
(a) Fiir fast alle v € R ist y — f(z —y)g(y) € L' (R?)
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(f * 9)a /fx—

s0 ist fx g € LP(R?) und es gilt
1f=glp <Iflli-llgllp 1 <p<oo.
BEWEIS. Sei p = 1. Dann gilt:

[ [ 1@ =gl ayas T0“6“1/| I/Ifw— )l de dy < |l

Re R4

(b) Setzt man

Fiir p = oo liefert die Holder—Unglelchung
!/f v~ )g(v) dyl < |19l

insbesondere existiert [pq f(z —y)g(y) dy fiir alle z € R,
Betrachte nun die Abbildung Tyg := f * g. Dann folgt aus dem Riesz—
Thorin Konvexitéitstheorem dass Ty € Z(LP, LP) und || Ty|| 2 e,y < || fl1
fiir 1 < p < o0, d.h. (b) gilt. Ferner erhalten wir mit Beppo-Levi

P

\fx— o)l dy | dz

p

zrlin;o/ (R/f(xy)xB(o,r)g(y)dy dz
Rd d

< 1 [|f I Ixsonslls < 17109l

d.h.
P

/ @9l dy | < oo, fa. e RY

BEISPIEL 2.2.
(a) Betrachte die partielle Differentialgleichung
(1 —Au(z) = f(z), = cR

Dann existiert fir jedes f € LP eine eindeutige Ldsung u. Deswei-
teren besitzt u die Darstellung

u(@) = (k* f)(x), z€R,

mit einem Kern k € L.
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(b) Betrachte
du(t,z) — Au(t,z) =0, t>0, xR
u(0,z) = up(x), =R

Dann existiert fiir jedes ug € LP eine eindeutige Losung w. Deswei-
teren besitzt u die Darstellung

u(t,z) = (k; *up)(x), t>0, zeRY,
mit ky € L fiir t > 0.

Im Folgenden bendétigen wir den Raum der lokal integrierbaren Funktionen
Ll (R%). Genauer,

loc

Li (RY) = {f :RY — Cmb. : £l 21 (k) < oo fiir alle kp. K C Rd} .

KOROLLAR 2.3. Sei f € L'(RY), dann definiert die Abbildung Tf := f x g
einen stetigen linearen Operator auf LP(R®) mit | T|| < | f]1-
SATZ 2.4. Sei f € C.(RY), g € L} _(RY). Dann f x g € C(R?).

loc

BEwWEIS. Wegen

I * 9)(a)] = / @ —)9(y) dy < 1]l
Rd

existiert (f * g)(x) = [ f(z — y)g(y) dy fiir alle z € R%.
Sei x, — x. Wir zeigen (f * g)(z,,) — (f * g)(x). Setze

Fo(y) = f(zn —y)g(y) und F(y) = f(z —y)g(y),

dann gilt F,,(y) — F(y) fiir fast alle y € R?. Anderseits, sei K kompakt so,
dass x, —supp f C K fiir alle n € N. Dann z,, —y & supp f falls y ¢ K,
dh. f(zn —y) = 0 fir y ¢ K. Daher ist |F,(y)| < [|fllooxx (y)|9(y)| eine

integrierbare Majorante. Nach dem Lebesgueschen Satz folgt [ F,, dy —
[ Fdy. O
DEFINITION 2.5. Sei Q C R?, f:Q — C messbar und setze
Oy = {a: € Q: 3V C Q offene Umgebung von x
mit f(x) =0 fir f.a. © € V}
Dann heifst supp f := Q\ Oy der Tréger von f.
SATZ 2.6. Sei f € C.(R%), g € L}, (RY). Dann gilt

(5) supp(f * g) C supp f + suppg
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BEWwWEIS. Wegen |(f * g)(x)| < ||fll1llg]lc existiert ( =[f(z
y)g(y) dy fiir alle z € RY. Also
(f *g)(= /f z—y = / flz—y)g(y) dy.

(z—supp f)Nsupp g

Falls x ¢ supp f+supp g, gilt (x—supp f)Nsuppg = O und (f*g)(z) =0. O

BEMERKUNG 2.7. Im Satz 2.6 gilt supp f + suppg = supp f + suppg.

BEMERKUNG 2.8. Die obige Aussage (5) gilt auch fir f € L'(RY), g €
LP(RY), 1 < p < oo.

SATZ 2.9. Seien f € C¥(R?), g € Lloc(Rd). Dann ist f x g € CF(RY), und
De(fxg) = Dfxg. Insbesondere f € C, g € L} (R?) = fxg € C®(R?).

BEWEIS. Wie immer existiert (f * g)(z) fiir alle z. Sei e; € R? ein Stan-
dardbasisvektor, h € R, |h| < 1. Setze K := supp f + B(0, 1), dies ist auch
kompakt. Dann gilt (Differenzenquotient):

L(f # 9)(a + hej) = (f + g)(@))

= / F(f(x+hej —y)gly) — flz—y))g(y) dy =
Rd

_ / L(f (@ + hej — v)g(y) — f(z — y))g(y) dy,
K—x

wobei der Integrand gegen D; f(x —y)g(y) fiir alle y konvergiert. Auerdem
gilt

|F(f(x+he; —y)g(y) — fl@—y)g@)| < ID; fllsolg)Ixk ()

Nach dem Satz von Lebesgue (Beachte: g € Li (R?) bekommen wir D;(f *
9)(x) = ((D;f) * g)(z), und so die Behauptung. O

DEFINITION 2.10. Eine Folge (py,)n>1 von Funktionen mit den Eigenschaften

(a) pn € C®(R?) (¢) supp p, € B(0,1/n)
(b) pn =0 (d) Jgapn =1

heifst Mollifier.

BEISPIEL 2.11. Betrachte p € C°(R%), supp(p) € B(0,1), p >0, [p=1,
und definiere py(x) := 1/n%p(nzx).

LEMMA 2.12. Sei f € C(RY) und (pn)n>1 ein Mollifier. Dann konvergiert
pn * [ — f gleichmifig auf kompakten Teilmengen von RY.
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BEWEIS. Sei K C R? kompakt. Dann existiert fiir alle € > 0 ein § > 0
mit |f(x —y) — f(z)] < e fir z € K und |y| < 4. Also

(o * () — () = / (F(z—y) — F(2))on(y) dy

Rd

— [ U9 1@ .
B(0.1/n)
so fiir n > 1/8 gilt |(pn * f)(z) — f(z)] < e [pn =€ fir z € K. O
LEMMA 2.13 (Urysohn, C™-Version). Sei ) # Q C R offen, K C Q, K
=1

kompakt. Dann existiert ein ¢ € C°(2) mit 0 < ¢ < 1 und ¢(z) fiir
z e K.

BEWEIS. Sei 0 < 1/n < ¢ < e+ 1/n < dist(K,Q°). Setze U, := {y €
Q: dist(y, K) < e} € Q und v = xp.. Dann gilt ¢ := p, *u € C®(R?)
und suppy C B(0,1/n) + U. C Q, also suppy C Q ist kompakt. Sei z €
K, dann ¢(z) = [, o1, u(@ = y)pa(y) dy = [}, <1/, Pn(y) dy = 1. Ferner
[l < lpnls - [l = 1. Da o > 0 folgt auch 0 < < 1. O

BEMERKUNG 2.14. Sei () #Q C R? offen und K C § kompakt. Dann
ezistiert V.C R% offen mit V kompakt und

KcVcVco.

BEWEIS. Sei ¢ € C2°(Q2) wie in Lemma 2.13 und setze

Vi={z e Qpx) > %}

SATZ 2.15. Sei 1 < p < co. Dann ist C°(R?) dicht in LP(RY).

BEWEIS. Sei f € LP(RY).
Beh.:Ve > 03 Treppenfunktion T = ZZ]\L LaiXx A, mit A; C R? beschriinkt
und |7 — f|l, < e, bekannt aus der Mafltheorie.
Beh.:Ve > 0 Ju € CP(RY) :[lu — xa,ll, < e
Wihle eine offene Menge O und eine kompakte Menge K mit K C A; C O
und |0\ K| < ¢ (Existenz: Mafitheorie). Dann existiert nach Lemma 2.13
ein p € C°(0) mit p =1 auf K. Es gilt:

Jiea—el = [ ba— o <wl0\ K| < 2=
o O\K

SATZ 2.16. Sei (pn)n>1 ein Mollifier.
(a) Seil <p<oound f € LP(RY). Dann ||pn * f — fll, — O.
(b) Sei f € BUC(RY). Dann |pn * f — flloo — 0
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BEWEIS. (a) Nach Satz 2.15 existiert fir ¢ > 0 ein g € C.(R?) mit
lf — gl <e. Satz 2.6 liefert
supp(py, * g) € B(0,1/n) +suppg C K, wobei K kompakt.
Da nach Lemma 2.12 p,, * g gleichméssig auf K gegen g konvergiert, existiert

ein ng € N mit

lon*g - gll? =/|pn*g—g|P < K.
K

Daraus folgt mit der Youngschen Ungleichung

lon * f = fllp < llpn* (f = Dllp + lon*g —9gllp + llg — fllp
1
<|f =gllp +llpnxg—glp +1lg — fllp <e+elK[» +e.

(b) Wiederhole den Beweis von Lemma 2.12. (]
KOROLLAR 2.17. Sei ) # Q C R? offen und 1 < p < co. Dann ist C°(9)
dicht in LP(2).
BEWEIS. Setze (), := {z € Q : dist(z,Q°) > 1} und
Ful@) = { flz) , ze€Q,

0 , sonst

Dann gilt nach dem Satz von Lebesgue lim,, oo || fn — fllzr(0) = 0, d-h fiir
e > 0 existiert ein ng mit || f,, — flr() < e
Setze g := pm * fn, Wobei p,, ein Mollifier ist. Dann existiert nach Satz 2.16
ein mo > no mit [|gm — fuollr(re < €, M > mg. Des Weiteren gilt

SUPD gim = SUPP P + SUPP fny C 2,  m > my,.

Damit erhalten wir

”gm - f”LP(Q) < ”gm - fnoHLP(Q) + ano - fHLP(Q) <2, mZ=my.
O

SATZ 2.18 (Zerlegung der Eins). Seien Q, Q; C R? offen. Seien ferner
K, cQ,CQ CQ, i €N,
mit K;, Q; kompakt und
U Q; =Q,

€N

so, dass fir alle x € Q eine Umgebung U(x) existiert, welche nur endlich
viele 5 trifft (diese Uberdeckung heifit lokal endlich). Nehmen wir ferner
an, dass K; N K; =0, falls i # j.
Dann ezistieren @; € C°(2), i € N mit

(a) vi >0

(0) > ieni(x) =1, falls x € Q

(c) suppy; C
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(d) 0< > ienepi < 1.
AufSerdem gilt p;(x) =1 fir x € Kj.

BEWEIS. 1. Schritt: Nehmen wir an dass wir die folgende Situation ha-

ben
KjCV;CV,;CU; €9,

wobei Vj kompakt, U; N K; =  falls ¢ # j und Vj,U; sind lokal endliche
Uberdeckungen von €. Wihle 90;- nach Lemma 2.13 zu U; und V. Dann gilt
o(x) == > ey wi(x) > 0, wobei lokal in © nur endlich viele Summanden von
0 verschieden sind. Setze ¢;(r) := ¢} (v)/¢(z). Nach Konstruktion haben
die ¢; die gewiinschte Eigenschaften.

2. Schritt, Disjunktisierung von ; und Kj: U; := Q; \ Ui#j K;. Natiirlich
gilt K; C U; C Q;. Wir behaupten, dass U; offen ist. Sei z € U; und
U(z) C Q; eine Umgebung von z so, dass J := {i : Q; NU(x) # 0} endlich
ist. Fiir j # k € J existiert eine Umgebung Wy (z) C U(x) von z mit
Wi(x) N Ky, = 0. Setze W (z) := NkesWi(x), die ist eine Umgebung von x
mit W(z) C U; und W(z) N K; = 0 fiir alle i € N, ¢ # j, also U; ist offen.
Sei jetzt x € 1, liegt dann « € ), fiir ein j, dann liegt es entweder in U;
oder in Kj fiir ein i # j. Die Uberdeckung U; ist lokal endlich, da €2; lokal
endlich ist.

3. Schritt, Konstruktion von Vj: Sei V; := Uj. Angenommen Vj, j < n
konstruiert ist mit der Eigenschaft

n—1 [e'e
Uvulu =2
j=1 j=n

sei I, eine abgeschlossene Umgebung von 0U,, die erfiillt

n—1 00
ou, cF, c | Jv,u | U;
j=1 j=n+1

Solche eine Umgebung existiert nach Bemerkung 2.14. Falls U,, # 0, konnen
wir eine kleinere Umgebung 0U,, C F} C F,, finden damit U, \ F}, nichtleer
wird. Setze V,, := U, \ F},. Dann

U, CVauE, | Jviu | U
j=1 j=n+1
Also Vj ist eine offene Uberdeckung, die natiirlich lokal endlich bleibt. [

SATZ 2.19 (Zerlegung der Eins). Sei K C R? kompakt und K C \J7_; Q,
mit ; C R? offen. Dann existiert ¢; € C°(Q) mit

(a) pi =0

(b) > pi(x) =1, fallsx € K

(c) 0<3 i1 <1
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(d) supp p; C Q;
BEWEIS. Wihle V mit V kompakt und
KcvecvelJo
i=1
nach Bemerkung 2.14. Setze U;; = V N €2; und verwende Satz 2.18 O

BEMERKUNG 2.20. Das System (@;)ien heifit der Uberdeckung untergeord-
nete Zerlegung der Eins zu K.

3. Sobolev Riaume 1.

In diesem Abschnitt es sei () # Q C R? offen und beschriinkt.

DEFINITION 3.1 (Distributionelle Ableitung). Sei f,g € L} .(Q). Falls die
Identitdt

/fDo‘gp = (—1)le /ggp fiir alle ¢ € C°(Q)
Q Q

gilt, heifST G die distributionelle Ableitung von f, und wir schreiben D*f =
g, 9 =g oder f = 0%.
BEMERKUNG 3.2.

(a) Die distributionelle Ableitung ist eindeutig, insbesondere ist die obi-
ge Definition sinnvoll, denn
/(f —g9)p =0 firallepeCX(Q) = f—g=0 fast iberall.
Q

(b) Falls f € C™(Q2). Dann fir jede |a| < m ist D*f die klassische
partielle Ableitung von f.

DEFINITION 3.3. Seim € N und 1 < p < oo. Definiere
WmP(Q):={f € LP(Q): V|a| <m ID*f € LP(Q)}
I Flwmey = D> IDFllzr):

|| <m
Satz 3.4. W™P(Q) ist ein Banachraum.

Beweis. Klar: normierter Vektorraum. Um die Vollstédndigkeit zu zei-
gen, nehme (f,) € W™P(Q) eine Cauchyfolge, d.h. die Folgen (D“f,) C
LP(Q) sind alle Cauchyfolgen. Daher konvergieren die auch, bezeichne die
Grenzwerten mit f,. Wir zeigen nun D f = f,:

! fop ! D? fup = (—1) ! fuDp — (—1)l ! D%,

Die Behauptung folgt. O
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SATZ 3.5. Seil < p < co. Dann ist WP (Q) separabel und reflexiv. W™ (£2)
st separabel.

BEWEIS. Definiere die stetige Abbildung
J:WMP(Q) — LP(Q) x -+ x LP(Q) =: X,
M
wobei M = die Anzahl der Multiindizes o mit |«| < m ist, durch (Jf)(z) :=
(D~ f )jaj<m- Dann ist J stetig invertierbar, bildet also auf einen abgeschlos-

senen Unterraum von X ab. Falls 1 < p < oo ist, ist X separabel, ist
zusétzlich p > 1, folgt die Reflexivitdt von X. O

LeEMMA 3.6 (Lokale Approximation). Sei 1 < p < oo, f € W™P(Q) und
D C Q offen mit D C Q. Betrachte § = dist(D,9Q) > 0 und den Mollifier
Ne, € < 0. Setze fo:=n.* (xof). Dann fo — f in W™P(D).

BEWEIS.

Df. () = D% + (xaf)(x) = / D(ne( — ) f () dy
Q

o o Trager! o
= (-1) '/D ne(z —y)f(y)dy = /na(x—y)D fy) dy
Q Q
=(D*f)e(x), =€ D.
Also f. € W™P(D) und nach Satz 2.16 D*f. = (D*f). — D“f. O
SATZ 3.7. Fir 1 <p < oo ist W™P(Q) N C>®(Q) dicht in W™P(Q).

BEWEIS. Betrachte eine lokal endliche Uberdeckung €, von €, Qi C Q
kompakt (siehe Satz 2.18). Sei ¢y Zerlegung der Eins, & > 0 und ¢, > 0

spater noch zu bestimmen. Fiir ¢ > 0 existiert nach Lemma 3.6 f,. €
Co(Q) N W™P(Qr) mit [|f — frellwmrq, < cre. Setze

fer=> Qrfue also fo— f =Y oplfre—f)

keN keN

(lokal nur endlich viele Summanden). Die Produktregel gilt, denn fiir ¢ €
e ()

/ o) Dyt = / (Di(ontt) — (Digi) ) f = — / (ort)Dif + ¥ Dig).
Q Q Q
Daher ist ¢ f € WLP(Q),

Di(¢rf) = Digr - f + exDif.
Ferner gilt induktiv auch ¢ f € W™P(2), und fir |a] <m

D*(prf) =Y <;>Da_ﬁﬁpk -D"f.

BLa
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Wir erhalten

DYf.—Df =" <g> > D Pop(D’ fre — Df).

B<a keN

ID* fo = D* fllzoiy < C D Ikl om@ I P° fre = D2 Fllvoy
keN

< C€ch|90k”cm(ﬁ) <e
keN
falls ¢x < 27*([l@xllgmg) +1)7"/C. O

SaTz 3.8 (Produktregel). Sei 1 < p < oo, %4—% =1 und f € W™P(Q),
g € W™4(Q). Dann fg € W™YQ) und D;(fg) = Dif - g+ fDsg.

BEWEIS. Sei p < co. Nehme f, € W™P(Q) N C*°(Q2) mit f, — f. Wir
haben gesehen D;(frg) = D;fx - g+ fxDig.

/Diso fg= kli_{go/Diso frg = —kli_{go/soDi(fkg)
Q Q Q

== lim [ o(Difi-g+ fiDig) = - / p(Dif -9+ fDig).
Q Q

Der Rest folgt mit Induktion. O
Satz 3.9 (Kettenregel). Seien ,Q C R? offen, und @ : Q' — Q ein C!-
Diffeomorphismus mit beschrinkten Ableitungen D®, D®~1. Seil < p < oo.
Dann gilt fiir f € WP(Q):

(a) fo® e Whr(QY).

(b) O(fod®)=0f od- 0.

BewErs. UA. O

Sei 2 C R? offen, 1 < p < 0o und m € N. Wir setzen

m AW @)
WP (Q) = C=(Q) :

VV0 VP = {u e WP s u> 0L},
CEQ)4 ={p e CZ(Q): ¢ =0}
und
T =xss0f, [~ =xs<0f, feLP().
LEMMA 3.10. Sei Q C R™ offen.
(a) Djft =1p50D;f, Djf~ = —1j<oD;f fuer f € W(Q)
(b) fb—>]f] fr, o W12( ) — W2(Q) stetig.
(¢) C2(Q), dicht in Wy ().
(d) Seiu € WH2(Q), supp(u) CC Q, d.h. es existiert ein offenes D C
mit suppu C D C D C Q. Dann ist u € W01’2(Q).
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BewErs. U.A. O

SATZ 3.11. Sei I # () ein offenes Interval und f € WHL(I). Dann existiert
eine Nullmenge N so, dass fir x,y € I\ N

Yy
(6) ﬂw—f@%:/f@ﬁb

gilt.

BEWEIS. Sei f € WHH(Q) und f, € () N WHH(I) mit fx — f in
WHL(T). Dann gilt

Yy Yy
mw<mm=/mwwe/fw@

Da fp in L'(I) konvergiert, besitzt sie eine punktweis fast iiberall konver-

gente Teilfolge, also lim;_, fi,(2) = f(2) fur fast alle z € I. O
SATZ 3.12. Sei I # 0 ein offenes Interval und f,g € L*(I) mit
y

.ﬂ@—f@)z/ﬁuwu fiir o,y € T\ N,

T

fiir eine Nullmenge N. Dann ist f € WHY(I) und f' = g.
BEWEIS Sei zb € C*(I), und ¢,d € I so, dass suppy € [c,d] und

Iy =[7g Y g(z) dz fiir fast alle y € I. Dann
V() (f () ) dy = U (y)g(x) dz dy = d dzb' ) dyg(z
[N —
—/w@muwm

O

SATZ 3.13. Sei f € WY(I). Dann existiert ein g € C(I) so, dass f = g fast
tiberall.

BEWEIS. Sei I = (a,b). Definiere h(y) := [” f'(z) dz. Die Funktion h
ist stetig auf I, denn f’ € LI(I ) Auﬁerdem existiert hmxﬁa,b h(z), also h €
C(I). Seien z, z so, dass f(z) = [” f'(z) dz. Sei ¢ := f(z) — h(z) und

setze g(y) = h( ) + ¢. Nach Deﬁmtlon f(z) =g(x) fir fast alle x € I. O

BEMERKUNG 3.14. Die obige Integralgleichung impliziert nicht nur Stetig-

keit, sondern auch Absolutstetigkeit. Genauer ist Absolutstetigkeit dquivalent
u (6) (vgl. MajStheorie).
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Sarz 3.15. Es sei 1 < p < oo und I = (a,b). Dann sind die Einbettun-
gen WmP(I) — WhHP(I) — WhY(I) — C(I) stetig. Falls p > 1, ist die
Einbettung WP (I) — C(I) kompakt.

BeEwEIs. Es ist klar, dass die Einbettungen
W™P(I) — WLP(I) — Wh(I)

stetig sind. B
Es bleibt zu zeigen, dass WH1(I) «— C(I) stetig ist. Sei f € W11(I). Nach
Satz 3.11 existiert eine Nullmenge N mit

Y

) — fla) = / f(t)dt, zyel\N.

T

Dann gilt

fWI = 1@+ [ £

Integration bzgl. x iiber I liefert

Yy
)|+ / 1< 1F@)]+ 1

(b—a)lf(y)] < / W)l de < | fllpray + 0=l f @y, yEI\N,
T

A [[fllzeo(ry < Cllfllwray- Da Co°(I)NWE(I) dicht in W(T) ist, folgt
die Behauptung (Beachte: fiir f € C(I) gilt [Jul| oo (r) = [Julloo)-
Nun sei p > 1 und x,y € I mit > y. Dann gilt mit 1/p+1/p' =1

7 pHold , ,
)~ F@)P < ( / ) S @ 1P < @- e i

< (@ = 9" 1 B0y

d.h.
[f(@) = fy)] < (@ - y)i\lf\lww(z), fewhr(I).

Also ist Byp(p),1(0) € C(I) gleichméfig gleichgradig stetig. Die Behaup-
tung folgt nun aus dem Satz von Arzela—Ascoli. O

4. Sobolev Ridume II. — Einbettungssitze
SATZ 4.1. Fiir 1 < p < 0o ist der Raum C°(RY) dicht in W™P(R?).

BEWEIS. Seien £ > 0, f € W™P(R?) und + € C*(RY) mit suppy C
B(0,2) und ¢(x) =1 fir x € B(0,1). Setze ¥;(x) := ¢ (x/j).



4. SOBOLEV RAUME II. — EINBETTUNGSSATZE 20

Beh. ¢ f — f in W™P(RY).
Die Produktregel (Satz 3.8) liefert
ID*(sf = Pl <C YD (W = )] -|DFf,
B<a
also
/ D = P < ¢ [ S IDA Wy~ 1P DAY
R BLa

—o [ - et

PFSogay B(o,5)

+e'Y [ Doy - v e
7=eB(04)

—o [ - et

PFSogay B(o,5)

<C"> / |DAOfP < eP,
Fsega\ B(o,5)

falls j grofl genug ist.

Nun betrachten wir einen Mollifier (p,,). Dann hat p,,*1; f kompakten Trager
und ist glatt. Nach Satz 2.9 und 2.16 gilt D*(py, * (V5 f)) = pn * D (¢ f) —
D%y f fiir n — oo. Sei also erst j grof und dann n geniigend grof, so dass

1 f=pnx (¥ F)lwmpmay < Nf =05 Fllwme@ay+1105 f —pnx (5 )l wmpmay < e
O
SATZ 4.2. Sei 1l < p < oo. Dann gilt
WHP(R) < L¥(R)
mit stetiger Einbettung, d.h. fir eine Konstante C,
[ull oo ®) < Cpllullwrom), YueWH(R).

BEWEIS. Sei p € C°(R) und 1 < p < 0o. Setze G(s) := |s[P~s. Dann
gilt ¥ := G(p) € CLR) und ¢’ = G'(p)¢’ = ple/P~1¢'. Also erhalten wir
firxeR

Glp() = / Plo(t) P (1) dt.

Nach der Holderschen Ungleichung folgt

1G(p(x))] = le(@)IP < pllellE ¢ ll
und
lo(@)] < Cllell®177 ]| 4P



4. SOBOLEV RAUME II. — EINBETTUNGSSATZE 21

Die Youngsche Ungleichung liefert

(7) lp(@)] < CERlelly + C 5l Iy < Cllellw -

Sei nun u € W1P(R). Nach Satz 4.1 existiert u, € C°(R) mit u, — u in
WLP(R). Mit (7) ist dann u, eine Cauchyfolge in L°°(R) und die Behauptung
folgt. O

LEMMA 4.3. Sei d > 2 und fi,...,fq € L™ R, Fir x € R? und
1 < <d setze

Ti= (v1,29, .., i1, Tis1,. .. 2q) € R
und sei
f(@) = f1(@1) fo(T2) -+ - fn(Ta)  fiir x € RY.
Dann f € LY(R?) und
d
£l ey < H | fill a1 (ra-1y-
i=1
BEwEIs. U.A. O

THEOREM 4.4 (Sobolev). Sei 1 < p < d. Dann ist die Einbettung

« 1 1 1
WIP(RY) — L (RY), mit — == — =
(RY) < 17" (RY) =g
stetig und es existiert C' = C), g4 mit
Il <CIVFlle Y € WH(RY).
BEWEIS. 1. Schritt: u € CL(RY).
Sei 1 <i<d.
i
ou
lu(z1, xa,. .., xq)| = ‘ %($1,ZE2, e L1, T 1y X)) dt‘
(2
—00

71 0u
= /‘axi(xl’x2""7xi—17ta$i+1,-..,xd)‘dt
= fii).

Also [|fill 1 (ra—1) < ”gZHLWRd)-
Bs gilt |u(z)|? < Hle |fi(z:)]. Mit Lemma 4.3 folgt:

d d 1 a
/yu(x)\ﬂ dz < /H @)™ do < |1 5
Rd R ‘ =1

1
da—1
L1(R4)"

q =1
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Das heifit

(8) lull, 4, W_Hml

Wir wenden (8) auf |ul’, ¢ > 1 anstatt auf u an. Also, mit 1/p+1/p’ =1

¢ s
Il = ([ 1075 ) ) <HMW3%

Ll(Rd

R4
d
t—10u ||d d
Sth“ - | 21 ey < el ey HHamz
Wihle nun ¢ so dass d— = p( 1), d.h. t = &=p* (dann ¢t > 1). Jetzt
durch dividieren durch [ju|” bekommen wir

Lp (t 1) (Rd)

[ull o (ray < tHHaxz

die Behauptung fiir u € C} (]Rd).

2. Schritt: Sei v € WP(R?). Nach Satz 4.1 wihle up € C®(R?) mit
up — u in WP(R?). Dann [kl o+ ey < ClIVug||Lp(ga). Dies zeigt auch

[_,p(Rd < CHVUHLP(Rd)a

dass uy eine Cauchyfolge in LP"(RY) ist, deshalb ist sie konvergent. Ei-
ne Teilfolge konvergiert dann fast iiberall, benutzen wir die selbe Bezeich-
nung uy(x) — u(z) fiir fast alle z € R% Also u, — w in LP (R?), und
[ull o= (may < ClIVUllLp(Ra)- Ol
BEMERKUNG 4.5. Es geniigt Cpq = (dd__lp)p. Die optimale Konstante ist
bekannt aber kompliziert.

SATZ 4.6. Sei 1 < p < d. Dann ist die Einbettung
WHPR?) — L"(RY), 7€ [pp’]
stetig.

BEWEIS. Sei p < r < p*. Fiir ein 6 gilt % = % + 1});*9. Verwende dann die
Interpolationsungleichung, die Youngsche Ungleichung und Theorem 4.4

Jull pr ey < HUHQLp(Rd)HUH;*O(Rd) < Ollullpogay + (1 — O)[|ull Lo (ray
< HUHLP(Rd) + ||u||Lp*(Rd) < ||U||Lp(Rd) + CHVUHLP(Rd)

< C'lullwrr gy

THEOREM 4.7 (Morrey). Es sei p > d. Dann ist die Finbettung
WHP(RY) — Lo(RY)
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stetig. Ferner existiert ein C := Cy,, so, dass fiir alle f € Whr(RY) gilt
|f(@) — f(y)| < Clz —y|°|IV £l fiir fast alle x € R4,

g—1_4d
wobei 6 = 1 B

BEWEIS. 1. Schritt: Sei u € C}(R?). Sei @ ein abgeschlossener Wiirfel
0 € @ mit Seitenlinge r. Sei x € @, dann u(z)—u(0) = fol 4 u(tz)dt. Daraus

Loa
|u(z) — u(0)| §/Z|g—(t$ |$Z|dt<r2/‘ (tz)| dt.
0

1=1 =17
Sei u = |Q|™* Jo u(z) dz. Dann |z —u(0)] < Q|1 Jo lu(z) —u(0)], und

1 T
\a—u(O)lgﬁ /Z t:v!dtdazzid//zzaxZ (tz)| da dt
i—1 5 0

| A

1
d d/ pl—d/
éﬁﬂWWm@v”/%§& Tl o).

Natiirlich kénnen wir das ganze fiir  anstatt fiir 0 wiederholen und auch @
verschieben, also

1—d/p

(9) U —u(@)] < — p”VUHLP(Q) fir z € Q.

Daraus

[u(z) —u(y)] < Ju(z) —al+|a—uly)] < T d/pHVUIILp(Q) fiir 2,y € Q.

Sei nun z,y € R%. Es existiert ein Wiirfel Q der Seitenlinge r = 2|z — y/| mit
x,y € Q.

Clz —yl?
)~ u)] < S Tl

2. Schritt: Sei u € WHP(R?). Approximiere mit u, € C°(R?), d.h. up — u
in W1P(R?). Wie im Beweis von Theorem 4.4 folgt

Clz —y|?
ute) = )l < TVl
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3. Schritt: Wir zeigen WHP(R?) < L®(RY). Sei u € CH(R?), z € R? und
@ > x der Einheitswiirfel. Aus (9) folgt
u(@)| < faf + CllVulle @) < llullr@) + ClIVullr@) < Capllullwre e
Schlieflich approximiere u € W1P(R?) mit u; € CH(R?). O
SATZ 4.8 (Der Fall p = d). Die Finbettung
WHI(RT) — LURT), g€ [d,o0)

15t stetig.
BEWEIS. Ohne Beweis. U
KOROLLAR 4.9. Seim €N (m > 1) und 1 < p < co. Dann gilt
(a) 3+ =% >0= Wm™P(R?) — L'(RY) mit L =1 - %
(b) % — 2 =0 = W™PR?Y) — L"(R?) fir alle r € [p, o) % = % -7
(c) 3 =% <0 = W"P(R?) — L*(R?)
jeweils mit stetiger Finbettung.
(a) Sei % — %<0, m—d/p&N. Setze
k::[m—g] und H:Zm—g—k,0<9<l
— fiir jede f € W™P(R?) es existiert C' mit
1D fllzee < ClIf llwmp Vla| <k
|Df(x) — Df(3)| < C||f |lwmw|z —y|° fast alle z,y € RY, |a| = k.
Insbesondere gilt
W™P(R?) — CH(R?)
mit stetiger Finbettung.
Beweis. UA. a

5. Sobolev Raume III. - Gebiete
NoTATION 5.1. Sei * € R%. Dann x = (2/,24) mit 2 € R 2/ =
(x1,...,2xq_1). Wir setzen
RY = {z = (2/,24) : 24 >0}
Q:={x=(2,2q9): |2'| <1 und |z4] <1}

Q: =QNRL
Qo :={x=(2',29): |2'| <1 und 24 =0}

DEFINITION 5.2. Sei Q C R? offen. Dann heifit Q von der Klasse C™, falls
eine lokal endliche Uberdeckung {U;j}jen des Randes 02 und bijektive Abbil-
dungen ®; : Q — Uj existieren, so dass ®;, <I>j_1 m-fach stetig differenzierbar
mit gleichméBig beschrinkten Ableitungen sind und ®;(Q+) = U; N Q und
®;(Qo) = U; NON gelten.
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SaTz 5.3 (Fortsetzungsoperator). Sei ) C R4 beschrinkt und von der Klasse
C™ oder Q) = Ri. Dann existiert fir 1 < p < oo ein linearer Operator
F: LP(Q) — LP(RY), so dass fiir alle w € WEP(Q) mit k < m gilt

(a) Fulg = u,

(b) [[Fullwrsray < Collullwrsq)-

BEWEISIDEE FUR m =1 UND {2 BESCHRANKT: Nach Voraussetzung kann
man ) mit Uy =  und endlich vielen U; iiberdecken. Die zugehorigen bi-
jektiven Abbildungen bezeichnen wir wieder mit ®;. Betrachte eine dieser

Uberdeckung untergeordnete Zerlegung der Eins (¢;). Die Funktionen ¢ f
(eingeschrénkt auf Q N U;) liegen in W1P(Q N U;). Sei einfach

~ ~ Jgo(z) xzeU
fo(z) == {0 Uy

Fiir [ > 0 definiere g; := (¢ f) o ®;. Dann gehért g zu W1P(Q,) nach
Satz 3.9. Setze g;, [ > 0 auf @ so fort:

(@', zq)) = {gl(($lv$d)) (2, 24) € Q4

ot a((@,—za)) (@',2a) € Q4 U Qo.

Es gilt § € W'P(Q) und lgillwir) < Cllgllwirg,y (dies ist noch zu
beweisen!). Jetzt sei f; := §; o <I>l_1. Dann gilt fl‘ onv, = (@if) eny, und fi
ist null auBerhalb von <I>l_1(Q). Betrachte jedes f; als eine Funktion definiert
auf R? (0 auBerhalb U;). Dann f; € WhP(R?), also liegt die Funktion

~ N ~
F=>_F
1=0

auch in WHP(R?) und sie ist eine Fortsetzung von f (nach Konstruktion).
Die folgenden Abschitzungen gelten fiir [ > 0:

lgtllwre,y < Cllenf lwie@nuy), laillr @y < Clleuf lr@noy)
lailwre@) < Cllallwrieq,), gl e @) < Cllgll ey
[ fillwre@wyy < Cllallwirg), Ifille @y < Cllallze @)

wobei die Konstante C' nur von €2, von der Uberdeckung und von den zu-
gehorigen Funktionen ®; abhingt. Also

N N N
I Flwio@ay < DI fllwioge = Y I fillwre@y < C D llefllwre@ne
1=0 =0 1=0

< " fllwrr()-
Analog folgt die Abschétzung im Fall £ = 0. O
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SATZ 5.4 (Dichtheit). Sei ) # Q C R? beschrinkt und von der Klasse C™.
Sei u € W™P(Q) wobei 1 < p < oo. Dann existiert eine Folge (u,) C
C>®(RY) mit un| @ — uw in W™P(Q), d.h. die Menge

{u‘g Du € Cfo(Rd)}
ist ein dichter Unterraum von WP ().

BEWEIS. Sei uw € WP (Q) und betrachte Fu. Satz 4.1 liefert eine Folge
(v,) € CX(RY) mit

lim H'Un — FuHWm,p(Rd) =0.
n—oo
Die Folge u,, := Un‘g hat die gewiinschten Eigenschaften. O

KOROLLAR 5.5. Seim € N (m > 1), ) # Q C R? beschrinkt von der Klasse
C™ oder 2 = Ri und 1 < p < oco. Dann gelten die folgende Aussagen

(a) 3 =5 >0= WmP(Q) — L"(Q) mit t =112

(b) 1 -2 =0= W™P(Q) — L"(Q) fir alle r € [d,0),

(c) g - <0 = WmP(Q) — L>(Q)
jeweils mit stetiger Finbettung.
(a) Sei % — %<0, m—d/p¢&N. Setze
k::[m—g] und H:Zm—g—k,0<9<l
= fiir jede f € W™P(Q). Dann existiert C' mit
D% fllpe) < Cllfllwmey  fir alle |o] <k
1D f(x) = D*f(y)| < Cllfllwmr@le —yl”  fir fast alle z,y € Q, |a| = k.
Insbesondere gilt
W™P(Q) — C*(Q)
mit stetiger Finbettung.

BeweErs. U.A. O

SATz 5.6 (Charakterisierungen von Sobolev Funktionen). Es sei f € LP()
mit 1 < p < oo. Aquivalent sind

(a) f € W'P(Q)
(b) Es ezistiert C >0

dp
Q
(c) Es existiert ein C > 0, so dass fiir jedes Q' C Q mit ' C Q und
fiir alle h € R? mit |h| < dist(Q, Q°) gilt
ITnf — fllzery < Clh|.

BEMERKUNG 5.7. Es kann C = ||V f||r(q) gewdhit werden.

< Clloll o () fiir alle p € C°(Q), i =1,...,d.
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Falls p=1, so gilt (a) = (b) < (c)
Bewers. UA. O

SATZ 5.8. Sei Q C R4 offen, 1 < p < oo und M C LP(Q) beschrinkt. Es
gelte

(a) fiir alle e > 0 und ' C Q' C Q ewistiert ein 0 < § < dist(Y, Q°)
mit

ITnf — fllery <€ fir alle h € RY mit |h| < § und fiir alle f € M,

wobei (tp.f)(x) = f(xz+ h). B
(b) fiir alle e > 0 existiert ein ' C Q mit Q' kompakt in Q, so dass

I fllr\qy <€ fiir alle f € M.
Dann ist M relativ kompakt in LP(Q2).

BEWEIS. (Skizze). Wir betrachten zunichst den Fall Q = R?. Nach Vor-
aussetzung (b) kénnen wir €' C Q mit €’ kompakt in Q wihlen, so dass ein
C > 0 mit

(10) I fllze@or) < Ce,  f € M.

existiert. Sei 7, ein Mollifier und ® € C.(R%). Dann gilt

(11) 11 # @ = @ 1o gay < , Sup 172 ® = @l Lo (gay -
€

0,e

Da C.(R%) dicht in LP(R?) ist, existiert fiir f € LP(R?) eine Folge (®;);en C
Co(RY) mit limj_, ®; = f in LP(R?). Es gilt

Tim 7y % @5 =1, f in LP(RY),

jli_)rgo m,®; = 7,f in LP(RY).
Damit folgt aus (11) und (a), dass

Jim 9, f = fllzry =0
gleichméfig fiir alle f € M, d.h. es existiert ein C' > 0 und ein n € N mit
(12) 70 * f = fllory < Ce,  f€M.
Wegen 7, * f € C®(R?) gilt insbesondere 7, * f € C (V). Mit Arzela-Ascoli
folgt nun, dass

M ={n,*f:feM}

relativ kompakt ist.
Somit existieren nach (Adams, Sobolev Spaces) Theorem 1.19 (Total be-
schrankt) eine endliche Menge von Funktionen {t1,...,9,} C C() mit

M c CJB(QM,E).

i=1
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Daher existiert ein C' > 0, so dass fiir f € M ein j € {1,...,m} mit
(13) (@) = (o * f)(z)| < Ce, e

existiert. Bezeichne die Erweiterung mit 0 auf R? von 1) mit . Dann folgt
aus (10), (11), (12) und (13), dass

If— inLP(Rd) <e
fiir ein j € {1,...,m} gilt, d.h.

m
M c | B(hi,e).
i=1
Daher ist M relativ kompakt.
Der allgemeine Fall folgt aus dem Spezialfall, wenn man die Menge M = { f:
f € M}, wobei f die Erweiterung mit 0 auf R von f bezeichnet, betrachtet.
(s. Adams, Sobolev Spaces, Theorem 2.32) O

THEOREM 5.9 (Rellich). Sei ) # Q C R? beschrinkt der Klasse C'. Sei
1 <p < oo. Dann gilt
1, r * -1
(a) pt< d = W'P(Q) — L"(Q), r € [1,p*), wobei = =
ist;
(b) p=d = WHP(Q) — LT(_Q), r € [l,00);
(c) p>d= WP(Q) — C(Q)

jeweils mit kompakter Finbettung.

% — é erfillt

BEWEIS. (a) Sei B die Einheitskugel in WP(2). Wir verwenden Satz

5.8. Sei 1 < r < p*. Dann existiert ein 6 € (0,1] mit % = %—i— 11;9. Sei

Q' C O CQund |h] < dist(€, Q). Die Interpolationsungleichung 1.11 und
5.6 liefern

l7mts =l @y < lmwte =l o lrme = ll 5

< B[Vl gy (2l o )~
< CIR IVl oyl ) < CIAI",
falls u € B. Ferner gilt fiir solche u

. 1/r )
Jullzrionery = ([ fu@l o)™ < fullor |2\ 27
o\
<SIQ\QTT <,
falls € geeignet gewihlt ist.
(b) Analog.
(c) Sei p > d. Sei B die Einheitskugel in WP(Q2). Es ist zu zeigen, dass B

relativ kompakt in C(€2) ist. Korollar 5.5 liefert
[f(@) = fy)| < Cle—y[*  VfeB,
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mit a > 0, d.h. B ist gleichméBig gleichgradig stetig. Der Satz von Arzela—
Ascoli liefert die Behauptung.
O

SATZ 5.10 (Poincaré Ungleichung). Sei () # Q C R? offen und beschrinkt.
Dann existiert Cq > 0 mit

1£lloiy < CallV i fir alle f € WyP(Q).

BEWEIS. Sei f € C(Q2) und Q C [a1,b1] X -+ X [ag, bg], und definiere
f=0auf R\ Q. Dann gilt firi=1,...,d

lf(x1, o @iy )P = (21, @y g) — f(o1, .oy aq, .. xg) P

= ‘78if(x1,...,yi,...xd)‘p dy;

< (b= et [l0s7 < - al [ jousl

Daher
HfHLP(Q (b — aZ)p/p (bi — a;)||0; fHLP(Q (bi — ai)P||0; fHLP(Q

Da (Eizl 0; f|P)1/P < M|V f|, so erhalten wir die gewiinschte Ungleichung.
U

SATz 5.11 (Einbettungssitze fiir Wol’p(Q)). Die obigen Einbettungssdtze gel-
ten auch fiir Wol’p—Rc'iume.

Beweis. Klar, da W,7(2) € WP(9Q). a

BEMERKUNG 5.12 (Vektorwertige Sobolev-Riaume). Sei m € N, k € Ny,
1 <p<ooundQC R offen. Wir definieren

WHEP(QR™) i= {f = (f1,- .. fm) 1 i € WFP(Q), i =1,...,m}.
Dann gelten die Sitze fir WFP(Q) auch fiir vektorwertige Sobolev-Riume.

BEWEIS. Sdtze komponentenweise anwenden. O

6. Sobolev Riume IV. Spuroperatoren

SATZ 6.1 (Spursatz (Halbraum)). Sei 1 < p < oo. Dann ezistiert eine ein-
deutige stetige Abbildung T'ga : WHP(RL) — LP(RIY) mit
+

FRiu = ’I,L|8Rd+, u € CP(RY).
BeEwEels. U.A. O

SATZ 6.2. Sei 1 < p < oco. Dann gilt:
ue WyP(RY) & Tpeu=0, ueWH(Q).



6. SOBOLEV RAUME IV. SPUROPERATOREN 30

BewEss. Die Richtung von links nach rechts ist klar. Sei nun v € WhP(R%)
mit I'ps u =0 und (uy,) C C(R?) mit u, — uin WP(RZ). Wir bezeichnen
die Fortsetzung von v mit 0 auf R? mit @ und zeigen, dass @ € W1HP(R?)
liegt, wobei D% die Fortsetzung von D®u mit 0 auf R? ist. Es gilt

/Dawp /Dawp = hm D%upp

TR
= lim —/unDo‘cp—i— / Up P
n—oo
R4 ORY
= lim [ u,D% = /uDQQDZ/ﬂDa%
n—oo
R% R% Rd

o] <1, ¢ € CP(RY),
da

[ ] < Wl sy = 0 fie = o,
R
Daher liegt v € WHP(RY). Da h Tru (vel. 1. Ubungsblatt) fiir h =

(0,0,0,...,h) eine stetige Abbildung mit Werten in W1P(R?) ist, folgt die
Behauptung nach Lemma 3.10 (d). O

SATZ 6.3 (Spursatz). Sei 1 < p < oo und 00 # Q C R%L beschrinkt und

von der Klasse C'. Dann existiert eine eindeutige stetige Abbildung T'q :
WLP(Q) — LP(082) mit

Cou = ulaq, ue CZ(Q).

BewEIS. Nach Voraussetzung existiert eine Uberdeckung U ; des Randes
von 2. Wir bezeichnen wieder die zugehorigen Diffeomorphismen mit ;.
Weiter sei o; eine der Uberdeckung U; untergeordnete Zerlegung der Eins
und ; € C°(R?) mit 0 < ; < 1 und supp p; CC {¢; = 1}. Wir definieren

Fou := Z j(Cge (Y5u) 0 @;) o ;.
Dann gilt:
FQU Z (’pj FRd T,Z)j ) ) ¢} (I)fl(l‘)

—Z% u) o ®;) Z‘PJ ()

=u(x), =€ 89, u € Cfo(Rd).
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SATZ 6.4. Sei 1 < p < 0o, 0 #Q C R? und von der Klasse C'. Dann gilt:
ue WP (Q) & Tou = 0,u € WHP(Q).

BewEis. U.A. Lokalisierung unter Verwendung von Satz 6.2. O

BEMERKUNG 6.5. Es stellt sich die Frage, ob die Abbildung I'q : W1P(Q) —
LP(Q) surjektiv ist, d.h. kann jede LP-Funktion auf dem Rand ins Innere
fortgesetzt werden?

1
Antwort: Nein, man kann aber zeigen, dass T'q : WEP(Q) — W' 5P (5Q)
fir 1 < p < oo surjektiv ist. Hier:

|u(x) — uly)?

o — g dedy <oop, s€(0,1).

WP(0Q) := S u € LP(0Q) : /
00 00



KAPITEL 3

Elliptische Randwertproblem in >

1. Elliptische Randwertprobleme

NoTATION 1.1. Die Sobolevriume werden im Falle p = 2 mit H™(Q) =
Wm2(Q) bzw. mit HT' () = W0m’2(Q) bezeichnet.

BEMERKUNG 1.2. Die Rdume H™ und H§" sind Hilbertrdume mit dem Ska-
larprodukt

- Y [putDis
lal<m g
Insbesondere sind sie reflexiv. Die Norm ist hier gegeben durch das Skalar-

produkt /
2
£y o= (002 = (X [1Dat]?)

|o¢\<mQ
welches zu der W™2-Norm dquivalent ist.

Im Folgenden nehmen wir stillschweigend K = R an, aber natiirlich gelten
die Resultate auch im Falle K = C.

LEMMA 1.3. Sei 0 # Q C R? offen, beschrinkt und von der Klasse C*.
Sei (u,) C HY(Q) schwach konvergent gegen ein u. Dann konvergiert u, in
L3(2) gegen u.

BEWEIS. Die Einbettung H'(Q) < L?(f) ist kompakt (siche Theorem
5.9). Nehmen wir an, dass eine Teilfolge u,, existiert mit ||u,, —ull2) >
e fiir ein festes € > 0 und fiir alle ng. Diese Teilfolge wird auch mit wu,
bezeichnet. Da (uy,) beschrinkt in H!(f2) ist, hat es eine L?(2)-konvergente
Teilfolge u,, — u'. Aber u,, — u schwach in H'(Q) also auch schwach in
L?(€2), was zu dem Widerspruch u' = v fiihrt. O

BEMERKUNG 1.4. Natiirlich gilt das obige Resultat fir WP Riumei, so
lange 1 < p < oo 1ist.

1.1. Elliptische Gleichungen 2. Ordnung mit Dirichlet Randbe-
dingungen. Sei ) # Q C RY offen und beschriinkt. Seien aj; = a;; € C1(Q),
1<i,j <dund ap € C(Q), ap(x) > 0 fiir jedes x € Q. Wir setzen im Fol-
genden die sogenannte FElliptizitdtsbedingung voraus:

d
Z az]($)£zéj > Oé|£|2, Vr € Qv Vf € Rd7
ij=1
32
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fiir ein o > 0, d.h. die Matrix mit den Eintréigen (a;;) ist positiv definit.

PROBLEM 1.5 (Dirichlet-Randbedingung). Finde u: Q — R mit

‘9, ou
() ~ 2y gy, Ton =S im0
u =0 aufdf

Klassische Losung: Eine Funktion u € C?(Q0), welche (P) erfiillt.
Schwache Lésung: Eine Funktion u € H} () mit

d
ou 0
(SP) +/ Z ai]&: &: /aouv = /fv Vv € Hi(Q).

Schritt 1: Klassische Lésungen sind auch schwache Lésungen
Falls v € C?(Q) gilt auch u € H(Q) N C(Q). Da U g0 = 0, liegt u in H(Q)
. Multiplikation mit v € CZ°(€Q2) und partielle Integration liefern (SP) fiir
v € C(Q). Der Dichtesatz 3.7 gibt (P) fiir alle v € H} ().

Schritt 2: Existenz von schwachen L&sungen

Seien nun a;; € L°(2), f € L?*(2). Dann existiert eine eindeutige Losung
u € HE(Q) des schwachen Problems (SP), mit

lulla ) < Clfllzz@)

mit einer von f unabhéngigen Konstanten C.

BEWEIS. Setze

Dann ist a eine stetige Bilinearform auf H}(€2), denn

la(u, v)| < ClIVullL2 () Vol L2 (9) + Cllull2@llvll L2 )

< C'lull grollvlla @
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Genauso sieht man, dass das lineare Funktional b stetig ist. Die Bilinearform
a ist auch koerziv, denn

d ou Ou 9 elhpt 9 9
a(u,u):/(Z ”8 wrs +aou> > /a]Vu\ —i—ao/]u\

Q =l Q
2 O‘Hqu%Q(Q) = OZHVUH%?(Q) + 6HU||L2(Q) - 5||U||L2(Q)
= ellulln gy + (@ — ) VulZe i) — ellulZeg

Poir;:arc’ 9 (a—e) 9
= ellullipg + e ||uHL2(Q) ellullzz o)

2 2
= ellulp o) + (& - s(l + g )l -
Fiir geniigend kleines ¢ > 0 folgt die Koerzivitit von a, d.h a(u,u) >
EHuH%I(Q), u € H}(Q). Verwendung vom Lax-Milgram Lemma liefert die
Existenz und die Eindeutigkeit der Losung (vgl. UA).

Die schwache Losung u erfiillt

1
Jully < Za(u,u) = / fu < 1z ull 22

Dies zeigt ||ul| < 11171 12(q), also die gewiinschte Normabschitzung. [

Schritt 3: Regularitit der Lésung
Seien a;j(x) = d;; fiir alle €  und Q offen, beschrankt, von der Klasse
C2. Sei f € L*(), u € H}(Q) schwache Losung von (P). Dann gilt
(a) uw e H*(Q) und [ull g2) < cllfllr2@)-
(b) Ist f € H™(Q) und 09 der Klasse C"*? = v € H™%(Q) und
1wl g2y < Clf lam@)-

BEWEIS. Siehe Kapitel 2. O

KOROLLAR 1.6. Sei f € H™(Q) und u € H™2(Q) die schwache Lisung
von (P). Die Sobolevschen Einbettungsitze 4.9 geben WHP(Q) <—>_C’2(Q),
falls 1 > 2 +d/p. Firp=2 undm > d/2 gilt u € H"2(Q) — C?(Q).

Schritt 4: Riickkehr zur klassischen L&sung

Sei f € H™(Q) mit m > d/2. Dann existiert eine schwache Losung u €
HE(Q) N C?(Q). Ferner partielle Integration und Dichtheitsargument liefern
die Existenz klassischer Losungen.

2. L?-Regularititstheorie

Sei ) # Q C R? offen und beschrinkt. Seien aj; = a;; € C1(Q), 1 <i,j <d
und b;, ag € C(Q), 1 < i < d. Wir setzen die Elliptizititsbedingung vor-
aus. Wir untersuchen zunéchst die Regularitéit von Losungen der folgenden
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Gleichung fiir f € L?(f).
d d
(14) - Z 9, (aijaiu) + sz&'u +agu=f in Q.
i,j=1 i=1

THEOREM 2.1 (Innere Regularitiit). Sei f € L?(Q) und u € H(Q) eine
schwache Losung von (14). Dann ist u € leoc(Q) und fir V.CC Q gilt:

lull 2y < C (1 llr2e) + llull2) »
wobei C' nur von Q, V und a;;, b; und ag abhdngt.

Beweis. Wir betrachten nur den Fall a;; = d;5, b; = ap = 0. ZuV C Q
wahle W1 C Q und Wy C Q offen mit

VcW,cW, Wy Wy CQ

und € € CPMRY) mit ¢ = 1 auf V, &€ = 0 auf R4\ W, und 0 < ¢ < 1.
Betrachte

(15) J@avu = [er. e mi®
Q Q
Setze p = —D;h(ﬁzDZu), wobei

u(z + heg) — u(zx)
5 )

Diu(z) = h # 0.

Dann gilt

/ of = ! / §2Dku) vu_/v §2Dku))D Vu

26(VE)DRuDIVu + / 2D} (Vu)DI'Vu

&

> —C|| Diull 2wy |EDFVull 2wy + 1EDRV 175
> SIEDEV Ul — ClI VUl
Weiter
lellZ2() < CIV(EDRu)lI72(0) < CUI26VEDU|F2q) + 1€V DRul 72 (q))
< C (ID}ula 00, + 1€ DEVulZr,)

< € (IVullz2gmy + IE2DE Tl )
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und damit

|/¢ﬂ§owmmmmw@
Q

< Clfllez (IVull 2wy + 1€2 DRV U p2owry)
1
< (I11Ba0) + By + 0 DRVl )

Also,

iHD Val[f2py < HfD WVullZa) < CUIFIZ2 @ + el )
fiir h klein genug, d.h. Vu € H*(V) und
lullzrzevy < CUNz2e) + llullmrowy))-
Wihle € C°(R?) mit = 1 auf Wy, n = 0 auf RY\ W und 0 < n < 1.
Mit ¢ = n%u in (15) erhalten wir

/fgo / V)Vu = /n2(Vu)(Vu) +/277(V77)uVu
Q Q
> H??VUHLz(Q) = Cllull 2wy ImVull 2w,

1
> §H77VU”2L2(W2) = Cllullf2(q

und

| [l <€ (W2l o)

Q

<C <”f”2L2(Q) + HUH2L2(Q)) ;
d.h.
19l 2ry < IVallzzgay < (171220 + lulaqqy ) -

Also

ull i ws) < CU 2@ + llullz2@)-
(]

THEOREM 2.2 (Hohere innere Regularitéit). Sei a;;,aq,b; € C™(Q), m €
N, f € H™(Q) und u € H*(Q) eine schwache Lisung von (14). Dann ist
Hﬂ'sz(Q) und fiir V.CC §Q gilt:
ull g2y < C (1 lam ) + lullL2@))

wobei C' nur von Q, V und a;;, b;, ag abhdngt.
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BEwEIS. Der Fall m = 0 ist klar. Wir betrachten nur den Fall b; = ag =
0. Sei nun m € N und das Theorem gelte fiir m. Insbesondere gilt dann
u € H2T™(Q) und fiir alle V CC Q existiert C' > 0 mit

loc
(16) [ullgzem oy < CUflam@) + lullz2@),  f € H™(Q).

Wir zeigen, dass das Theorem dann auch fiir m + 1 gilt.
SeiW CQmit VCcWcCWCQund|al =m+1. Wihle ¢ € C°(W) und
¢ = (=1)l*I D2, Mit partieller Integration erhalten wir

d
(17) Z /aij&-@@jﬂ: /@f
LJ=1g Q
mit @ = D% € HY (W) und
) d
f = Daf - Z - Z &-(Da_ﬁaijDﬁ@ju)
B<aBta | ij=1
Insbesondere folgt aus (16) f € L*(W) und

1 fllz2wy < CUFllEmtr ) + [lullz2)-
Daher folgt mit Theorem 2.1

1l vy < CUIF 2wy + Nallzay) < CULFlmss ) + lull2 @)

d.h. [lull gmsry < CUfllamir@) + llull 2 @) O
Im néachsten Schritt betrachten wir das Problem
d d
(18) — Z 8]' (aw@u) + Z b;0;u + agu = fin Q
ij=1 i=1
u = 0 auf 0f2.

THEOREM 2.3. Sei Q C R? beschrinkt von der Klasse C?, f € L*(Q) und
u € HY(Q) eine schwache Losung von (18). Dann ist u € H?(Q) und es gilt:
lull 2y < C (1 fle2@) + llullr2@)) »

wobei C' nur von  und a;;, b;, ag abhdngt.

Beweis. Wir betrachten wieder nur den Fall a;; = 6;5, b; = ag = 0.
Schritt 1:
Sei @ = B(0,1) NR%L und setze V = B(0, 3) NRL. Wihle ¢ € C2°(R?) mit
¢=1auf B(0,3), é=0auf RY\ B(0,1) und 0 < ¢ < 1. Sei u € HY(Q) mit
U\amaRi =0 und

[ = [ot. oemo.

Q Q
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Firk=1,...,d — 1 setze ¢ := —D,;h(szZu). Da
pla) =~ D" () [ula + her) — u(z)])

= % (€%(z — hex)[u(z) — u(z — hey)] — € (x)[u(z + hey) — u(2)]) ,

T € €,

folgt ¢ € H}(Q2). Wie im Beweis von Theorem 2.1 erhalten wir

IDEVul: ) < € (171320 + luldy o)) -
d.h. Opu € HY(V) fir k=1,...,d — 1 und

d

(19) S oz < C (I1f)l2) + lullae)) -
k=1, k1<2d

Desweiteren gilt:

d—1 d—1
—8§u:28i2u—Au:282~2u+f.

1=1 i=1
Damit (i. A. aus der Elliptizitét)
(20) 103ull 20y < C (1flr2e) + llullm ) -

Auflerdem gilt:

@) afulg < / (V) (V) = / wf < 11220 + lul220
Q Q
Aus (19), (20) und (21) folgt nun

lullg2vy < C (I1f 2 + lull2(e) -
Schritt 2:
Sei nun €2 beliebig und wéhle zu x € 092
®, : Q' = B(x,r)NRL — U(x),
V' := B(x,r/2) NR? fiir ein r > 0 (vgl. Definition 5.2. Setze V := ®,(V").
und v/ = u o ®,. Dann gilt v’ € H' (), u|89'mRi = 0 und (dies ist noch zu
Zeigen)

d d
Z /a;jajgplaiu' = /Zb;go'aiu'+/a'0g0'u'—l—/gplf',
ij=13 &5 i=1 5 5
mit f' = f o ®, und geeigneten a;;, b} und ag. AuBerdem gilt (auch dies ist
noch zu Zeigen)
d
D ajgi; > g, € eRY

ij=1
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Nach dem ersten Schritt ist v’ € H?(V’) und es gilt
' | zr2vry < CUF N2y + 14 2er))s
wobei C' > 0 unabhiingig von f’ ist. Also ist v € H?(V) und es gilt
lull g2y < CIf 220 + lullz2@)
mit einer von f unabhéngigen Konstante C.
Da 02 kompakt ist, konnen wir 9€2 mit endlich vielen V1, ... V iiberdecken.

Dies liefert zusammen mit der inneren Regularitét die gewiinschte Abschétzung.
O

Analog zu Theorem 2.2 erhalten wir

THEOREM 2.4. Sei a;;,bi,a0 € C™M(Q), m € N, f € H™(Q) und u €
H(Q) eine schwache Lésung von (18). Dann ist u € H™2(Q) und es gilt:

ull gmt2) < C (I flam@) + llull2@) »
wobei C' nur von Q und a;;, b;, ag abhingt.

BEWEIS. Ohne Beweis. O

KOROLLAR 2.5. Sei Q@ C R? won der Klasse C?, b; = 0, ap(z) > 0 fiir
r€Q, fe L) und u € H}(Q) eine schwache Lisung von (18). Dann ist
u € H%(Q) und es gilt:

lullz2) < Cllfllz2 @)
wobei C' nur von Q und a;;, ag abhdingt.

BEWEIS. Lax-Milgram liefert [|ul| 1 (2) < C||f]|r2(q)- (Die Einschréinkung
an die Koeffizienten liefert die Koerzivitt). O



KAPITEL 4

Temperierte Distributionen und die
Fouriertransformation

In diesem Kapitel entwickeln wir die wesentlichen Eigenschaften der Fou-
riertransformation. Fiir unsere Zwecke notwendig ist dabei eine Einfiihrung
in die Theorie der Distributionen, die wir voranstellen wollen. Wir werden
uns hier jedoch auf temperierte Distributionen beschrinken.

1. Temperierte Distributionen

DEFINITION 1.1 (Schnell fallende Funktionen). Eine Funktion ¢ € C*°(R™)
heifst schnell fallend, falls fir alle Multiindizes o, 5 € N"

da,a(p) = Sup {|z*D ()|} < oo.
TER™

Wir bezeichnen die Menge aller schnell fallenden Funktionen mit S.
Weiter versehen wir S mit der Topologie, die von der Menge der Halbnormen
{dap:a,B € N4 induziert wird.

BEMERKUNG 1.2. (a) Nach Definition konvergiert eine Folge (¢n)nen C
S gegen ¢ € S, wenn dy g(n — ) — 0 fiir alle o, 8 € N? gilt.
(b) Der Raum der schnell fallenden Funktionen ist ein Fréchet-Raum.
Denn eine abzihlbare Familie von Halbnormen ist gegeben durch
dj() == sup sup {(1 +[2[*)|D¢p(x)[}, j € N.

a|=j zeR™

und
= 27di (o =)
A, 9) ’_;) 1+djj(<p—w)

definiert eine Metrik auf S mit der dieser Raum vollstindig ist.

DEFINITION 1.3. Der Dualraum von S (versehen mit der schwach-* To-

pologie) heifit der Raum der temperierten Distributionen und wird mit S’
bezeichnet. D.h.:

S :={f:8 — C: f ist linear und stetig}.
Wir schreiben (f, ) fir die duale Paarung zwischen 8" und S.

BEMERKUNG 1.4. (a) Eine Folge (Ty)nen C S’ konvergiert gegen T €
S', falls (T, — T, ) — 0 fiir alle Testfunktionen ¢ € S.

40
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(b) Die Definition der Ableitung stimmt fiir stetig differenzierbare Funk-
tionen mit der ublichen Definition der Ableitung tiberein.

BEISPIELE 1.5. (a) Essei f: R™ — C messbar mit [(1+|z|?)~" f(z)dx <
oo fiir ein v > 0. Dann definiert

Ty(p) = /fsodw
eine temperierte Distribution. Insbesondere ist also in diesem Sinne
LP(R™) C &' fiir 1 <p < .

(b) Das Auswertfunktional 6(¢) := ¢(0) definiert ebenfalls eine tempe-
rierte Distribution die sogenannte Diracsche -Distribution.
(¢) Cauchy Hauptwert:
Durch
1

. 1
ch — E((’D) = glir(l] gp(x); dz
|z|>e
wird eine Distribution in S'(R) definiert.
BeweEss. Einfach, bzw. in den Ubungen. U
DEFINITION UND SATZ 1.6. Es seien T € §', ¢ € S und p ein Polynom.
(a) Die Ableitung D; in Richtungi=1,...,d ist definiert durch
(DiT, @) := —(T', Dip).
(b) Die Multiplikation von T mit ¢ bzw. p ist definiert durch
WT,p) = (T,pp) p€8
(T, ) = (T,pp) €S
Diese Definitionen sind wohldefiniert, d.h. fir o € N gilt DT, pT', YT €
S’
Beweis. Ubung O

Mit Hilfe der Notation 7,¢(y) := g(xz — y) iibertragen wir die Faltung auf
Distributionen.

DEFINITION 1.7 (Faltung von Distributionen mit Funktionen). Es seien T €
S', ¢ € C®(R?Y). Dann definieren wir die Faltung T * @ durch

(T @) (x) = (T, Tp)-
SATZ 1.8. Es seien T € 8" und ¢ € C®(RY), dann gilt T x ¢ € C(R?) mit
Dj(T » @) = (DiT) x ¢ = T * (Djp).

BEWEIS. 1. T x @ ist stetig:

Es gilt 7,0(y)—T2¢(y) = ¢(2—y) —p(z—y) und damit folgt 7.0 (y) — T2 (y)
in S, falls z — z (MWS). Also (T, 7.¢) — (T, 7sp) und damit lim, (7"

©)(2) = (T * ) ().
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2. Differenzierbarkeit: Es sei h € R\ {0} und e; der i-te Einheitsvektor. Dann
gilt
1

7 (Fothep = 7o) (y) = 7 (oo + hei —y) — p(z —y)).

S

Wie oben folgt daher  (Fyihe,p — o) =0 T:(0;p) in S. Also folgt

o1 . .
0i(T x ) (z) = }ng}) E<T’ Tothe; P — Tap)

1, -
= B (T, & (Fothe,p — 7o)
T stotlg

<T Ty az 90>

T  0;) (x)

und damit existiert die partielle Ableitung von 7" mit 0;(T *¢) = T x 0;p.
Insbesondere ist damit 9;(T * @) eine stetige Funktion. Mit Induktion folgt
schlieBlich (T * ¢) € C®(R).

3. 0;(T * @) = (0;T) * o

Es gilt (0;¢0)(x —y) = —(0ip(x — -))(y), also ist auch 0;(Tp) = —T2(0ip)
damit rechnen wir unter Verwendung von Obigem

Oi(T * p)(x) = (T x Oip) () = (T, 72(0ip))
= <T7 _81'(7::090» = <8iT7 7~'x90> = ((8ZT) * 90) (LZ')

Def (

2. Die Fouriertransformation

DEFINITION 2.1. Fir f € LY(R?) ist die Fouriertransformation von f defi-
niert durch

~ 1 .
Ff() = f(&) = e "8 £ () da.
(2m) R/d

LEMMA 2.2. Es sei f € LY(R%). Dann ist f € BC(R%) und es gilt

[li=H

A 1
[ £l Loo (may < rRIPATAY L
2m)2

BEWEIS. Es sei £ € R? und (Ek C R% mit &, — &. Dann gilt

im f _f —ilz Lebesgue
kh |f(&k) — f(O)] < . /!f (2.€) _ q=if:€) cssue ()
—00 2 =

d.h. f ist stetig. Desweiteren gilt:

£ a /‘f d £l ey, € € RY.

2
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SATZ 2.3. Es seien f,g € L'(RY), k € Ng. Dann gilt
(a) fRd fg = fRd 19
— d ~
(b) frg=Q2m)2f-g.
(c) Es sei x — x®f(x) € LY(R?) fiir alle o« € N¢. Dann gilt
9 f = (—ix)of.

(d) Es sei f € WFL(RY). Dann gilt
°1(€) = (i€)" f(©),

fiir alle a € N& mit || < k
(e) Es gilt F (LY(R?)) C Co(R?) (Riemann-Lebesgue)
(a) Wir erhalten mit Fubini

%//f e dag(€) de
- R/ i) R/ g€ de do = R/ f(@)§() da

(b) Es gilt:
//f x—1y)g(y) dye™ ix€) q

¢ e R?

BEWEIS.

JEGIGE
J

f*g Z
2
Re R
_ d/ Je—iw:E) /fx— —ie=8 qz dy
(2m)? 4
= [otw)e 9 f©) dy = er ) f(e), € B
]Rd
(c) Da a?e—l(w ) = (—iz)*e "8 gilt, folgt fiir p € C(RY)
0 1 -
0;p(&) = — /gp(x)e_2<m’§> dz
’ 985 (2m)%
]Rd
—i(x,§+hej) _ e—i(va
dx

I
(2m)%
Lebesgue 1 / 0 —i(2,£)
- o(r)=— dx
(2m)2 ¢
d
1 : )
= - [ —izjp(x)e dz
(2m)
R
,d.
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Approximiere f mit (p,) C C(RY).
(d) Sei p € C*(R?). Dann gilt:

55() — 1 D (z)e i) gy — L ) (i e HTE) 4z
T = / @up)a)e 9 dr =~y R/ (@) (—ig)e 7€) 4

=(@6)9¢(), €eR% j=1,....d

Approximiere f € WEI(R?) mit (¢,) C C°(RY).
(e) Sei p € C*(R?). Dann gilt %p € L'Y(R?) fiir alle o € N&. Ins-
besondere folgt aus (d), dass limjg_ $(£) = 0, d.h. ¢ € Co(R?).

Approximiere f € L'(R%) mit (p,) C C2(RY).
]

BEISPIEL 2.4. Seia >0 und f(x) = e~l2l” . Dann gilt

o= (5) .

BEWEIS. Sei d = 1. Dann gilt

(F)'(€) = (—iz)eeleP ¢) = (%(e—aw')
Lo g 1.
= 55 )f (&) = —5-£f(&).

Damit folgt:

a (e |
i (<% 7@) —o

also ist el6°/4a f(¢) konstant. Die Konstante ergibt sich aus

N 1 2 1)\2
0) = —— [ e dz = <—> .
fo =— [ =
R
Somit erhalten wir die Behauptung fiir d = 1. Der allgemeine Fall folgt nun

mit Fubini:
_lel?
4a

1

. d 5 . 2
f¢) = H/e_“””je_””jgj de; = <%> e
jle

NOTATION 2.5. Fiir f € LY(R?) definieren wir

F(€) := f(=€) = 1 78 £(2) da.
== - / f(z)d

[SlfsH

Rd
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THEOREM 2.6 (Inversionsformel der Fouriertransformation). Seien f, f €
LYRY). Dann gilt:

H=F=f [

BEWEIS. Fiir t > 0, z € R? setze

Pz t(Z) = ei<x’z>e_t2‘z‘2_
Dann gilt:
g2
Pr (&) = 1 y /ei(x—§7z>e—t2|z|2 ds — die_‘ 45
(27T)§ 2§td
R4
1 _lo—g?
= en)i———e " = enige o),
(47)2td
wobei g(z) = 1 v e—1z1?/4 ynd gt(x) = 1/tdg(:17/t), Somit gilt:

(4m)?

(22) / s (€)F(6) de = / F(E)Paal€) de
Rd

R4

d d
2 2

— (2n) / F©) g — €) de = 2m)5 (f * g0) (@),
R4

Man zeigt (vgl. Mollifier)
[ f % ge = fll ey = 0.

Desweiteren gilt:

m [ o i(€)f(6) d = / @) f(¢) de = (2n)
Rd

(f)(@).

[NfH

@)
Rd

Aus (22) und (23) folgt f = (f). Analog zeigt man f = }V O
KOROLLAR 2.7. Sei f € LY(R?) und f = 0. Dann gilt f = 0.

BEwEIs. Klar. O

THEOREM 2.8 (Plancherel). Sei f € L'(R%) N L2(RY). Dann ist f € L*(R%)
und die Abbildung F|r1 gaynr2me) kann eindeutig zu einem unitirem Iso-

morphismus Fo auf L?(RY) fortgesetzt werden.

BEWEIS. Sei X := {f € L'(R?%) : f € L'(R%)}. Dann ist insbesondere
f € L®RY), dh. X ¢ L2(R?). Ferner ist X dicht in L?(R?), da C*(R%)
X.
Seien f,g € X und h := §. Dann gilt:

. 1 - 1 o
e) = —— [ 05) do = — [ 9g(a) d = 570
2 2
Rd
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/fﬁz/fﬁz/fhz/f??-
oL

Insbesondere folgt mit g = f, dass || f[| L2(re) = Hf||L2(Rd) gilt. Da FX =X
kann F|x zu einem unitiren Isomorphismus F» fortgesetzt werden.
Es bleibt zu Zeigen, dass

(F2f)(€) = f(&), feL'RY)NLHRY.
Sei (p;) C C(RY) mit

d.h.

lim |[f —jlz1gay =0
j—00
lim [|f = @j| 2 (ray = 0.
j—00

Einerseits gilt lim; I/ — Pjll oo ey = 0, d.h.

Jim [ 12i() — f©)ldg =0, R>0.

B(0,R)

Andererseits folgt mit Plancherel

]1520 65 — FofllL2(may = ]11)17010 le; — fll2@ey =0,

d.h.
im0 - Ri@lde =0, R>0.
B(0,R)
Damit folgt Fof(€) = f(£) fiir alle f € L'(RY) N L2(RY). 0

SaTz 2.9 (Hausdorff-Young-Ungleichung). Sei % + % =0 mit p € [1,2].
Der Operator F kann zu einem stetigen Operator F,, : LP(RY) — LI(R?)
fortgesetzt werden. Es gilt:

1
1 Fp.all c(ze mey,Lamaey) < P

(2m)5

BEWEIS. Wir wissen bereits, dass F : L'(RY) — L*(R?) und F; :
L*(R%) — L%(R?) stetig sind. Daher folgt die Behauptung aus dem Riesz-
Thorin Konvexitétstheorem (man ersetze oo durch 2). O

BEMERKUNG 2.10. Fiir p > 2 und f € LP(R%) ist f i. A. keine Funktion
mehr (vgl. Distributionen-Theorie).

BEWEIS. Ohne Beweis. O

SATz 2.11. Sei k € Ng. Dann gilt:
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(a) Sei x s xf(z) € L2(R?) fiir alle « € Nd mit |a| < k. Dann gilt
o°f = (Ciw)f.
(b) Sei f € H*(R?). Dann gilt
01 (&) = (i©)°f(©), ¢eRr
fiir alle o € N& mit |a| < k.

BEwEIS. Nach Satz 2.3 gilt die Behauptung fiir ¢ € C>°(R%). Approxi-
miere f € L?(R%) mit (p,) C C(R?%) und nutze Plancherel. O

SaTz 2.12. Die Fouriertransformation ist ein topologischer Isomorphismus
von S nach S.

BEWEIS. Wegen einfacherer Notation setzen wir zunéichst D® = (—7)/®l9*
fir & € N* Wir verwenden Satz 2.3 und erhalten fiir ¢ € S und a, 8 € N¢

€°DPp(€)| = |¢*(~1)PIF (zBy)]
= |F(D*(—z) )]

< W / D% (@ p(x))] da
R

- W / (L+ |27 (1 + |a*)™ [ Da(a” p(2))| dz.
Rd

d

Wiihlen wir m so, dass [(1 + |z[?)™™ dz = M < o gilt, so folgt

(24) €2 DIR(6)] < sup (1 + j2|*)™ [Da(z’p(x))| M

z€eR
Da ¢ € S gilt, folgt somit auch Fy € S. F ist linear und mit (24) folgt
auch, dass Fp,, — 0, falls ¢, — 0, also ist F stetig.
Mit Theorem 2.6 folgt schlieflich die Bijektivitit und die Stetigkeit von F~!,
da F~ly(z) = Fo(—x). O

Setzt man die Fouriertransformation in natiirlicher Weise auf komplexe Va-
riablen fort, so erhalten wir die folgende Verbindung zwischen holomorphen
Funktionen und Funktionen mit kompaktem Trager. Wir bemerken hierzu
noch, dass eine Funktion F' : C¢ — C holomorph ist, wenn sie in jeder
Koordinate holomorph ist.

SATz 2.13 (Paley-Wiener). Eine ganze holomorphe Funktion F(() : C¢ — C
ist genau dann die Fouriertransformierte einer Funktion f € C°(RY) mit
supp(f) € B(0,R), d.h.

F(¢) = (2n)~ / o499 £(z) da,

R4
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wenn es fir jedes N € N eine Konstante Cy gibt, so dass
(25) [F(Q)] < Cn(1+[¢[)Nefitmel,

BEWEIS. Es sei f € C®(RY) mit suppf C B(0,R). Dann folgt mit
partieller Integration fiir jedes § € N¢ mit |3 = N

Q)P F(Q)] = |(2m) 2 / e~ 99 f(2) dal
B(0,R)
< dnan i [ 100 ()|da
B(0,R)

Fiir die Riickrichtung definieren wir zunéchst

(26) f@) = (2m) 2 [ e p(g),
Rd
Die Inversionsformel liefert nun, dass f(&) = F(€) und f € C®(RY) gilt, da
aus der Glattheit von F folgt, dass F' € L'(R?) gilt.
Zur Eingrenzung des Trégers von f differenzieren wir zunéchst (26) unterm

Integralzeichen. Dies ist durch die Voraussetzung (25) gerechtfertigt. Es folgt
somit

(27) 0°f(z) = (2m) 1/ [ =€) () do

R4
Wir setzen nun fiir ein @ > 0 = a‘—ﬁ‘ und wenden Cauchys Integralsatz
sukzessive auf (26) an und erhalten

f(z) = (2m)~42 / £ B¢ 4 i) de
Rd

wobei die Integrale iiber die Wege in imaginédrer Richtung wegen (25) im
Grenzfall verschwinden.
Fiir N = d+1 erhalten wir nun wieder mit der Voraussetzung die Abschitzung

£ < Ceftri=ten [(11 jg)-a-1 ae
Rd
Da dies fiir beliebige o > 0 gilt, folgt (mit o — o0) fiir |x| > R, dass
f(z) = 0. Also folgt supp f € B(0, R). O

DEFINITION UND SATZ 2.14. Sei m € L®(R%). Dann ist Ty, : L*(R?) —
L2RY), T f == Fy ' (mFaf) ein stetiger Operator mit

1Tl 2r2mayy = Ml Loo (ray-
Die Funktion m heifst Fourier—Multiplikator.
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BEWEIS. Plancherel liefert
1T fll 2 ray = 1F5 " (mFof) |l p2(ray = ImFafll 2 ray
< [|m| poo (ray [ F2 f1l L2 (e
= [Iml oo @y | fll p2rey,  f € L*(RY),

dhe (Tl 22 ey < Ml oo mey-
Zu e > 0 withle Q C R% mit 0 < || < 1 mit inf,eq |m(z)| > [l oo (may — €
Dann gilt fiir ¢ = xq

1T (Fy @)l r2ray = ImFaFy "ol 2may = [mell 2wy
> (lmll oty — ) lelz2 ey,
d.he (Tl 22 ey = Ml oo mey- O
BEMERKUNG 2.15. Man kann zeigen, dass m € L>®(R%) eine notwendige
Bedingung ist.

DEFINITION 2.16. Die Fouriertransformation fiir temperierte Distributionen
ist definiert durch (Ff, @) = (f,Fo), f€S, ¢ €S.

SATZ 2.17. Die Fouriertransformation F : 8" — S’ ist stetig. Ist ¢ € S und

ist Ty € S’ die von 1 erzeugte Distribution (via (Ty, ) = [1p), so gilt

Ty =Ty

BEwEIS. FT € S’ folgt aus der Stetigkeit von F auf S, da fiir o — ¢
(FT, 1) = (T, For) — (T, Fo) = (FT', )

gilt.
Die Stetigkeit von F auf &’ folgt &hnlich, denn fiir 7}, — 7" in S’ folgt

<Tk,(,0> = <Tk7¢> - <T’ ¢> = <T’ (10>
O

SATZ 2.18. Die Fouriertransformation ist ein Isomorphismus auf S’ mit
Inverser (F~1T, ) = (T, FLy).

BEWEIS. Es sei T € 8’ und ¢ € S. Dann gilt
(FFIT, ) = (FTIT,F " p) = (T, FF ') = (T, )
also folgt FF~! = Ids und analog F~'F = Idg. O
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Singulére Integraloperatoren

1. Interpolation von Operatoren

Wir werden uns in diesem Abschnitt einen Spezialfall des Interpolationssat-
zes von Marcinkiewicz beweisen. Fiir diesen Satz definieren wir zunéchst die
folgenden Begriffe. Im folgenden sei (M, X, p) ein o-endlicher Mafiraum.

DEFINITION 1.1. Es sei T eine Abbildung, die messbare Funktionen auf M
auf messbare Funktionen auf M schickt. Weiter sei 1 < g < oo und1 <p <
0o0. Dann ist T vom schwachen (p,q)-Typ, falls es eine Konstante A gibt,
so dass fir alle f € LP(M) und alle X\ > 0

mu:WﬂM>Ans(ﬂ¥@f.

Die Abbildung ist vom schwachen (p,c0)-Typ, falls es eine Konstante A gibt
mit

1T flloo < All £l

Schlieflich sagen wir, dass T vom starken (p,q)-Typ ist, falls fiir ein A

1T fllg < Allfllp
gilt.

DEFINITION 1.2. Es sei T wie in Definition 1.1. Die Abbildung T heifit
sublinear, falls

T(f +9)(@)| <[Tf(2)| +[Tg(x)].

Wesentlich fiir den Beweis des MArcinkiewicz-Satzes ist die folgende Dar-
stellungsformel fiir die LP-Norm

LEMMA 1.3. Es seien 1 < p < oo und f: M — K eine messbare Funktion.
Dann gilt fir alle f € LP(M)

e}

11 = » [t 7@ > XAt ax

0

50
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BEWEIS. Fiir eine einfache Funktion axa gilt offensichtlich die Glei-
chung || f||h = a?u(A). Weiter gilt

Q/M@:U®N>MM”“MZP/MMM““M
0 0
— u(A)IS

Aufgrund der Linearitdt des Integrals folgt damit die Aussagen auch fiir
Treppenfunktionen. Fiir eine beliebige messbare Funktion f wéhlen wir eine
monotone Folge von Treppenfunktionen 7,, mit 7,, — |f| (punktweise). Mit
dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt dann ||, ||, — || f||,- AuBer-
dem ist A,,, wobei A,(\) := {x : |T,(z)] > A} eine wachsende Folge von
messbaren Mengen mit A,(\) — A\) = {z : |f(x)] > A}, d.h. U4, = A.
Eine weitere Anwendung des Satzes von Beppo-Levi ergibt

o [e.e]

p [ A0 = p [ ua)etan
0 0
womit die Behauptung bewiesen ist. O

Fiir einen Mafiraum M bezeichnen wir im Folgenden mit M(M) die Men-
ge aller messbaren Funktionen von M nach C. Weiter definieren wir die
Zerlegung einer Funktion f : M — C durch f = f\ + f* wobei

[ f, falls|f] <A
Ix) = { 0, sonst

und f* = f— f\. Nun kénnen wir zum Beweis des Satzes von Marcinkiewicz
kommen.

THEOREM 1.4 (Marcinkiewicz Interpolationssatz). Es seien 1 < py < p1 <
oo und (M,X%, n) bzw. (N,I1,v) o-endliche Mafriume. Weiter sei D(T') C
M(M) und T : D(T) — M(N) eine sublineare Abbildung. Auferdem sei
D(T) abgeschlossen unter Zerlegung, d.h. fx € D(T), falls f € D(T).

Ist T vom schwachen (pj,p;j)-Typ fir j = 0,1, dann ist T vom starken

(p,p)-Typ fiir jedes p € (po,p1). Ist p1 < oo so gilt

pAf | AN
P—pPo P1—P a

Iﬁﬂb§2<

Im Fall p1 = oo gilt

pApO 1/p
\wmp§u+An< ;)) £
P — Do

BEWEIS. Wir betrachten zuerst den Fall p; < oco. Fiir f € D(T) sei
fr + f* = f die Zerlegung zu A > 0. Aus der Sublinearitéit von T folgt
{z:[Tf(2)] > 2A} C {a: [Tfa(@)| + [T (@) > 2A} € {z 2 [Tfi(2)] > AJU
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{z:|Tf )| > A}, da fiir ein « aus der linken Menge |Tf\(z)| > A oder
|Tf*(x)| > X gilt. Da T vom schwachen (p;,p;)-Typ ist gilt weiter

v({o: 175 @) > 20 < v ({a TP @)] > A) + v ({o: THE)] > A

_ (Aol lpo p°+ Ax[lfxllpy \ ™
- A A

Mit Hilfe von Lemma 1.3 und der Substitution 2z — A folgt

27Ty = 2_pp/V({<L" HTf(2) > 2}) 2P dz

0
00

= /y({:c: ITf(x) > 22}) AP~ LdX

<o [ (Aol )" AP N [ (Al AP
0 0
= A§°PP0//M A ()] > T}) P01 g7 P=po=1 g\
0 0

o0 A
AP ppy / / p({a @) > ) 7 drar Pl dn,
0 0

da |fa] < A gilt. Zur weiteren Abschitzung betrachten wir zunéichst den
zweiten Term der rechten Seite. Mit

pz @) > 7)) <p{e:[f(@)] > 7})

und dem Satz von Tonelli folgt

oo A
ppl//u (o |fa(@)] > 7)) 71~ drap—P1=1
0 0

(e}

= [ wlGa @) > ) / NP ey

0

< 2 [uttes15@) > tar
0
11

_pl—p
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Fiir die Abschétzung des ersten Terms von oben bemerken wir zunéchst,
dass

,u({:n:|f/\(:17)|>7'}):,u({x:|f(:n)|>7'}), falls 7 > X und
,u({a::\f/\(a;)]>7'}):u({x:]f(a:)]>)\}), falls 7 < A

Daher folgt

ppo//u AP @) > 7)) o dr ot dx
0 0

—om [ [alla: f@] > 7wty
0 A

+p/u({w @) > AP WL

0
bo

+1) 1l

o [

_ <p_

Insgesamt folgt also

pApO plApl
i <2 (220 4 DAY

Fiir den Fall p; = co bemerken wir zunéchst, dass falls |T'f(x)| > (14 A1)\
auch die Ungleichung

(1 4+ ADX < |Tfa@)| + T (@) < A+ [T ()]

gilt, da T vom schwachen (0o, 00)-Typ ist. Damit folgt dann |Tf*(z)| > A.
Das heift, es gilt die Beziehung

(2:|Tf(x) > (1+ AN} C {3: T ) > A} :
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Wir kénnen nun wie folgt abschétzen

e}

(1+ Al)‘pHTng =1+ Al)_pp/u ({z: |Tf(z) > A}) AP~ dA
0
—p [ v (e [17@) > 14+ 4D 2 dy
0
< p/l/ <{x T fNx) > 1)\}> PUNC Y
0
b Aonf*upo)” )
=p <7 A1)
[ (%5
=pApo [ p | u(qz: | z)| > T}) TPo=1 dr\P=Po=L g\
0/ / <{
APO
< 0| < HfH”
P —DPo

2. Calderén-Zygmund-Theorie

Wir wollen nun Abbildungen T : § — &’ betrachten, die sich iiber einen
Integralkern definieren lassen. Eine Funktion K : R? x R? — C heifit Inte-
gralkern von T, falls K auf R? x R?\ {(x,y) : © = y} lokal integrierbar ist
(d.h. integrierbar auf kompakten Teilmengen) und fiir f,g € C°(R%) mit
supp f Nsupp g = () die Gleichung

/ K(z,y)f(y)g(x) dz dy

gilt.
DEFINITION 2.1. (a) Ein Integralkern K heifit Calderdon-Zygmund-Kern,
falls K stetig dz’ﬁerenzz’erbar in RY x RN\ {(z,y) : . =y} ist und
(i) K (@.9)| < i
(it) VoK (z,y)| + |V K (z,y)| <
gilt.
(b) Es sei T ein Operator mit Calderon-Zygmund-Kern. Ist T stetig

auf L*(RY) — L2(RY) fortsetzbar, so heifit T Calderdn-Zygmund-
Operator.

lz— yl"+1

Das Ziel dieses Abschnitts ist es zu beweisen, dass sich Calderén-Zygmund-
Operatoren beschriinkt auf LP(R?) fiir 1 < p < oo fortsetzen lassen. Dies
ist eines der zentralen Themen der Harmonischen Analysis. Wir werden
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spéter sehen, dass sich mit Hilfe dieser Theorie Existenzresultate fiir partielle
Differentialgleichungen von L? nach LP fiir p # 2 iibertragen lassen. Das
Hauptresultat dieses Abschnitts lautet also

THEOREM 2.2. Es sei T ein Calderon-Zygmund-Operator. Dann gibt es fiir
p € (1,00) eine Konstante C > 0, so dass |[Tf|l, < C|fl|l, fir alle f €
LP(RY) N L2(RY).

Wir werden den Beweis fiithtren indem wir mit Hilfe einer Zerlegung fiir
integrierbare Funktionen zeigen, dass Calderén-Zygmund-Operatoren vom
schwachen (1, 1)-Typ sind und anschlieffend den Interpolationssatz von Mar-
cinkiewicz anwenden.

Wir kommen also nun zur angesprochenen Zerlegung und legen zunéchst ein
paar Bezeichnungen fest, die uns das (Notations-)Leben etwas erleichtern.

NOTATION 2.3. Wir beginnen mit der Menge aller achsenparalleler Wiirfel
mit Seitenldnge 1 und ganzzahligen Ecken. Diese Menge nennen wir Dy.
Fiir eine ganze Zahl k entsteht die Menge Dy von Wiirfeln indem wir die
Skalierung © — 2z auf jedes Element in Dy anwenden. Das heifst, die
Wiirfel in Dy, haben Seitenlinge 2% und entstehen, wenn man die Seiten
der Wiirfel in Dy_1 halbiert. Eine wichtige Figenschaft der Menge aller so
entstehenden Wiirfel D = UgezDy, die dyadischen Wiirfel, ist die folgende:
Fiir zwei Wiirfel W und W' gilt entweder, dass einer im anderen enthalten
st oder, dass sie disjunktes Inneres haben.

LEMMA 2.4 (Calderén-Zygmund-Zeregung). Es seien f € L'(RY) und \ >
0. Dann gibt es eine Familie von dyadischen Wiirfeln W), mit paarweise
disjunktem Inneren, so dass |f(x)] < X foii. in RY\ Upez Wy und

1

)\<—/ T dx§2d/\.

e [ @)
Wi

Insbesondere lisst sich f zerlegen in f = g+ b, wobei |g(x)| < 29\ fii.,
lglli < Ifllx und b =34y br. Fir die Funktionen by, gilt weiter supp by, C

Wi, Jgabe =0 und |[bplln <2 [y, |£(z)] dz.

BEWEIS. Es sei £ die Menge aller dyadischen Wiirfel W € D, die die
Bedingung

1
(28) WVZ F()] dz > A

erfiillen. Da f € L'(R?), folgt, dass ein Wiirfel W mit || f|l; < A\|W/| nicht in
& enthalten ist. Die Seitenldngen der Wiirfel in £ ist also beschriankt. Damit
gibt es zu jedem Wiirfel W/ € £ einen gréfiten Wiirfel W € &, der W’/
enthélt. Die Menge aller dieser maximalen Wiirfel nennen wir W := {Wj}.
Ist W) ein groferer dyadischer Wiirfel, der W, enthilt, dann ist W) nicht
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in £ und daher kann fiir diesen Wiirfel die Ungleichung (28) nicht gelten.
Damit folgt

(20) / ()] dz < / F(@)] dx < [WA = 24 A,
Wi w/

k

Die geforderten Bedingungen fiir die Familie von Wiirfel gilt also.
Die Funktionen by, werden definiert durch by := f — |Wy| fWk f(z)dz auf Wy,

und 0 sonst. Mit b = ), by, stzen wir g = f — b. Die Eigenschaft € by = 0
folgt unmittelbar aus der Definition. Die Dreiecksungleichung liefert weiter

[m@lar <2 [1r@)a
Wy,

Rd
Weiter gilt ||g|l1 < || f|l1, dain Wy, g = |[Wy| 7} fWk f(z) da.

Es bleibt noch |g(z)| < 2¢ zu zeigen. Auf jedem Wiirfel W}, folgt diese
Ungleichung mit (29). Fiir x € (UgW})¢ gibt es eine Folge von dyadischen
Wiirfeln, so dass die Seitenléingen gegen Null konvergieren, = enthalten und
die Ungleichung (28) nicht gilt. Da g € L'(RY) und damit fast alle Punkte
Lebesgue-Punkte von g sind, folgt daher |g(z)| < A fast iiberall. (]

LEMMA 2.5. Es sei K ein Calderon-Zygmund-Kern und v > 0. Dann gibt
es eine Konstante C' > 0, so dass fir alle z,y € R? mit |z — y| < r die
Ungleichung

|K(z,2) = K(z,y)|dz < C.
R4\ By, (z)
BEWEIS. Mit dem Mittelwertsatz und den Eigenschaften von Calderén-
Zygmund-Kernen folgt fiir y € B,.(r) und 2z € R?\ By, (z), dass
|K(z,2) = K(z,y)| < |z —y| sup [VuK(zw)
(30) wEBr(Z‘)
< 2n+ICK|33 —yllx — Z|_n_1.
Hier benutzten wir auflerdem die Dreiecksungleichung fiir |w — z| > |z —
z| — |lw — x| > |x — z|/2, wobei die letzte Ungleichung fiir |z —y| < r und
|z — z| > 2r giiltig ist. SchlieBlich folgt die Behauptung durch Integration
von (30), denn mit Kugelkoordinaten folgt
|K (2,2) — K(z,9)] dz < Cx2" " w, 4 /T_"_lr"_l dr
R4\ By (x) 2r
= CK2"wn_1.

Nun koénnen wir Theorem 2.2 beweisen.
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BEWEIS. Wir zeigen zunéchst die schwache (1,1) Abschétzung fiir Cal-
derén-Zygmund-Kerne. Hierzu werden wir gelegentlich die Ungleichung

(31) 115 = / [f(@)[" dw > e”|[{f > €}
{f(z)>e}

benutzen. Es sei nun f € L'(R%) N L?(RY) und A > 0. Die Calderén-
Zygmund-Zerlegung auf f angewendet liefert Funktionen b und g mit f =
g+ b und den in Lemma 2.4 genannten Eigenschaften. Es gilt offensichtlich

{z:|Tf(x)] > A} C{x:|Tg(x)| >A\/2} U{z:|Tb(x)| > \/2}.

Mit der L? Beschrinktheit folgt damit

o+ Tyl > 32} < 55 [ ITg(@)P @z
Rd
< [[ls@)P do
Rd
<5 [lo@) az
R4

da [g(x)| < CA gilt. Schliefllich folgt wegen ||g|l1 < [|f]1

o s ITo(@)| > A2} < Sl

Wir kénnen uns also nun der Abschitzung von T'b zuwenden.

Es sei Oy = UgBy, wobei B, Kugeln um die Mittelpunkte zj der Wiirfel
Wi mit Radius y/n- Seitenlinge von Wj. Das heifit aber, dass fiir y € Wy
der Abstand |zj — y| zu zx hochstens die Hilfte des Radius von By, betrigt.
Dies benétigen wir fiir die Anwendung von Lemma 2.5. Fiir das Volumen
von O) gilt.

1 C
ool <5 Y [1nlde < S
k k
Qp

Als néchstes schotzen wir Tbg, ab. Fiir ¢ € Q. gilt, da die by Mittelwert 0
haben, dass Th(v) = [ K(z,y)b(y) dy = [(K(2,y) — K(z,2%))bx(y) dy.
Anwendung des Satzes von Fubini und Lemma 2.5 liefert

/ Thi(a)| dz < / )l [ 1)~ ()] dedy

R\ By, Qk R4\ By,

sc/rbk@)\dyg C/!f(y)!dy
Qrk Qrk
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Summation iiber k£ ergibt schlielich

(32) / o) dy <Y / Thu(y)| dy < 1.
RO, k Ra\By,

Damit folgt also unter Verwendung von (31) und (32)
A A
{z : Th(x) > 5}] < Oz + {z € RT\ Oy : |Th(z)| > 5}\

2
<io+3 [ 1Tuw)ds

Insgesamt ist damit die schwach (1,1) Bedingung fiir T'f erfiillt.

Die LP-Beschrinktheit von T fiir 1 < p < 2 folgt nun mit der L2-Beschrinktheit
und dem Interpolationssatz von Marcinkiewicz.

Fiir 2 < p < oo folgt die Aussage durch Dualisieren, indem man erkennt,
dass die Adjungierte von T also T™ ein Calderén-Zygmund-Operator ist,
falls T ein solcher ist. T ist daher nach dem ersten Teil LP'-Beschrinkt,
wobei p’ der zu p konjugierte Holder-Exponent ist. Damit ist dann 7' LP-
Beschrénkt. O

3. Fouriermultiplikationsoperatoren

In der Theorie partieller Differentialgleichungen ist es oftmals niitzlich fiir
die Losbarkeit die zu untersuchenden Operatoren als Calderén-Zygmund-
Operatoren zu erkennen und so geeignete Abschitzungen zu erhalten. Ins-
besondere LP-Abschétzungen fiir die Losung zu linearen Problemen kann
dazu dienen nichtlineare Gleichungen zu behandeln.

Haufig erhélt man aber durch Anwenden der Fouriertransformation nur ex-
plizite Losungsformeln in Form von sogenannten Symbolen. Wendet man
etwa die Fouriertransformation auf die Gleichung (A — A)u = f an so erhélt
man (A + [¢[?)a = f. Eine Losung dieser Gleichung wiire also formal durch
u=F LY A+[£|?)"LFf gegeben. In dieser Formel ist nicht so schnell ersicht-
lich, ob dies ein Calderén-Zygmund-Operator ist oder nicht. Deshalb wollen
wir im Folgenden Operatoren obiger Form untersuchen und als Hauptziel
eine hinreichende Bedingung angeben, die die LP-Beschranktheit des Ope-
rators sichert.

DEFINITION 3.1. Eine Funktion m : R%\ {0} — K heifit Symbol der Ordnung
k, falls m beliebig oft differenzierbar ist und fiir jedes o € N¢ eine Konstante

C,, existiert, so dass
806
(33) ‘ =

ok

Wir geben zunéchst ein paar niitzliche Rechenregeln fiir Symbole an.

(5)' < Clg7lol=r,
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LEMMA 3.2. (a) Ist mj fir j = 1,2 ein Symbol der Ordnung kj, dann
ist mime ein Symbol der Ordnung ki + ko und mq +msg ein Symbol
der Ordnung k. Jede der Konstanten in der Abschditzung (33) fiir
myime (bzw. my+ms) hingt nur von endlich vielen der Konstanten
fiir m1 und mo ab.

(b) Istp € S, dann ist n ein Symbol der Ordnung k fir jedes k < 0.

(c) Ist m ein Symbol der Ordnung k, dann ist e~*m(e€) ein Symbol der
Ordnung k und die Konstanten in (33) konnen unabhdngig von &
gewdhlt werden.

Den Beweis iiberlassen wir dem Leser.

LEMMA 3.3. Es seim € S und k > —d. Dann gibt es eine Konstante C, die
nur von endlich vielen der Konstanten fiir m in (33) abhingt mit

]f_lm(a:)] < C]a:\_d_k.

BEWEIS. Wir wihlen eine Abschneidefunktion 1y € C*°(RY) mit kom-
paktem Triger, so dass no(§) = 1 fiir [¢| < 1 und n9(§) = 0 fir [£| > 2 gilt.
Wir setzen 1., = 1 — 19. Damit definieren wir

Kj(o) = (2)0 [ e elalme) de.
wobei j = 0,00. Wir schiitzen K jeweils getrennt ab. Fiir Ky gilt
Ko(e)| < Cm) [ Jgldg = Claf+
€]<2/x|

Fiir den j = oo Teil schreiben wir zunichst (ix)*e*¢ = a‘%eimﬁ und inte-
grieren partiell. Dies ergibt

(1) Ko () = / ( o Zfﬁ) oo €l (€) d€
el [ e 2 (elalm(e)) de

Mit (33), Lemma 3.2 und da 7., Null in der N&he von 0 ist, folgt fiir k—|a| >
—d
|(i2)* Koo ()] < C / [F1el dg = Ol dRFlel,
[€]>1/]x]
Damit folgt die Ungleichung |K (z)| < C|z|~%* O
Damit konnen wir nun das zentrale Resultat dieses Abschnitts beweisen.

THEOREM 3.4. Ist m ein Symbol der Ordnung 0, dann ist T, = F~'mF
ein Calderon-Zygmund-Operator.
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BEWEIS. Die L2-Beschrinktheit des Operators T}, folgt aus m € L>(R%)
nach Definition und Satz 2.14. Wir zeigen nun noch, dass der Kern von 75,
von der Form K(z — y) ist und K Abschétzungen der Form

8&
9 K@) < Cla =l
(34) |5 K@) < Cle|

erfiillt. Da die inverse Fouriertransformation von m nicht notwendigerweise
durch eine Funktion gegeben ist, approximieren wir m zunéchst durch schnell
fallende Funktionen. Hierzu nehmen wir ¢ € C°(RY) mit ¢(x) = 1 fiir |z| <
1 und p(x) = 0 fiir |z| > 2. Wir setzen dann m.(§) = ¢(££)(1—p(&/e))m(§).
Wegen Lemma 3.2 ist m. ein Symbol der Ordnung 0 mit von € unabhéngigen
Konstanten. Auflerdem gilt m. € S und damit gelten wegen Lemma 3.3 die
Abschiitzungen (34) fiir K. := F~!'m.. Dies folgt aus den Eigenschaften
der Fouriertransformation, da die a-te Ableitung von K. die inverse Fou-
riertransformation von (—i§)*m.(§) ist und (—i€)*m.(§) ein Symbol der
Ordnung |« ist.

Da die Konstanten nicht von e abhéngen, kénnen wir den Satz von Arzela-
Ascoli zusammen mit einem Diagonalfolgenargument anwenden. Arzela-Ascoli
liefert fiir eine Kugel um 0 und ein a € N? eine Folge a-ter Ableitungen von
K., die auf der abgeschlossenen Kugelschale B(0,r) \ B(0,1/r), fir r > 1
gleichméflig konvergiert. Nun ldsst sich mit Hilfe des Diagonalfolgenargu-
ments eine Teilfolge von K. konstruieren, so dass fiir eine Funktion K die
Teilfolge K., — K und alle ihre Ableitungen gleichméfig gegen K, bzw.
die entsprechende Ableitung von K konvergiert. Der Kern K erfiillt dann
natiirlich auch die Abschétzungen (34).

Es bleibt also noch zu zeigen, dass T,,, durch den Kern K dargestellt werden
kann. Es sei f € §. Mit dem Satz von Lebesgue und dem Satz von Plancherel
folgt Trn. f — Tpnf in L2(R?) fiir ¢ — 0. Nach Definition von K. und den
Eigenschaften der Fouriertransformation, Satz 2.3 gilt T,,,_ f = K.* f. Haben
f und g disjunkten und jeweils kompakten Triger, so gilt

/Tmf(x)g(x) dz = lim ngjf(x)g(x) dz (L* — Konv.)

J—00
Rd

o
— i [ [ K- )l dydo

J—00

R4 R4
= / / K(z—y)f(y)g(x) dydz (glm. Konv.)
R4 R4
und damit folgt, dass T;, durch den Kern K dargestellt werden kann. [

Ein Dichteschluss zusammen mit Theorem 2.2 und Theorem 3.4 liefert nun
abschliefSend

KOROLLAR 3.5. Ist m ein Symbol der Ordnung 0, dann ist T,, : LP(R?) —
LP(RY) fiir 1 < p < oo ein stetiger Operator.
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Als erste Anwendung des Multiplikatorensatzes wollen wir uns nun mit
Besselpotentialrdumen und ihrem Zusammenhang zu den Sobolevriaumen
beschéftigen. Die Besselpotentialrdume liefern eine Moglichkeit gebrochene
Ableitungen zu definieren und so eine kontinuierliche Skala verschiedener
Glattheit zu erhalten.

DEFINITION 3.6. Fiir s > 0 und 1 < p < oo heifst
H*P(RY) := {f € LP(RY) : F (L + [¢[*)**F f € LP(R")}
der Besselpotenzialraum der Ordnung s. Eine Norm auf H*P(R?) wird durch
e = [ F 1A+ € 2F fllp definiert.
LEMMA 3.7. H*P(R?) ist ein Banachraum.
Beweis. Ubung O

Dass die Besselpotenzialrdume wirklich eine Skala bzgl. der Glattheit liefert
zeigt der folgende Satz.

Satz 3.8. Ist s € N, dann gilt W*P(R?) = H5P(R?).

BEWEIS. Wir zeigen die Aussage nur fiir gerade s. Fiir ungerade ist
der Beweis schwieriger und technisch aufwéndiger. Ist s gerade, so ist (1 +
1€]2)%/2 = Py(€) ein Polynom vom Grad s. Da fiir f € W*P(R%) auch
0% f € LP(RY) fiir alle |a| < s gilt, folgt mit der Eigenschaft der Fouriertrans-
formation, dass P(—id)f = F~1P,(&)Ff € LP(R?) und somit W*P(R?) C
H*P(RY).

Umgekehrt ist W ein Mikhlin Symbol fiir jedes |a| < s und daher folgt
IF2EF fllp = I1F " amepyr L+ EP)PF fllp < IF A+ IEP)2F fllp =
[palbree O

Auf Gebieten lassen sich analog zu den Sobolevriumen auch Besselpotenzi-
alrdume definieren.

DEFINITION 3.9. Fiir s > 0 und Q C R? definieren wir
H¥(Q) = {fla: f € H*P(RT)}.



KAPITEL 6

LP-Theorie Elliptischer Randwertprobleme

Wir wollen im Folgenden elliptische Differentialoperatoren der Form

d
(35) Au(z) = Z a;j(x)0;0;u(x) + Zb (x)
i,j=1
auf Gebieten in R? betrachten. Ein Differentialoperator A heit elliptisch,
falls a;;(z) € R fiir jedes x € R? und es eine Konstante § > 0 gibt, so dass

- Z azg g]fj > 5‘6’2

1,7=1

fir alle z, & € R gilt. In den Beweisen werden wir uns im Wesentlichen auf
den technisch einfachsten Fall (a;;) = (8;5), also A = A, beschrénken. Wir
werden fiir beschrinkte Gebiete 2 ein Lokalisierungsargument anwenden.
Daher behandeln wir zunichst den Fall Q = R? und Q = R% = {(2/, ) €
R%: 24 >0, 2/ € R}

1. Lésungstheorie in R?

Wir assoziieren zu einem Differentialoperator A von der Form (35) einen
stetigen Operator durch D(4,) = W2P(R?), A,u := Au. Der nichste Satz
zeigt, dass die Wahl des Definitionsbereichs giinstig ist, denn A, : W2P(RY) —
LP(RY) ist Surjektiv.

SATZ 1.1. Es sei A ein elliptischer Differentialoperator mit konstanten Ko-
effizienten a;; und b; = 0,c = 0. Weiter sei A € C mit Re A > 0 und
f € LP(RY). Dann existiert eine eindeutige Losung u € W2P(R?) der Glei-
chung

(36) (A= A)u = f in R%
Desweiteren gilt fir o € Nd mit |a| < 2.
D« < ¢
(37) [ D“ul| p(ray < W\\f“m(w)-
BewEis. Wir fiihren den Beweis fiir den Fall A = A. Anwenden der
Fouriertransformation auf (36) liefert (A + |¢|>)4 = f und somit ist u =

62
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F YA+ [€2)71Ff € LP(RY) eine Losung, falls my(€) := (A + [¢]?)7! ein
Symbol der Ordnung 0 ist. Zunéchst bemerken wir

A+ = VRe A+ &2+ [Im A2 > V/[Re A2+ [Im A2 = |\, €eR%

und damit
]
£ VIAl 1 e
< = <
‘)\+§2 — ‘)\‘ ‘)\‘1_%7 |£|— | |7
¢ €] 1 1
< = < ; > .
e < =g s g Evl

Um zu zeigen, dass m) ein Symbol der Ordnung 0 ist, bemerken wir noch,
dass sich €#DPm, (€) als endliche Summe mit Summanden der Form

(D EPYmy - - & (DP (€] )my

mit 5 = >"7" | B schreiben lisst. (Induktion)
Damit folgt mit obigen Abschétzungen, dass my, {&my und §;§;my Symbole
der Ordnung 0 sind. Nach Korollar 3.5 gentigt 7},,, damit den Abschétzungen

. 1
I DTy [l (2 ey < DR

Die Eindeutigkeit der Losung folgt mit der Injektivitdt der Fouriertransfor-
mation. (]

Fiir die Lokalisierung bendtigen wir noch die Losbarkeit, falls a;j,b;, ¢ €
L>®(RY). Es sei A = ZZJZI a;;0;; ein elliptischer Differentialoperator mit
konstanten Koeffizienten ;. Wir definieren

d d
Bu(z) = Z (aij(x) — a4j)Oiu(x) + Z bi(x)0u(x) + c(z)u(x).
ij=1 i=1

Wir assoziieren hierzu wieder den Operator Byu = Bu mit D(B,) = W2P(R%).
Dann gilt

THEOREM 1.2. Es seien A und B wie oben gegeben. Dann gibt es Konstanten
g, Ao, C, so dass fiir A\ mit Re A > 0 und |\| > \g die Gleichung

(38) (A=A, — Byu = f in R?

fiir jedes f € LP(R?) eine eindeutig bestimmte Lisung u € W2P(R?) besitzt,
falls ||a;; — aijlloc < € gilt. Desweiteren gilt fir u die Abschdtzung (37).

BEWEIS. Es ist klar, dass (A — A, — B,) : W2P(RY) — LP(RY) stetig ist.
Wir zeigen, dass (A — A, — B,)~! : LP(RY) — LP(R?) existiert und stetig ist.
Dazu schreiben wir zunéchst fiir u € W2P(R%)

(A= Ay — Bp)u = (Id — Bp(A — Ap)_l)()‘ — Ap)u.
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Also existiert (\—A,—B,)~! € L(LP(R?)), falls ||Bp()\_Ap)_l||£(Lp(Rd)) <1
gilt. In diesem Fall erhilt man (A — A, — B,) ™t = (A — A,)"Y(Id — Bp(\ —
Ap)~1)7L, wobei der zweite Operator wegen der Neumann Reihe existiert
und stetig ist. Die geforderte Abschitzung || B,(A — Ap)_1||£(Lp(Rd)) <1
folgt mit Hilfe von (37) fiir € klein genug und A gro§ genug, denn

d
IBo(A = Ap) " Fllp < D Ml (@) — i) (A = A) " fl,

i,j=1

d
1D = Ap) T Fllp + ey — Ap) Tl
=1
< ey (A~ Al + d_max [0~ 4) 7,

+lelloc I X = Ap) T £l
1 1
< Cellfllp + C—==fllp + C=

VIA A
Die Abschétzung (37) folgt schlieBlich mit (37) fiir A, und der Darstellung
()‘_AP_BP)_I = ()‘_Ap)_l(ld_Bp()‘_Ap)_l)_l- O

[1£1lp-

. s s d
2. Losungstheorie in RY

Da fiir = R% der Rand 00 = {z € R? : 25 = 0} # 0 gilt, miissen wir
noch Bedingungen fiir u auf 9€) fordern, um die eindeutige Losbarkeit der
Gleichung (A — A)u = f zu sichern. Wir werden zwei verschiedene Randbe-
dingungen untersuchen.

e Dirichlet-Randbedingung: u|gg = 0

e Neumann-Randbedingung: d,u|spq = 0
Hierbei bezeichnet 0,, die Richtungsableitung in Richtung der dufleren Nor-
malen an 0f2.
Es sei nun zunéchst A ein elliptischer Differentialoperator mit konstanten
Koeffizienten. Zur Losung der Gleichung (A — A)u = f mit Dirichlet oder
Neumann Randbedingungen wollen wir das zuvor gezeigte Ergebnis in R?
mit Hilfe von Reflexion an der Hyperebene {z4 = 0} zeigen. Hierzu bemer-
ken wir zuniichst, dass (A — A)~! durch einen Calderén-Zygmund-Kern K
gegeben ist, da das zugehorige Symbol (A — a(£))™! ein Symbol der Ord-
nung 0 ist. Das heifit (A — A)~'f = K * f und diese Darstellung liefert
unmittelbar, dass u = (A — A)~Lf € C™ gilt, falls f € C*°.

Es sei nun f € C°(R%) Wir definieren
—f(@,—zq) fir z4<0,
f(@ xq) fir x4 > 0.

fo(a',2q) = {

Damit ist fp ungerade in der letzten Variable. Nun definieren wir up €
C>®(R%) N LP(RY) als Losung von (A — A)u = fp in R% Damit ist up
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ebenfalls ungerade, denn es gilt
A=A (up(s, =) |em(@/ 2y = (A = A)up)(a’, —z4)
= fp(a', —xq)
= —fp(z',xq)
= (A= A)(—up) (2, z4q).
Also 16st sowohl up(.,—.) als auch —up die Gleichung (A — A)u = —fp.
Die Funktionen up(., —.) und —up miissen damit iibereinstimmen. Da up €

C>(R%) gilt folgt insbesondere up(z’,0) = 0 fiir alle 2’ € R4~!. Die Funktion
up geniigt daher der Dirichlet Randbedingung und uD‘Ri 16st

AN=Au=f in R
u=~0 auf E?]R‘i

Insbesondere folgen die Normabschétzungen (37) da

« (6% C
[D%upl oy < 1Dl Lo @a) < WHJCDHLP(W) < WQHfHLP(Ri)-

Da C2(R4) dicht in LP(R%) liegt, lisst sich (A — A)~! auf ganz LP(R%)
eindeutig fortsetzen.

Fiir Neumann-Randbedingungen setzt man f gerade nach R? fort und erhiilt
analoge Abschitzungen. Auflerdem erhélt man durch exakt gleiche Argu-
mentation des Beweises von Theorem 1.2 auch die Aussagen dieses Satzes
fiir Rﬂlr statt R? und wir haben das folgende Theorem entsprechend zu Theo-
rem 1.2 gezeigt.

THEOREM 2.1. Es seien A und B wie im letzten Abschnitt gegeben. Dann
gibt es Konstanten €, \o,C, so dass fir A mit Re A > 0 und |\| > N\ die
Gleichung

A—A—-Bu=finR%
Ru =0 auf ORY,
wobei R = Id (Dirichlet-RB) oder R = 0, (Neumann-RB), fiir jedes f €

LP(R) eine eindeutig bestimmte Losung u € WP(RL) besitzt, falls ||a;; —
Qijlloe < € gilt. Desweiteren gilt fiir u die Abschétzung

o C
(40) D%y ey < WWHLP(M)-

(39)

BEMERKUNG 2.2. Mit Hilfe dieses Theorems lisst sich ein der Differential-
gleichung (A — A)u = f zugeordneter Operator wie folgt definieren
(a) Fiir Dirichlet-Randbedingungen: D(Ap) = W2P(R%) N Wol’p(RSlr)
mit Apu = Au.
(b) Fiir Neumann-Randbedingungen: D(Ay) = {u € W*P(RL) : 9qu €
Lpmd
Wy (RY)}
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3. Losungstheorie in beschrinkten Gebieten

Wir betrachten nun die Gleichung
A=Au=finQ
(41) Ru = 0 auf 02

wobei A wieder ein elliptischer Differentialoperator und © C R? ein be-
schrinktes Gebiet von der Klasse C? ist. Das Hauptresultat fiir beschrénkte
Gebiete ist

THEOREM 3.1. Es seien A und B wie im letzten Abschnitt gegeben. Dann
gibt es Konstanten e, \g,C, so dass fir A\ mit Re X\ > 0 und |\ > Ao
die Gleichung (41), wobei wie vorher R = Id (Dirichlet-RB) oder R =
On (Neumann-RB), fir jedes f € LP(Q) eine eindeutig bestimmte Ldsung
u € W2P(Q) besitzt, falls ||aij — ayjlleo < € gilt. Desweiteren erfillt u die
Abschdtzung

o C
(42) [ D%ul1r(q) < WHJCHLP(Q)-

BEMERKUNG 3.2. Analog zum Fall Q = Ri kénnen wir die folgenden Dif-
ferentialoperatoren definieren
(a) Fiir Dirichlet-Randbedingungen: D(Ap) = W2P(R%) N Wol’p(le_)
mit Apu = Au.
(b) Fiir Newumann-Randbedingungen: D(Ay) = {u € W2P(R%) : Vu|gq-
n =0 im Spursinne}.

Bevor wir das Theorem beweisen, wollen wir noch ein einfaches Korollar
formulieren.

KOROLLAR 3.3. Die Operatoren (A — Ap)~t, (A — Ay)~1: LP(Q) — LP(Q)
sind kompakt, fir alle X fir die sie existieren.

BEWEIS. Ist Re A > 0 und |[A\| > A so ist nach Obigem und nach
dem Satz von Rellich Id, : W*P(Q) — LP(Q) ein kompakter Operator
und (A — Ap)~! bzw. (A — Ay) 7! stetig von LP(Q) nach W2P(Q). Also ist
(A= Ap)~t = Idy(\ — Ap)~! : LP(Q) — LP() kompakt. Fiir die iibrigen
A fiir die die Resolvente existiert verwende die Resolventenidentitit aus der
Funktionalanalysis. U

BEWEIS. (von Theorem 3.1, Beweisskizze) Es sei {U;,j =1,...,n} eine
endliche Uberdeckung von 952, wobei fiir die Mengen U; diamU; < e gilt.
Geméf Definition 5.2 aus Kapitel 2 gibt es zugehorige Abbildungen ¢; :
@ — Uj;. Aus der stetigen Differenzierbarkeit der ¢; folgt, dass sich die
Jakobi-Matrix nur um é(¢) von Id unterscheidet und d(e) — 0 fiir ¢ — 0
gilt. )

Weiter wéhlen wir aus der offenen Uberdeckung {B(z,&;) : ¢ € Q\J, Uj, &5 <
dist(z,09)} von Q\ |J; U; endlich viele aus, etwa {O; : j =n+1,...,N}.
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Wir definieren nun lokale Operatoren. Sei hierzu ¢; eine quadratische Zer-
legung der Eins (d.h. >, gp? =1) zu {U;} U {O,}. Damit setzen wir:
(a) Fall j < n: Wir definieren u; als Lésung von
()\ — Aj)Uj = (pjf = fj in Rd.

(b) Fall n < j < N: Wir definieren u; = 4 oqﬁj_l, wobei @; eine Losung
von

(A= A))ii; = (pj0¢;)(fod;)  inRY
Ri;j=0  auf 9RY
Hierbei miissen wir die Koeffizienten von flj so wahlen, dass Aju; =

(/Nl&j) o ¢; = fj = ¢, f gilt. Das bedeutet (wir vernachléssigen hier
den Index j)

Au= Ao ¢™1)

d
> audioi(io ¢")
=1

Feaffra)

d
ai Z OmOkt - (¢~ )m - (™ i + Ot - 0;01 (¢~ i

I
.M&

s
T~
Il
—_

I
M~

-

N
Il

—

=: Au.
Da fiir ¢ klein jede der Funktionen ¢; bis auf Rotation fast die
identische Abbildung ist, ergibt sich, dass der Differentialoperator
A eine kleine Stérung eines elliptischen Operators ist (da 9;¢; ~
dim). Klein meint hier im Sinne von Theorem 2.1. Daher ist 1,
wohldefiniert.
Damit definieren wir den ersten Kandidaten fiir die Losung auf dem be-
schréankten Gebiet durch v(f) := Zjvzl @;uj, dann gilt

1

N
A=A =X— Z p;Au; + A(pjv) — p;Au;
j=1
N
=) duy—pjAu; — [A, o5,

J=1

N

= @ifi—BA-A)7f
j=1

=: f=1T\f
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Aus der Produktregel folgt, dass der Operator [A, ;] nur Ableitungen er-
ster Ordnung in v und als Koeffizienten erste und zweite Ableitungen von
¢ enthilt. Daher ist der Operator T\ : LP(Q2) — LP(Q) stetig mit der
Abschétzung
C

\/ﬁ 1£lp-

Fiir A grof genug existiert also (Id —Ty)~! und wir erhalten schliefllich eine
Losung der Gleichung durch u = v((Id — Ty) ! f). Die Normabschitzungen
fiir u folgen aus der Beschrinktheit von (Id — Ty)~! und der Konstruktion
von v. (]

1T fllp <

4. Ausblick: Eine weitere Anwendung der Fouriertransformation

Wir betrachten die Wirmeleitungsgleichung in R?
ur — Au=0 in (0,00) x R?
. : (0,)
u(0) = wo,

mit einer Anfangstemperaturverteilung ug € S. Wir suchen also eine Funk-
tion u : (0,00) x R — C, die diese Gleichung im Distributionensinne erfiillt.
Anwenden der Fouriertransformation ergibt

s+ €% =0 in (0,00) x RY
@(0,€) = ao(€)  in R™

Also ist fiir festes ¢ € R? die Losung (t, &) gegeben durch die Losung dieser
gewOhnlichen DGI., ndmlich

a(t,€) = e 1 a(¢).
Anwenden von F~! und Beispiel 2.4 aus Kapitel 4 liefert, da F~!f(z) =
Ff(-x)
u(t,x) = Fi (e_t|§|2ﬂ0)
= (f_le_t‘ﬂz) * U

= <,7-"e_t|§|2) * UQ

== e~ At x
2t

=: Gy * ug.

Die Funktion G; wird auch Gauss-Kern genannt. Es gilt [|G¢[; = 1 und
daher folgt mit der Ungleichung von Young fiir die Faltung, dass der durch
u(t) = Gy * ug definierte Operator stetig auf LP(R?) fiir alle t > 0 ist.
Desweiteren ist G analytisch in dem Parameter t. Da auch 9fG; € L'(R%)
fir k& € N, folgt, dass damit u(t,z) = Gy * up(z) sogar analytisch in ¢ fiir
t > 0 ist.
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Evolutionsgleichungen — Das abstrakte Cauchy-
Problem

Im verbleibenden Teil der Vorlesung wollen wir uns mit linearen, paraboli-
schen Evolutionsgleichungen beschéftigen, d.h. mit lineare partiellen Diffe-
rentialgleichungen, die eine Zeit- und Ortsvariablen enthalten, in denen ein
Mal nach der Zeit differenziert wird und die Ortsableitungen durch einen
elliptischen Differentialoperator beschrieben werden kénnen. Die Modellglei-
chung in diesem Zusammenhang ist die Wdarmeleitungsgleichung, die in ihrer
einfachsten Form so aussieht:

duu(t,x) = Au(t,z), t>0, z€R%

u(0,x) = up(x), z € RY

mit einer gegebenen Anfangsbedingung wuy.

Unser Ansatz zur Losung solcher Gleichungen besteht darin, die Gleichung
als gewohnliche Differentialgleichung in einem Banachraum aufzufassen. Be-
zeichnet in obigem Beispiel Ay den Laplace-Operator auf L2(R?), so kénnen
wir obige Gleichung umschreiben zu

u'(t) = Aoqu(t), t>0,

u(0) = uo,

wobei das Gleichheitszeichen nun im Sinne von ,gleich in L?“ zu verste-
hen ist. Wir haben nun ein leichteres Problem, nédmlich eine gewdohnliche
Differentialgleichung, in einem komplizierteren Gebilde, ndmlich dem Ba-
nachraum L?, zu betrachten. Ein solches Problem in der abstrakten Form

u'(t) = Au(t), t >0,

u(0) = uy,

wobei A ein linearer Operator in einem Banachraum X und u : [0,00) — X
ist, nennt man abstraktes Cauchy-Problem.

Rein formal handelt es sich nun um eine gew6hnliche Differentialgleichung,
deren Losung naiv aus der Sicht der Analysis III betrachtet v = e*4uq sein
sollte, auch wenn im Moment natiirlich e/2? keinen Sinn ergibt. So naiv der
Ansatz auch scheint, er trigt sehr, sehr weit. ..

69
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1. Stark-stetige Operatorhalbgruppen

Wir ndhern uns behutsam einer Antwort auf die Frage was e' fiir einen
unbeschriankten Operator A auf einem Banachraum X sein soll. In den fol-
genden Abschnitten entwickeln wir diese Theorie im abstrakten Rahmen.
Dabei miissen wir hidufig Funktionen u : [a,b] — X integrieren, wozu wir
eine Vorbemerkung machen.

1.1. Das Vektor-wertige Riemann-Integral. Sei X ein Banach-
raum, —00 < a < b < oo und f € C([a,b]; X). Ist m1 = {to,t1,...,tn}
mit a =ty < t; < ... < t, = b eine Zerlegung von [a,b] mit Feinheitsmafl
7| = max}_,(t; —tj_1), sowie 7; € [tj_1,%5], j = 1,...,n, Zwischenstellen,
so konvergieren die Riemann-Summen

> FE)t —tio)
j=1

fiir || — 0 gegen das X -wertige Riemann-Integral

/b £(t) dt.

Das funktioniert genauso wie in der Analysis I, wobei man natiirlich alle
Betriige im Bildbereich durch die Norm in X ersetzen muss. Ebenfalls wie
in Analysis I definieren wir uneigentliche Integrale wie

b

[e.e]
/f(t) dt:= lim [ f(¢)dt,
b—o00

a a
falls dieser Grenzert existiert und verwenden munter andere Eigenschaften
des Integrals wie Linearitéit, die Dreiecksungleichung, partielle Integration
und den Hauptsatz.
Neu hinzu kommen die folgenden Eigenschaften.

LEMMA 1.2. Sei X ein Banachraum und u € C([a,b]; X). Dann gilt
b b

(a) B € £(X) — B/u(t) dt = /Bu(t) .

(b) Ist A : X D D(A) — X abi}eschlossen und u € C([a,b]; D(A))
(d.h. u € C(la,b]; X), Au(t) € D(A) fir alle t € [a,b] und Au €

b
C([a,b]; X)), so ist ffu(t) dt € D(A) und es gilt A/u(t) dt =

b

/ Au(t) dt.

a
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BewErs. Ubung. O

DEFINITION 1.3. Sei X ein Banachraum, —co < a < b < oo und T : [a,b] —
L(X). Dann heifst
(a) T normstetig <= T stetig, d.h. || T(t) —T(to)|lzx) — 0 (t — to).
(b) T stark-stetig <= || T(t)x—T (to)z||x — 0 (t — to) fiir allex € X.

BEMERKUNG 1.4. (a) T normstetig = T stark-stetig.
(b) Ist T stark-stetig, so definieren wir

b b

/ T(s)ds € £(X)  mil < / T(s) ds)x:: /b T(s)a ds.

a a

DEFINITION 1.5 (Laplace-Transformation).

(a) Eine Funktion u € C([0,00); X) heifst exponentiell beschriankt, falls
Konstanten M > 0 und w € R emistieren mit ||u(t)||x < Me“t fiir
alle t > 0.

(b) Istu exponentiell beschrinkt, so existiert fiir alle A € C mit Re (\) >
w das uneigentliche Integral [} e Mu(t) dt und die Funktion

4: {2 e€C:Re(\) >w} — X mit a(\):= /e_/\tu(t) dt
0

heifit Laplace-Transformierte von u.

Die folgende fundamentale Eigenschaft der Laplace-Transformation wollen
wir hier nur zitieren.

SATZ 1.6 (Eindeutigkeit der Laplace-Transformation). Sei u € C(]0,00); X)
und t — fot u(s) ds, t > 0, exponentiell beschrinkt mit Konstanten M und
w. Ezistiert dann ein ' > w, so dass w(\) = 0 fiir alle X\ > &' gilt, so ist
u = 0.

Was hat das alles nun mit unserem abstrakten Cauchy-Problem zu tun? Wir
formulieren dieses zunéchst einmal exakt:

1.7. Abstraktes Cauchy-Problem (ACP). Sei X ein Banachraum
und (A, D(A)) ein abgeschlossener, linearer Operator in X. Zu gegebenem
ug € X finde ein u € C1((0,00); X) N C([0,00); X) N C((0,00); D(A)) mit

{ u'(t) = Au(t), t>0,
u(0) = uyp.
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Sei nun u eine exponentiell beschrénkte Losung von (ACP). Dann gilt dank
Lemma 1.2 (b) fiir die Laplace-Transformierte @ € D(A) und

Ad(N) = A / e Mu(t) dt = / M Au(t) dt / M/ (1) dt
0 0 0
=eMut)| + / e Mu(t) dt = —ug + A(N)
0
0

fiir alle Re(\) > w, wobei w die Konstante aus der exponentiellen Be-
schrankheit von w ist.
Damit gilt (A — A)u(\) = ug, d.h. im Falle, dass A € p(A) gilt, haben wir

a(\) = R(X, A)ug.

Ist die Resolventenmenge von A also ,,ausreichend grof3“, so kénnen wir hof-
fen, dass wir Losungen von (ACP) bekommen, wenn wir die Resolvente von
A in irgendeiner Weise Laplace-riicktransformieren kénnen. Das ist unser
néchstes Ziel.

NOTATION 1.8. Es sei T : [0,00) — L(X) stark-stetig und exponentiell
beschrankt mit Konstanten M und w. Dann definieren wir T'(X\) € L(X) fir
Re(A\) > w durch

TNz = /e_MT(t)a: dt = (m)()\), reX.
0

DEFINITION 1.9. Sei w € R. Eine Familie {R(\) : A > w} C L(X) heifst
Pseudoresolvente, falls fiir alle A\, p > w die Resolventengleichung

R(A) = R(p) = (k= M R(p)R(A)
gilt.

SATZ 1.10. Es sei {R(\) : X > w} eine Pseudoresolvente. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent.

(a) Es existiert ein abgeschlossener linearer Operator A in X mit (w, 00) C
0(A) und R(\) = R(\, A) fiir alle X > w.

(b) R(X) ist injektiv fir ein A > w.

(c) R(N) ist injektiv fir alle X > w.

BEWEIS. Ist R(\) = R(\, A) fiir alle A > w, so ist R(\) natiirlich fiir all

diese A auch injektiv. Somit folgt (c) sofort aus (a), genauso wie (b) direkt
aus (c) folgt. Wir beweisen also ,,(b) = (a)“.
Es sei A\op > w und R(\o) injektiv. Fiir alle x € R(\)(X) setzen wir dann
A= )Xo — R(X\o)™', was dank der Injektivitit von R(\g) moglich ist. Dann
ist A offensichtlich linear mit D(A) = R(Ao)(X). Auerdem gilt dann (Ao —
A)R(/\o) = idX und R(/\o)(/\o — A) = idD(A).
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Sei nun A > w beliebig. Dann gilt mit zweimaliger Anwendung der Resol-
ventengleichung

(A= A)R(\) = (A = A) [R(Xo) + R(\) — R(\o)]

= (A= A)[R(Xo) + (Ao — M R(Xo)R(N)]

= [(A = Xo) + (o — A)JRNo) [T + (Ao — N)R(N)]

= (A= X)RN)[I + (Ao — NRN)] + 1+ (Ao — AR(N)
=T+ (Mo = N[R(\) = R(Xo) — (Ao = VR(A)R(W)] = I.

Genauso zeigt man R(\)(A—A) = I auf D(A). Schlieflich ist damit o(A) # ()
und damit A in jedem Fall abgeschlossen. O

Mit diesem Kriterium, wann eine Pseudoresolvente tatsédchlich Resolvente
eines Operators ist, kénnen wir nun zeigen, welche Operatorenfamilien die
Urbilder der Resolventen unter der Laplace-Transformation sind.

THEOREM 1.11. Sei T : [0,00) — L(X) stark-stetig und exponentiell be-
schrinkt mit Konstanten M wund w. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent.

(a) Es existiert ein abgeschlossener linearer Operator (A, D(A)) mit
(w,00) C p(A) und T'(\) = R(\, A) fiir alle X > w.
(b) T(0) =1 und T(t+s) =T (t)T(s) fir alle s,t > 0.

Damit sind die Abbildungen 7" : [0,00) — £(X), die im obigen Theorem die
Bedingung (b) erfiillen, die Kandidaten fiir die Laplace-Riicktransformation
der Resolvente. In der Einfiihrung zu diesem Kapitel hatten wir gesehen, dass
diese Losungen unserer abstrakten Cauchyprobleme moralisch von der Form
et4ug sein miissten. Tatséchlich finden wir nun Abbildungen die die Funk-
tionalgleichung der Exponentialfunktion e = 1 und e!** = e’e® erfiillen.

Wir geben diesen Abbildungen T" zunichst ihren Namen.

DEFINITION 1.12. Eine Abbildung T : [0,00) — L(X) heifst Cp-Halbgruppe,
falls

o T stark-stetig,

e« T(0)=1

o T(t+s)=T(t)T(s) fir alle s,t > 0 (Halbgruppen-FEigenschaft).

BEWEIS VON THEOREM 1.11. Es sei ¢ > A > w. Dann gilt fiir alle
reX

0o o0
—p)t —ut
e T (t)x dt
0 e )‘0/

[e.e] e}

= /e()‘_”)tf()\)x dt — M—i)\ /e()‘_”)te_)‘tT(t)x dt.
0

0
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Integrieren wir nun im zweiten Integral partiell, so erhalten wir

[e¢) o] t
= /e()‘_”)t/e_’\rT( ) dr dt — b _MT(r)x dr ePA—mt
B )‘ t=0
0 0
1 o] t
+ — ()‘ “t/e_ArT ) dr dt
w—A
0 0
= /eo‘_“) / “M(r)a dr dt — /e t/ e MT(r)z dr dt
0 0 0
= /e(A_“)t / e MT(r)z dr dt.
0 t
Mit der Substitution r = s + t liefert das
PNz — T r r
Tz — Tz = /e(A_“)t /e_)‘(ﬂ's)T(t—F s)x ds dt
w—A
0 0
= /e_“t /e_)‘sT(t + s)z ds dt.
0 0

AuBerdem gilt natiirlich nach der Definition der Laplace-Transfomierten 7'
fiir jedes z € X

PPN = / eHt / N T(s)z ds di.
0 0

»(a) = (b)* Gilt T(\) = R(\, A) fiir alle A > w, so gilt dank der Resolventen-
gleichung (1 — N)T(u)T(\) = T(\) — T(p) fiir alle X\, pp > w. Also
ist mit obiger Rechung

/e_“t /e_)‘sT(t +s)xdsdt = /e_“t / e T (t+ s)z ds dt

und der Eindeutigkeitssatz 1.6 fiir die Laplace-Transformierte liefert
T(t+s)=T(t)T(s) fiir alle s,t > 0.

Wegen T'(0) = T(0+0) = 7'(0)7(0) ist dann T'(0) eine Projekti-
on. Wir zeigen nun, dass 7'(0) injektiv ist, denn dann muss 7°(0) = I
gelten. Sei also x € X mit T'(0)z = 0 gegeben. Dann gilt fiir alle
t>0

T(t)x = T(t + 0)z = T(H)T(0)z = T(t)0 = 0,
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also ist fiir ein beliebiges A > w

RO, Az = T\ = / M (t)z dt = 0
0

und da die Resolvente injektiv ist, haben wir z = 0.

»(a) < (b)“ Aus obiger Rechnung folgt mit der Voraussetzung T'(t+s) = T'(t)T'(s)

nun (i — NT()T(N) = T(\) = T(p), dh. {T(N\) : A > w} ist eine
Pseudoresolvente. Es bleibt wegen Satz 1.10 noch zu zeigen, dass
T(\) fiir ein A > w injektiv ist. Sei also A > w und z € X mit
T(/\):E = 0 gegeben. Dann gilt mit der Resolventengleichung fiir

jedes p > w
T(pe =T\a — (p = VT ()T Nz = 0.

Also ist wieder mit Satz 1.6 T'(t)x = 0 fiir alle ¢ > 0. Insbesondere
gilt also x = T'(0)x = 0. O

Wir haben in der Definition einer Cy-Halbgruppe nicht vorausgesetzt, dass T’
exponentiell beschriankt ist. Tatséchlich folgt das schon aus obiger Definition.

SaTz 1.13. Ist T eine Cy-Halbgruppe auf X, so gibt es Konstanten M > 0
und w € R mit | T(t)|zx) < Me*" fiir alle t > 0.

BEWEIS. Sei z € X. Dann ist die Abbildung &, : [0,1] — X mit &, () :=
T(t)z stetig, d.h. die Menge {T'(t)z : t € [0,1]} C X ist kompakt und
damit beschriankt fiir jedes x € X. Nach dem Satz von der gleichméfligen
Beschrinktheit ist damit auch {T'(¢) : t € [0,1]} in £(X) beschrinkt. Also
ist M = supyejo1) [T ()] c(x) < o0
Seinun t > 0 und ¢ = n+ s mit n € Ny und s € [0,1). Dann gilt fiir
w = log(M)

1Tl ey = 1T T ey = ITSTA) ex) < MM™ = Me*™ < M.
U
Die Halbgruppeneigenschaft T'(t + s) = T'(t)T(s), die hier die exponentielle

Beschrénktheit gratis mitliefert, hat noch weitere angenehme Folgen. Als
Beispiel geben wir den folgenden Satz an.

Satz 1.14. Gelten fir T : [0,00) — L(X) die Beziehungen T'(0) = I und
T(t+s)=T(t)T(s) fir allet,s >0, so ist T genau dann stark-stetig, wenn
dies in Null gilt, d.h. wenn limy o T (t)zr = x fir alle € X gilt.

DEFINITION 1.15. Sei T eine Cy-Halbgruppe auf X. Der nach Satz 1.10
existierende abgeschlossene lineare Operator (A, D(A)) heifit Erzeuger oder
Generator von T

Wir sammeln einige wichtige Beziehungen zwischen Halbgruppe und Gene-
rator.
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SaTz 1.16 (Allerweltsformel). Sei T' eine Cy-Halbgruppe auf einem Banach-

raum X mit Generator (A, D(A)). Dann gelten die folgenden Aussagen.
(a) T(t)R(p, A) = R(p, A)T'(t) fir allet > 0 und alle p € o(A).

(b) Ist x € D(A), so gilt T(t)x € D(A) und AT (t)x = T(t)Ax fir alle

t>0.
(c) Es ist © € D(A) und Az = y genau dann, wenn fot T(s)yds =
T(t)x — z gilt.

(d) Fiir jedes x € X und jedes t > 0 gilt ng(s)x ds € D(A) und

Afg T(s)xds =T(t)x — x.

(e) A ist dicht definiert, d.h. D(A) = X.

(f) Esist genau dann x € D(A), wenn der Grenzwert y := }{n% .

existiert. In diesem Fall gilt Ax = y.

T(t)r —x

BEWEIS. Zu (a): Sei z € X und A > w, wobei w die Konstante aus der

exponentiellen Beschrianktheit von 7" ist (vgl. Satz 1.13). Dann gilt
[N TR, A) dt = ROCAR(s A) = Rl RO, Ao
0

o0 o0

:R(M,A)/e_)‘tT(t)a: dt = /e_)‘tR(,u,A)T(t)a: dt
0 0

und mit Satz 1.6 folgt die Behauptung.
Zu (b): Sei z € D(A) und A > w. Dann ist mit Hilfe von (a)

T(t)x =T({t)R\, A)(AN—A)x = R\, A)T(t)(A — A)x € D(A)
und wir erhalten durch Anwendung von A — A auf diese Gleichung
A=A)T )z =T(t)\z —T(t)Ax,
d.h. AT (t)x =T (t)Ax.
Zu (c): Fiir alle y € X und alle A > w gilt mit partieller Integration

[e.e]

RO\, A)y = / M)y dt
0

t 00 t
:e_)‘t/T(s)y ds —i—)\/e_)‘t/T(s)y ds dt.
0
0 0 0

Der erste Summand ist nun Null, da

¢
e_)‘t/T(s)y ds
0

t

< Me™ M /ews dslly||x
X 0

M
_ M

M -
(¢ = Dllyllx < —e O yllx — 0
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fiir t — oo gilt.
Damit ist

)\/e /T )y ds dt.
0

Andererseits gilt fiir jedes x € X
AR(N, A)x —xz = A / e MT () dt — )\/e_)‘t dt x =\ / e M(T(t)x — ) dt.

Mit Hilfe dieser Betrachtungen beweisen wir nun zunéchst ,=“. Ist = €
D(A) und y = Az, so gilt

RN\, Ay = R\, A)Ax = —R(N\, A) (A — A)x + AR\, A)z = AR(\, A)x — .
Also gilt

00 00 t
)\/e_)‘t(T(t)a: —z)dt = )\/e_)‘t/T(s)y dsdt
0 0 0

und Satz 1.6 liefert wieder die Behauptung.

Zum Beweis von ,<* beobachten wir, dass aus der Voraussetzung und
obigen Betrachtungen AR(X, A)x — x = R(\, A)y folgt. Damit ist x =
R(A A)(Ax —y) € D(A) und es gilt A\x — Az = Az — y, also Az =y.

Zu (d): Sei x € X und A\ > w. Setzen wir y = R(\, A)x, so ist y € D(A)
und es gilt mit (c)

] T(s)z ds = /t T(s)hy ds — ] T(s)Ay ds = A ] T(s)y ds — T(t)y + v.
0 0 0 0

Nun ist T'(-)y € C((0,00); D(A)), also gilt nach Satz 1.2 (b) und der Aussage
n (b), dass fo T(s)x ds € D(A) ist und

A / T(s)z ds = A / T(s) Ay ds — T(#) Ay + Ay © \T(t)y — y) — T(#) Ay + Ay
0 0

gilt.

Zu (e): Sei € X. Nach (d) gilt z. := L [ T(s)zds € D(A) fiir jedes £ > 0
und dank der Stetigkeit von s — T'(s )x in X 1st limo\ gz = T(0)z = =.
Zu (f): Zum Beweis von ,=“ sei x € D(A). Dann gilt mit (c)

t
M _ %/T(S)Axds—> Az (£\,0).
0
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Es bleibt also ,,<=*“ zu beweisen. Sei dazu x € X gegeben, so dass der Grenz-
wert y := limp o 7(T(t)z — z) in X existiert. Wir setzen

1/n
T Z:TL/T(S)l‘dS, n € N.
0

Dann ist z, € D(A) fiir alle n € N dank (d) und wie in (e) sieht man
lim,, o , = x in X. Weiter gilt mit (d) und nach Voraussetzung

Amn—nA/ s)xds =n(T(1/n)z —z) —y (n— o).

Die Abgeschlossenheit von A liefert nun sofort x € D(A) und Az = y, also
die Behauptung. O

Fiihren wir die gedankliche Analogie zur Exponentialfunktion fort und set-
zen im Geiste T(t) = €', so sind eigentlich alle Formeln im obigen Satz
ganz natiirlich. Als Beispiel schreiben wir uns (c¢) um:

t

t
/T yds-/SAA:Ed.s:eSA:E =z —x =Ttz — .

0
0

Man wiederhole selbiges zur Ubung mit (f)!

Ist also A der Generator einer Cy-Halbgruppe 7', so kann man mit einiger
Berechtigung statt T'(t) auch e* schreiben (was auch oft gemacht wird).
Zum Abschluss wollen wir natiirlich noch zeigen, dass unsere Halbgruppen
wirklich eine Losung des abstrakten Cauchy-Problems (ACP) liefern.

THEOREM 1.17. Ist A der Generator einer Cy-Halbgruppe T auf einem Ba-
nachraum X und ug € D(A), so ist u(t) := T(t)ug, t > 0, die eindeutige
Lésung von (ACP).

BEWEIS. Da T stark-stetig ist, gilt zunéchst u € C([0,00); X ). Weiter
ist mit ugp € D(A) nach Satz 1.16 (b) auch u(t) € D(A) fiir alle t > 0 und
Au(t) =T(t)Aup € C([0,00); X), d.h. wir haben sogar u € C([0,00); D(A)).
AuBerdem gilt mit (c)

t
u(t) = uo—uo—l—/T )Aug ds,

0
was eine nach dem Hauptsatz auf (0, 0o) stetig nach ¢ differenzierbare Funk-
tion ist. Damit ist auch u € C1((0,00); X) und wir haben

t

= di/ Auo ds = (t)AUO = AT(t)Uo
0

dt
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mit Hilfe von (b). Da schlielich auch u(0) = T(0)ug = ug gilt, ist also u
eine Losung von (ACP).

Es bleibt noch die Eindeutigkeit zu zeigen. Sei dazu u irgendeine Losung von
(ACP), die den Regularititsanforderungen aus 1.7 geniigt. Fiir ein beliebig
vorgegebenes 7 > 0 setzen wir nun

w(t) :=T(r —t)u(t), te]l0,7].
Dann gilt mit der gleichen Begriindung wie oben und Satz 1.16 (b)

%w(t) = —AT(1 — t)u(t) + T(1 — t)u/(t) = T(1 — t) (v (t) — Au(t)) =0,

da u eine Losung von (ACP) ist. Das bedeutet aber, dass w auf [0, 7] konstant
ist, d.h. wir haben

u(t) =w(t) =w(0) =T (T)uy fir alle 7 >0
und sind fertig. 0

Natiirlich ist dieses Ergebnis bis jetzt nur von eingeschrinktem Nutzen, so-
lange wir nicht wissen, welche Operatoren denn iiberhaupt Erzeuger von
Co-Halbgruppen sind. Ja, es konnte sogar sein, dass es aufler beschrinkten
Operatoren, fiir die man mit Hilfe der Exponentialreihe sogar eine norm-
stetige Halbgruppe erhélt, gar keine Erzeuger gibt. Wir werden daher in
den néchsten Abschnitten Kriterien beweisen, wann ein (unbeschriankter)
Operator ein Erzeuger ist.

2. Der Satz von Hille-Yosida

Wenden wir uns also der Frage zu, fiir welche unbeschrinkten Operatoren
A wir eine Co-Halbgruppe T'(= (e'4);>0) finden kénnen. Der Ansatz diese
iiber die Exponentialreihe zu definieren, fillt aus Konvergenzgriinden ebenso
flach wie die Verwendung von e/4 = lim,, .o (1 + tA/n)". Um diese Proble-
matik zu umgehen, werden wir A durch geeignete beschriankte Operatoren
Ay, n € N, approximieren und dann e*4 durch Approximation mittels e*4»
erhalten. Das liefert die folgende Charakterisierung, die das Hauptresultat
dieses Abschnitts ist.

THEOREM 2.1 (Hille, Yosida, 1948). Es sei (A, D(A)) ein linearer Operator

in einem Banachraum X mit D(A) = X. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent.

(a) A erzeugt eine Cy-Halbgruppe T von Kontraktionen auf X, d.h.
IT#)lzxy < 1 fir alle t > 0.

(b) (0,00) C o(A) und |R(\, A)llzxy < 1/ fiir alle X > 0.

(c) ;{1)\ € (()3\ :Re(A) > 0} C o(A) und ||R(N, A)l[zx) < 1/Re(N) fiir alle
iese .

Zum Beweis dieses Theorems bendétigen wir noch einige Vorarbeiten. Wir
beginnen mit einer in vielen Zusammenhéngen niitzlichen Methode, dem
sogenanneten Rescaling.
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LEMMA 2.2 (Rescaling). Sei (A, D(A)) Erzeuger einer Cy-Halbgruppe T auf
einem Banachraum X und A\ € C. Dann erzeugt der Operator B := A+ A
mit D(B) = D(A) die Co-Halbgruppe S(t) := eMT(t), t > 0.

BewErs. Ubung O
Wir verwenden dieses beispielhaft um folgenden Satz zu zeigen.

SATZ 2.3. Es sei (A, D(A)) Erzeuger einer Cy-Halbgruppe T auf einem Ba-
nachraum X . Fxistiert fiir ein A € C das Integral I := fooo e MT () dt fiir
alle x € X, so ist A € o(A) und R(\, A)x = I fir alle x € X.

BEWEIS. Wir beweisen zunéchst den Spezialfall A = 0. Dann gilt nach
Satz 1.16 (f)

[e.e]

. 1 [e.e] o0
A/T(s):nds-flllir%]E(/T(s+h)xds—/T(s)xds>
0 0 0
] 00 oo ) h
:}lll\nbﬁ</T(s):Eds—/T(s):Eds>:—}llu\%ﬁ/ s)x ds
h 0 0

= —X.

Mit der Abgeschlossenheit von A (vgl. Theorem 1.11), Satz 1.2 und Satz 1.16 (b)
gilt fiir x € D(A) auch

r=A 7T(s)x ds = 7T(8)A$ ds.
0 0

Also ist 0 € p(A) und R(0, A)z = Ij.
Sei nun A € C beliebig und B := A — A mit D(B) = D(A). Dann erzeugt B
nach Lemma 2.2 die Cjy- Halbgruppe S(t) := e MT(t), t > 0. Die Vorausset-

zung besagt dann, dass fo s)x ds fur alle reX eX1st1ert Also gilt nach
obigen Betrachtungen 0 € Q(B) und ( lgp = Jo° S(s)zds. Das bedeutet
aber gerade, dass A € go(A) mit R()\ A fooo e T (s ) ds gilt. O

BEWEIS VON (a) = (c) IN THEOREM 2.1. Sei A € C mit Re(A) > 0
Dann existiert dank || T(t)||z(x) < 1 fiir alle ¢t > 0 das Integral [;° e T'(t)dt
und somit ist A € p(A) nach Satz 2.3. Auflerdem gilt

S/e_)‘t dt = =
cx)

Somit bleibt uns in Theorem 2.1 ,nur“ noch die Implikation ,,(b)=(a)* zu
zeigen. Dazu betrachten wir die sogenannten Yosida-Approzimanten von A,
d.h. die Operatoren

Ap :=nAR(n,A) = n’R(n, A) — nII + AR(n, A)

1RO Al ex H/ e MT (1) dt

O
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fir alle n € N. Diese sind offensichtlich fiir jedes n € N auf X beschrinkte
Operatoren. Auflerdem gilt noch folgendes.

LEMMA 2.4. A erfille die Voraussetzungen von Thereom 2.1 (b) und Ay,
n € N, seien die Yosida-Approximanten von A. Dann gilt

(a) Fiir jedes n € N erzeugt A,, eine normstetige Halbgruppe T, (t) =
etdn £ >0, auf X mit | T,,(t)|cx) < 1 fiir alle t > 0.
(b) Fiir alle x € X und alle n,m € N gilt
IT.(t)x — T (t)x|| x < t||Anx — Az x-
(¢) Fiir jedes x € D(A) gilt lim,, .. Apx = Ax.

BEWEIS. Zu (a): Da A, € L£(X) gilt, ist A,, Erzeuger einer normste-
tigen Halbgruppe (vgl. Ubung). Deren Kontraktivitét ergibt sich mit der
Voraussetzung aus Theorem 2.1 (b) durch

ITa@)llx = [l = e D] = o7t et A

< e_tnetn2||R(n’A)”||ﬂj‘HX _ e_tnethl‘HX — ||33||X

Zu (b): Da die Resolventen von A mit verschiedenen A\ untereinander kom-

mutieren, kommutieren auch A,, A,,, e und e*4m. Damit erhalten wir
fir alle z € X und alle n,m € N
i d
||etAn$ o etAml‘HX _ / —(GStAnet(l_s)Amﬂj‘) ds
ds P%
0

1
_ /(tAnQStAnet(l_s)Ame o GStAntAmet(l_s)Amﬂj‘) ds
0 X
1

testAngt1=5)Am (A, — Ap)x ds

X

I
o

1
<t / 1T (58) o0 | o (£ — ) 1y ds (A — Al
0

< t[[(An — Ap)z| x.

Zu (c): Fir x € D(A) gilt

nR(n,A)r =x+ AR(n,A)r =z + R(n, A)Ax — = (n — 0),

denn [|R(n, A)Az|x < ||Az|x/n — 0 (n — oo) nach Voraussetzung. Nun

ist D(A) dicht in X. Also gibt es fiir jedes z € X und € > 0 ein . € D(A)

mit ||z — z||x <e. Damit gilt fiir jedes z € X

Ink(n, A)z — x| x < [[nR(n, A)(z — z)|x + [[nR(n, A)ze — zel|x + [lze — 2([x
< [InR(n, Alleox)llz — zellx + [nR(n, A)ze — 2| x + ¢
fetete=3¢
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fiir hinreichend grofles n € N. Also gilt sogar
lim nR(n,A)r =z fir alle z € X.

n—oo

Damit folgt schlieBlich fiir alle x € D(A)
lim A,z = hm nAR(n, A)x = hm nR(n A)Az = Azx.

n—oo

O

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir uns nun dem Beweis des Satzes von
Hille-Yosida zuwenden.

BEWEIS VON ,(b)=(a)* IN THEOREM 2.1. Es sei wieder A,, n € N,

die Yosida-Approximation von A und T, (t) = et t > 0, jeweils die von
A, erzeugte normstetige Halbgruppe auf X.
Sei * € D(A). Dann ist nach Lemma 2.4 (c) die Folge (A,z)nen eine
Cauchyfolge in X und wegen (b) des selben Lemmas konvergiert die Folge
(T (t)x)nen fur jedes z € D(A) gleichméfBig fiir ¢ in kompakten Intervallen.
Sei nun z € X und € > 0. Dann gibt es wegen der Dichtheit von D(A) in X
wieder ein z. € D(A) mit ||z — z.||x < € und wir haben fiir alle £ > 0 und
n,m € N hinreichend gro dank Lemma 2.4 (a)

1Tn ()2 — T ()|l x < [[Tn(t)(z — 2e) = Ton(8) (@ — o)l x + [ Tn(H)ze — Trn(t)2 || x
<2z — zellx +e < 3e.

Also konvergiert die Folge (T),(t)x)nen sogar fiir jedes z € X gleichmifig
fiir ¢t in kompakten Intervallen. Wir setzen also fiir jedes z € X

T(t)x = lim T,(t)z = lim e4nz.
n—oo n—oo

Dann ist ¢ — T'(t)x als (lokal) gleichmé&Biger Limes stetiger Funktionen ste-
tig, also ist T stark-stetig. Weiter iibertragen sich die Eigenschaften 7'(0) =
I, T(t+s)=T(@)T(s) fiir alle s, > 0 und || T'(t)|[zx) < 1 offensichtlich
direkt von den Halbgruppen 7T,,, n € N. Also ist T eine Cy-Halbgruppe von
Kontraktionen.

Es bleibt uns zu zeigen, dass A der Erzeuger von T ist. Sei dazu (B, D(B))
der Erzeuger von T'und x € D(A). Dann gilt mit Hilfe von (c) aus Satz 1.16
und den oben gezeigten Konvergenzaussagen

t t

T(t)r —x = lim T,(t)r —x = lim s)A a;ds:/T )Ax ds.
0 0
Also folgt
t
T(t)x — 1
lim Mz =z =lim- [ T(s)Azxds = Ax
t\.0 t t\O t

und nach Satz 1.16 (f) ist damit z € D(B) mit Bz = Az. Wir haben also
A C B.
Zum Nachweis der umgekehrten Inklusion verwenden wir die folgende
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Zwischenbehauptung: Sind (A4, D(A)) und (B, D(B)) lineare Operatoren
auf einem Banachraum X mit A C B und sind sowohl A : D(A) — X als
auch B : D(B) — X bijektiv, so gilt A = B.

Dies lésst sich sehr schnell einsehen: Fiir alle z € D(A) gilt wegen
A C B und der Bijektivitit von B sofort = B~!Az. Damit gilt fiir
jedes x € D(B) nun wegen A~'Bz € D(A) die Beziehung

r=DB1'AA'Bx = A7'Bx € D(A).
Alsoist BC A, d.h. A= B.

Wahlen wir in unserem Beweis des Satzes von Hille-Yosida nun ein A > 0
fest, so ist nach dem schon gezeigten A — A C A — B. Auflerdem ist A — A :
D(A) — X nach Voraussetzung bijektiv. Weiter ist B Erzeuger einer C-
Halbgruppe von Kontraktionen. Also ist A € o(B) (vgl. die umgekehrte
Richtung dieses Beweises), d.h. A — B : D(B) — X bijektiv. Obige Zwi-
schenbehauptung liefert nun A = B. O

Wendet man das Rescaling (vgl. Satz 2.2) auf den Satz von Hille-Yosida an,
so erhélt man

KOROLLAR 2.5. Es sei (A,D(A)) ein linearer, dicht definierter Operator
in einem Banachraum X und w € R. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent.

(a) A erzeugt eine Co-Halbgruppe T auf X mit [|T(t)|zx) < e“t fiir
alle t > 0.

(b) (w,00) C o(A) und [|R(N, A)|lzx) < v fiir alle X > w.

(c) {A € C:Re(A) > w} C o(A) und [[R(A, A)lzx) < m fir alle
diese .

Man beachte, dass hier in der exponentiellen Abschitzung der Halbgruppe
M =1 sein muss. Tatséchlich sind die Halbgruppen fiir die M > 1 gew#hlt
werden muss die ,kompliziertesten“. Fiir diese gibt es (bisher?) nur die fol-
gende deutlich schwerfiilligere Charkterisierung.

THEOREM 2.6 (Hille-Yosida, allgemeine Form (Feller, Miyadera, Phillips,
1952)). Es sei (A, D(A)) ein linearer, dicht definierter Operator in einem
Banachraum X, M > 1 und w € R. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent.

(a) A erzeugt eine Co-Halbgruppe T auf X mit | T(t)| zx) < Me*" fiir
alle t > 0.

(b) (w,00) € o(A) und [[R(A, A)"zx) < % fir alle X > w und
alle n € N.

(¢) {A € C:Re(N) > w} C o(A) und [|[R(N, A)"|zix) < WA)/[—W)” fiir
alle diese A und alle n € N.
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Der im obigen vorgestellte Beweis des Hille-Yosida-Theorems geht auf die
Beweisidee von Yosida zuriick. Hilles Ansatz war die Umformung

eft = (e7') 7! = lim (1 - t_a> .

n—oo n

Das fiihrt tatséchlich zu folgendem Zusammenhang.

SATZ 2.7. Es sei (A, D(A)) Erzeuger einer Cy-Halbgruppe T auf einem Ba-
nachraum X. Dann gilt fiir jedes © € X

T(t)x = limn_wo[ — %A]_naj = lim,,— o0 [%R(ﬂ A)}na:

gleichmdfig fiir t in kompakten Intervallen.

Die Stérke des Satzes von Hille-Yosida ist, dass er die Frage, ob das parabo-
lische Problem aus (ACP) losbar ist, auf die einfachere Frage zuriickspielt,
ob das elliptische Eigenwert-Problem Au — Au = f fiir alle f € X und aus-
reichend viele A gut losbar ist. Wobei ,,gut l6sbar®“ eben genau bedeutet,
dass die Resolventenabschétzung aus dem Theorem von Hille-Yosida erfiillt
ist.

3. Der Satz von Lumer-Phillips

Wir stellen in diesem kurzen Abschnitt einen weiteren oft verwendeten Cha-
rakterisierungssatz fiir kontraktive Cy-Halbgruppen vor.

DEFINITION 3.1. Es sei (A, D(A)) ein linearer Operator auf einem Banach-
raum X. Dann heifit A dissipativ, genau dann wenn

IA = A)z||x > A|x|x fir alle A > 0 und x € D(A).
Wir sammeln einige Eigenschaften dissipativer Operatoren.

LEMMA 3.2. Es sei (A, D(A)) ein dissipativer Operator auf einem Banach-
raum X. Dann gilt
(a) X\ — A ist injektiv fir alle X > 0 und ||(A — A)"Yyl|x < tlyllx fir
alle y € Im(A — A).
(b) X — A ist genau dann fir ein X > 0 surjektiv, wenn das fir alle
A >0 gilt. In diesem Fall ist (0,00) C o(A) und |[R(X, A)|lzx) < &
fiir alle X > 0.
(c) A ist genau dann abgeschlossen, wenn Im(A — A) fir ein (bzw.
dquivalent alle) A > 0 abgeschlossen in X ist.

(d) Gilt Tm(A) C D(A), so ist A abschlieffbar, A dissipativ und Tm(\ —

A) =Im(\ — A).

BEWEIS. Die Aussagen in (a), (c) und (d) behandeln wir in der Ubung
und beweisen hier (b). Dazu erinnern wir an die Neumannsche Reihe, mit
der man in der Funktionalanlysis die Offenheit der Resolventenmenge eines
abgeschlossenen Operators zeigt: Ist p € o(A), so gilt auch A € p(A) fiir alle

A€ Cmit A — | < 1R Al gy,
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Sein nun A\g— A surjektiv fiir ein A\p > 0. Dann gilt wegen (a) sofort A\g € o(A)
und

1
A < —.
[R(Ao, Dllcx) < "

Mit obiger Vorbemerkung gilt also (0,2Xg) C g(A) und mit (a) haben wir
wieder [[R(A, A)|lz(x) < 1/ fiir alle diese A. Insbesondere ist 3o € o(A)
mit [|R(3X0, A)|lz(x) < % Daraus folgt nun wieder (0,3)\g) € o(A4) und wir
koénnen immer so weiter machen. Da die Intervalle, die wir dazu bekommen,
sogar mit groflem A immer grofler werden, bekommen wir so (0,00) C o(A)
und die behauptete Abschitzung folgt dann aus (a). O

THEOREM 3.3 (Lumer-Phillips, 1961). FEs sei (A, D(A)) ein dicht definier-
ter, dissipativer Operator auf einem Banachraum X. Dann sind die folgen-
den Aussagen dquivalent.

(a) A erzeugt eine Cy-Halbgruppe von Kontraktionen auf X.

(b) Es gibt ein Ao > 0 mit Im(A\g — A) = X.

BEWEIS. Sei A Erzeuger einer Kontraktionshalbgruppe auf X. Dann ist
nach dem Satz von Hille-Yosida Im(\A — A) = X fiir jedes A > 0. Also
folgt mit Lemma 3.2 (d) die Aussage in (b) (Man beachte, dass dank der
vorausgesetzten Dichtheit von D(A) in X, die Voraussetzung Im(A) C D(A)
auf jeden Fall erfiillt ist).

Setzen wir nun umgekehrt (b) voraus, so folgt wieder aus Lemma 3.2 (d)
die Beziehung Im(\g — A) = Im(\g — A) = X. Damit ist \g — A surjektiv
und da A nach Lemma 3.2 (d) auch dissipativ ist folgt aus (b) desselben
Lemmas (0,00) C o(A) mit |R(X, A)|z(x) < 1/A fiir alle A > 0. Damit folgt
die Aussage in (a) aus dem Theorem von Hille-Yosida. (]

Meist verwendet man folgende Verscharfung obigen Satzes um ein Erzeuger-
Resultat fiir den Operator selbst und nicht nur fiir den Abschluss zu bekom-
men.

KOROLLAR 3.4. Ein Operator (A, D(A)) auf einem Banachraum X erzeugt
dort genau dann eine Cy-Halbgruppe von Kontraktionen, wenn er dicht de-
finiert, sowie dissipativ ist und A — A fiir ein X > 0 surjektiv ist.

Wir betrachten zum Abschluss noch die spezielle Situation eines Hilber-
traums.

SATZ 3.5. Ist (A, D(A)) ein linearer Operator auf einem Hilbertraum H, so
ist A genau dann dissipativ, wenn Re(Au | w) <0 fir alle w € D(A) gilt.

Bewers. Fiir alle u € D(A) und alle A > 0 gilt
(44) IV — Aul|Fr = N*[|ullFr — 22Re(Au | w) + || Aul7.
Ist nun Re(Au | u) <0, so folgt daraus sofort
Ix = A)allFr = Nfull

und damit die Dissipativitédt von A.
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Ist umgekehrt A dissipativ so haben wir mit (44)
1 1
~9Re(Au | u) = 1 (I = Al ~ Xul}) 5 | Aulfs

>0

1
> _X”AUH%{ fiir alle A > 0.

Lésst man nun A nach Unendlich streben, so erhélt man die Behauptung. [

4. Holomorphe Cy-Halbgruppen

Eine wichtige Klasse von besonders schonen Halbgruppen, d.h. solchen die
besonders regulire Losungen von (ACP) liefern, sind die holomorphen Halb-
gruppen, die wir in diesem Abschnitt einfithren wollen. Dazu brauchen wir
erst einen Holomorphie-Begriff fiir Banachraum-wertige Funktionen.

DEFINITION 4.1. Es sei Q C C ein Gebiet, X ein Banachraum und f: Q —
X eine Funktion. f ist holomorph in G, falls

1o F6) = f(0)
z—z20 Z— 2
fiir alle zg € G existiert.

BEMERKUNG 4.2. Es gibt noch eine Reihe dquivalenter Definitionen fiir Ho-
lomorphie:

f holomorph in Q <= @o f:Q — C holomorph fiir alle ¢ € X'
(schwache Holomorphie)
< f ist um jedes zg € ) in Potenzreihe entwickelbar.

DEFINITION 4.3. (a) Fir 6 € (0, 7] notieren wir
Yo:={z€C\{0}:|arg(z)| < 0}.

(b) Sei 6 € (0,7/2]. Eine Abbildung T : X9 U {0} — L(X) heifit holo-
morphe Co-Halbgruppe vom Winkel 0, falls
o T:%y— L(X) holomorph.
o T(0) =1 und T(z1 + 22) = T'(21)T (22) fiir alle z1, 22 € Xyg.
e lim T(z)x = x fir alle x € X und alle ¥ € (0,6).
zexy
(¢) Eine holomorphe Halbgruppe vom Winkel 6 heifit beschrénkt, falls
die Abbildung T'|x, : £y — L(X) fir jedes ¥ € (0,6) beschrinkt ist.

Offensichtlich ist fiir jede holomorphe Cy-Halbgruppe T vom Winkel 0 die
Abbildung Tjg,o0) : [0,00) — L(X) eine Cp-Halbgruppe, genauso wie die
Abbildung T, : [0,00) — L£(X) mit T, (t) := T(e'“t) fiir jedes a € (—0,0).
Wir bestimmen deren Erzeuger.

LEMMA 4.4. Es sei (A, D(A)) Erzeuger einer holomorphen Cy-Halbgruppe

vom Winkel @ und o € (—6,0). Dann ist €* A der Erzeuger der Cy-Halbgruppe
T,.



