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KAPITEL 1

Einführung in die Problematik

1. Physikalische Motivation

Betrachte einen Stab aus Metall mit gegebener Temperaturverteilung. Nun
wollen wir untersuchen wie die Wärme geleitet wird.
Annahmen:

• Stab (isoliert) wird parametrisiert durch das Intervall [0, 1], u(t, x) =
Temperatur in x zum Zeitpunkt t.
• Konstanten: ρ Dichte, c spezifische Wärme
• f : [0, 1]→ R Wärmequelle
• Energie in Segment [x1, x2]: E(x2, x1, t) ≈ cρ(x2 − x1)u(t, x1)
• Wärmeleitungsregel von Fourier: Sei Q(t, x) = die Wärme durch

Punkt x zum Zeitpunkt t

Q(t2, x)−Q(t1, x)

t2 − t1
≈ −K0

∂

∂x
u(t1, x) K0 Thermale Konduktivität

• Energieerhaltung:

cρ(x2 − x1)(u(t2, x1)− u(t1, x1))

= (t2 − t1)(x2 − x1)f(x1)−K0(t2 − t1)
( ∂
∂x
u(t1, x1)−

∂

∂x
u(t1, x2)

)
.

Daraus folgt

u(t2, x1)− u(t1, x1)

t2 − t1
=
f(x1)

cρ
+
K0

cρ

∂
∂xu(t1, x2)− ∂

∂xu(t1, x1)

x2 − x1

und damit

∂

∂t
u(t, x) =

f(x)

cρ
+ κ

∂2

∂x2
u(t, x),(1)

wobei κ = K0
cρ die thermische Diffusivität (eine Konstante) ist.

Stationäre Temperaturverteilung (Gleichgewicht, steady state):

0 =
∂

∂t
u(t, x)

u(t,x)=v(x)
=⇒ 0 = f(x) + ∆v(x) =⇒ ∆v(x) = −f(x).

2. Mathematische Problemstellung

Es sei Ω ⊆ Rd offen und beschränkt.

Gegeben: Stetige Funktion f auf Ω.

0



2. MATHEMATISCHE PROBLEMSTELLUNG 1

Gesucht: Stetige Funktion u : Ω→ R, in Ω zweimal differenzierbar mit

(2)

{
∆u(x) =

∑d
i=1

∂2

∂x2
i
u(x) = f(x) ∀x ∈ Ω

u(x) = 0(x) ∀x ∈ ∂Ω.

Anwendung: Potential eines Ladungsfreies elektrisches Feldes.

u stationäre Temperaturverteilung

Bemerkung 2.1. ∆ ist ein linearer Operator ∆(u+ v) = ∆u+ ∆v.

Idee: Definiere den Laplace-Operator in geeigneten Räumen und untersuche
Abbildungsvorschriften.
Sei z.B. X := {h : h ∈ C2(Ω), h ∂Ω = 0} und Y := C(Ω) und betrachte
∆XY : X → Y .
Typische Fragestellungen:

(a) Ist ∆XY injektiv (d.h. die Lösung der Gleichung 2 ist eindeutig,
falls sie existiert)

(b) Ist ∆XY surjektiv (d.h. es existiert eine Lösung der Gleichung 2 für
alle f ∈ Y ).

(c) Finde möglichst einen großen Raum Y so dass ∆XY surjektiv ist
(d.h. die Gleichung ist für viele f lösbar).

(d) Da X typischerweise nicht explizit gegeben ist, finde möglichst viele
Eigenschaften von X (d.h. Eigenschaften der Lösung).

Bemerkung 2.2. (a) Der Laplace-Operator besitzt keine guten Eigen-
schaften in C(Ω). Suche nach geeigneten Räumen führt auf Sobolev-
Räume (reflexive Banachräume bzw. Hilberträumen).

Idee (L2-Theorie):

(a) Die Existenz einer schwachen Lösung lässt sich im Hilbertraumfall
(L2-Theorie) sehr einfach über Lax-Milgram zeigen.

(b) Regularitätstheorie liefert dann eine starke bzw. klassische Lösung.

Bemerkung 2.3. Eine wichtige Rolle bei der Regularitätstheorie spielt die
sogenannte Lokalisierung.

Idee (Lp-Theorie):

(a) Betrachte zunächst

(λ−∆)u(x) = f(x), x ∈ Rd.

(b) Benutze die sog. Fouriertransformation. Die zentrale Eigenschaft
dieser Abbildung ist, dass sie Differentialausdrücke in algebraische
umwandelt. Im Fall (λ−∆) erhält man

(λ+ |ξ|2)Fu = Ff.
Damit ist die formale Inverse von (λ − ∆) durch u = F−1(λ +
|ξ|2)−1Ff gegeben.

Typische Fragestellungen:
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(a) Wie kann man dem formalen Ausdruck F−1(λ+ |ξ|2)−1F als Ope-
rator: Y → X einen Sinn zu geben?

(b) Finde hinreichende Bedinungen, so dass F−1(λ + |ξ|2)−1F ein be-
schränkter Operator in Lp ist.

Bemerkung 2.4. Auf diesem Weg werden wir auch erkennen, dass sich T =
F−1(λ + |ξ|2)−1F auch als Integraloperator, d.h. Tf(x) =

∫
k(x, y)f(y)dy,

darstellen lässt.

Im letzten Abschnitt betrachten wir die Wärmeleitungsgleichung (1).
Idee:

(a) Betrachte u als Funktion t → u(t, ·) ∈ X, X ein Funktionenraum
(Sobolevraum)

(b) Sei ∆ der Laplaceoperator und betrachte

u′(t)−∆u(t) = 0, t > 0

u(0) = u0.

Dies ist eine gewöhnliche DGL im Banachraum!
(c) Ana III: Lösung ist e∆tu0.

Typische Fragestellungen

(a) Vernüftige Definition für etA für große Klassen von (Differential-
)operatoren.

(b) Suche Bedingungen an A, so dass etA wohldefiniert ist

Bemerkung 2.5. Für spezielle (in Physik und Ingenieurwissenschaften sehr
relevante) Klassen von Differentialoperatoren, sog. Divergenzoperatoren, lässt
sich zeigen, dass etA wieder ein Integraloperator ist (z.B. Laplace auf belie-
bigen offenen Mengen).



KAPITEL 2

Sobolevräume

1. Lp Räume (Erinnerung)

In diesem Abschnitt sei (M,Σ, µ) stets ein Maßraum.

Definition 1.1.

(a) Sei 1 ≤ p <∞. Setze ‖f‖p :=
(∫

M

|f |p dµ
)1/p

.

(b) Sei f : M → K messbar. Dann heißt f wesentlich beschränkt, falls
ein α > 0 existiert mit µ({x ∈ X : |f(x)| > α}) = 0. Ferner heißt

‖f‖∞ := inf{α ≥ 0 : µ({x ∈ X : |f(x)| > α} = 0)}
das wesentliche Supremum von f .

(c) Sei 1 ≤ p ≤ ∞. Definiere

Lp := Lp(M,Σ, µ,K) :=
{
f : f : M → K messbar und ‖f‖p <∞

}
.

Bemerkung 1.2.

(a) ‖ · ‖p ist eine Halbnorm auf Lp.
(b) Sei f ∈ Lp. Dann ist ‖f‖p = 0 genau dann wenn

f ∈ N := {f : f messbar und f = 0 µ-fast überall}.
(c) Lp ist ein Vektorraum.
(d) N ist ein Unterraum vonM, dem Vektorraum der messbaren Funk-

tionen (auch von Lp), und

f ∼ g Def.⇐⇒ f − g ∈ N
definiert eine Äquivalenzrelation

Definition 1.3. Der Raum L∞ ist definiert durch:

L∞(M,µ) := L(M,Σ, µ,K)/N , ‖[f ]‖∞ := ‖f‖∞, ∀[f ] ∈ L∞.

Satz 1.4.

(a) |f | ≤ ‖f‖∞ µ-fast überall.
(b) ‖ · ‖∞ ist ein Norm.
(c) ‖fn − f‖∞ → 0 =⇒ es existiert ein A ∈ Σ mit µ(Ac) = 0 und

fn → f gleichmässig auf A.
(d) (L∞(M,µ), ‖ · ‖∞) ist ein Banachraum.

3
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Definition 1.5. Sei 1 ≤ p <∞
Lp(M,µ) := (M,Σ, µ,K)/N , ‖[f ]‖p := ‖f‖p, ∀[f ] ∈ Lp.

Satz 1.6 (Höldersche Ungleichung). Es sei 1 ≤ p, q ≤ ∞ mit 1/p+ 1/q = 1
(interpretiere 1/∞ = 0). Desweiteren seien f ∈ Lp(M,µ) und g ∈ Lq(M,µ).
Dann ist f · g ∈ L1(M,µ) und

‖fg‖1 ≤ ‖f‖p · ‖g‖q .
Beweis. Die Fälle p = 1,∞ sind trivial. Seien a, b ∈ R+ und f, g 6= 0.

Dann gilt
ab ≤ ap

p + bq

q (Youngsche Ungleichung).

(Der Beweis dieser Ungleichung ist elementar.) Natürlich ist fg messbar. Sei-
en G := g/‖g‖q und F := f/‖f‖p. Anwendung der Youngsche Ungleichung
in jedem Punkt x ∈M ergibt nach Integration
∫

M

|F (x)G(x)| dµ(x) ≤
∫

M

|F (x)|p
p

dµ(x) +

∫

M

|G(x)|q
q

dµ(x) =
1

p
+

1

q
= 1,

und die Behauptung folgt. �

Satz 1.7 (Minkowskische Ungleichung). Sei 1 ≤ p <∞ und f, g ∈ Lp(M,µ).
Dann gilt

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p.
Satz 1.8 (Riesz–Fischer). Sei 1 ≤ p <∞. Dann ist Lp(M,µ) vollständig.

Satz 1.9. Nehmen wir an, dass fn ∈ Lp(M,µ) gegen f ∈ Lp(M,µ) konver-
giert, dann existiert eine Teilfolge fnk

, so dass fnk
(x) µ-fast überall konver-

giert.

Satz 1.10 (Dualität). Sei 1 ≤ p <∞, und (M,Σ, µ) σ-endlicher Maßraum.
Sei 1/p + 1/q = 1 (so genannte konjugierte Exponente). Dann definiert
Lq(M,µ)→ Lp(M,µ)′

J(g)f :=

∫

M

f · g dµ, g ∈ Lq(M,µ), f ∈ Lp(M,µ).,

einen isometrischen Isomorphismus.

Beweis. J ist wohldefiniert nach der Hölderschen Ungleichung. Natürlich
ist J linear. J ist isometrisch, denn sei g ∈ Lq(M,µ) und setze

f :=
g

|g|
( |g|
‖g‖q

)q/p
.

Dann

‖f‖p =

∫

M

( |g|
|g‖

)p |g|q
‖g‖qq

dµ = 1

und
∫
M fg dµ = ‖g‖q . Es bleibt die Surjektivität von J zu zeigen.
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1. Fall µ(M) <∞: Sei ϕ ∈ Lp(M,µ)′. Betrachte ν : Σ→ K, ν(A) := ϕ(χA)
(χA ∈ Lp(M,µ)). ν ist ein signiertes (komplexes) Maß. Ferner ist ν absolut
stetig bezüglich µ, denn A ∈ Σ und µ(A) = 0 impliziert χA = 0 µ-fast
überall, d.h. χA = 0 in Lp(M,µ), also ν(A) = ϕ(χA) = 0. Satz von Radony–
Nikodým ergibt g ∈ L1(M,µ) mit

ν(A) =

∫

A

g dµ =

∫

M

χAg dµ ∀A ∈ Σ.

Also wegen Linearität

(3) ϕ(f) =

∫

M

fg dµ ∀ Treppenfunktionen f.

Ferner |ϕ(f)| ≤ C ′‖f‖∞. Die Treppenfunktionen sind dicht in L∞(M,µ) also
gilt (3) für f ∈ L∞(M,µ). Wir zeigen nun g ∈ Lq(M,µ). Sei erst q < ∞.
Setze

(4) f(x) :=

{
|g(x)|q

g(x) g(x) 6= 0

0 sonst.

f ist messbar und |g|q = fg = |f |p. Für n ∈ N sei An := {x ∈ M : |f(x)| ≤
n}. Dann ist χAnf ∈ L∞(M,µ) und

∫

An

|g|q dµ =

∫

M

χAnfg dµ = ϕ(χAnf) ≤ ‖ϕ‖‖χAnf‖p =

= ‖ϕ‖
(∫

An

|f |p dµ
)1/p

= ‖ϕ‖
(∫

An

|g|q dµ
)1/p

=⇒



∫

An

|g|q



1
q

≤ ‖ϕ‖ ∀n ∈ N.

Satz von Beppo Levi(monotone Konvergenz) gibt g ∈ Lq(M,µ).
Jetzt betrachten wir der Fall q =∞. Dann |g| ≤ ‖ϕ‖, denn sei A := {x ∈M :
|g(x)| > ‖ϕ‖}. Setze f := χA|g|/g, f ∈ L∞(M,µ). Nehmen wir µ(A) > 0
an.

µ(A)‖ϕ‖ <
∫

A

|g| dµ =

∫

M

fg dµ = ϕ(f) ≤ ‖ϕ‖ · ‖f‖1,

und nach Annahme =⇒ µ(A) < ‖f‖1, Widerspruch mit µ(A) = ‖f‖1. Also
g ∈ L∞(M,µ).

Die Treppenfunktionen sind dicht in Lp(M,µ) also ϕ = Jg.

2. Fall, µ(M) = ∞: Es sei M =
⋃∞
n=1Mn mit µ(Mn) < ∞, und Mn

paarweise disjunkt. Sei ϕ ∈ Lp(M,µ)′. Setze ϕn(f) := ϕ(χMnf), für f ∈
Lp(Mn, µn), wobei µn(A) := µ(Mn ∩ A). Dann ‖ϕn‖ ≤ ‖ϕ‖, insbesondere
ϕn ∈ Lp(Mn, µn)

′. Verwende jetzt den ersten Fall um gn ∈ Lq(Mn, µn) zu
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bekommen. Setze g :=
∑∞

n=1 gn (in jedem Punkt nur ein Summand, gn wird
durch 0 fortgesetzt auf M c

n). Es ist g ∈ Lq(M,µ) und ϕ = Jg zu zeigen. Sei
An :=

⋃n
j=1Mj und f wie in (4)

∫

An

|g|q dµ =

n∑

j=1

∫

Mj

fg dµ =

n∑

j=1

∫

Mj

χMjfgj dµ =

n∑

j=1

ϕ(χMjf)

= ϕ(
n∑

j=1

χMjf) ≤
n∑

j=1

‖ϕ‖‖χMjf‖p

= ‖ϕ‖ ·
( n∑

j=1

∫

M

|χMjf |p dµ
)1/p

= ‖ϕ‖ ·
(∫

An

|g|q dµ
)1/p

.

Daraus folgt (
∫
An
|g|q dµ)

1
q ≤ ‖ϕ‖, und nach Beppo Levi Theorem g ∈

Lq(M,µ). Es gilt:

ϕ(f) = ϕ( lim
n→∞

χAnf) = lim
n→∞

ϕ(χAnf) = lim
n→∞

∫

An

fg

= lim
n→∞

∫

M

χAnfg
Lebesgue

=

∫

M

fg.

�

Satz 1.11 (Lp Interpolation Ungleichung). Seien p0, p1 ∈ [1,∞], θ ∈ (0, 1)
und 1

pθ
:= 1−θ

p0
+ θ
p1

. Sind f ∈ Lp0(M,µ)∩Lp1(M,µ), dann ist f ∈ Lpθ(M,µ)

und es gilt

‖f‖pθ
≤ ‖f‖1−θp0 ‖f‖θp1 .

Beweis. Setze g := |f |(1−θ)pθ und h := |f |θpθ . Dann ist gh = |f |(1−θ)pθ+θpθ =

|f |pθ , ferner g ∈ L
p0

(1−θ)pθ (M,µ) und h ∈ L
p1
θpθ (M,µ) und

‖f‖pθ
pθ

= ‖gh‖1 ≤ ‖g‖ p0
(1−θ)pθ

· ‖h‖ p1
θpθ

= ‖f‖(1−θ)pθ
p0 · ‖f‖θpθ

p1 ,

mit der Verwendung der Hölderschen Ungleichung. �

Satz 1.12 (Verallgemeinerte Hölder-Ungleichung). Sei n ∈ N und 1 ≤ pi ≤
∞, fi ∈ Lpi für i = 1, . . . ,m. Sei ferner 1 ≤ p ≤ ∞ so, dass 1

p =
∑n

i=1
1
pi

.

Dann gilt
n∏

i=1

fi ∈ Lp und
∥∥∥
n∏

i=1

fi

∥∥∥
p
≤

n∏

i=1

‖fi‖pi .

Beweis. ÜA. �

Definition und Satz 1.13. (a) L1∩L∞(M,µ) := L1(M,µ)∩L∞(M,µ)
versehen mit der Norm ‖f‖1∩∞ := ‖f‖1 + ‖f‖∞ ist ein Banach-
raum.
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(b) Definiere

L1 + L∞(M,µ) := {f : M → K mb. : ∃g ∈ L1(M,µ), h ∈ L∞(M,µ)

mit f = g + h}.
Die Abbildung

‖f‖1+∞ := inf{‖h‖1 + ‖g‖∞ : f = g + h : g ∈ L1(M,µ), h ∈ L∞(M,µ)}.
ist eine Norm, mit der L1 + L∞ ein Banachraum ist.

Satz 1.14. Sei 1 ≤ p ≤ ∞. Dann gilt Lp(M,µ) ⊆ L1 + L∞(M,µ).

Beweis. Der Fall p =∞ ist trivial. Sei f ∈ Lp(M,µ). Setze A := {x ∈
M : |f(x)| ≥ 1} und h := χAf , g := χM\Af . Dann g ∈ L∞(M,µ) und

h ∈ L1(M,µ), denn
∫

M

|h| dµ =

∫

A

|f | dµ ≤
∫

A

|f |p dµ ≤
∫

M

|f |p dµ.

�

Theorem 1.15 (Riesz–Thorin Konvexitätstheorem). Sei T : L1 + L∞ →
L1 + L∞ linear, ferner seien p0, p1, r0, r1 ∈ [1,∞] mit p0 < p1 und r0 < r1.
Sei α ∈ (0, 1) und setze

1
pα

:= 1−α
p0

+ α
p1

und 1
rα

:= 1−α
r0

+ α
r1
.

Dann gilt

‖T‖L (Lpα ,Lrα) ≤ ‖T‖1−αL (Lp0 ,Lr0)‖T‖αL (Lp1 ,Lr1 ).

Zur Beweis benötigen wir folgenden Satz und folgendes Lemma.

Satz 1.16 (Hadamard, 3-Linien Satz). Sei a < b und f : {z ∈ C : a ≤
Re z ≤ b} → C analytisch und beschränkt. Weiter sei

Ma = sup
t∈R

|f(a+ it)|, und Mb = sup
t∈R

|f(b+ it)|.

Dann gilt:

|f(x+ iy)| ≤M
b−x
b−a
a M

x−a
b−a

b , x+ iy ∈ {z ∈ C : a ≤ Re z ≤ b}.

Beweis. Wir betrachten fε(x+iy) = eε(x+iy)
2
f(x+iy)M

x+iy−b
b−a

a M
a−(x+iy)

b−a

b

für ε > 0. Dann gilt |fε(a + iy)| ≤ eεa
2

und |fε(b + iy)| ≤ eεb
2

(Beachte:
|aiy| = 1 für a > 0, y ∈ R). Außerdem gilt

lim
y→±∞

sup
a≤x≤b

|fε(x+ iy)| = 0.

Mit dem Maximumprinzip für analytische Funktionen und ein hinreichend

großes Rechteck folgt |fε(z)| ≤ max{eεa2 , eεb2}. Aus ε → 0+ folgt die Be-
hauptung. �
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Lemma 1.17. Sei p0 < p < p1 und f =
∑
αjajχEj eine Treppenfunktion

mit αj ∈ C, |αj | = 1, aj > 0 und {Ej} paarweise, disjunkte, mb. Mengen
mit (jeweils) endlichem Maß. Weiter sei ‖f‖p = 1 und

fz =
∑

αja
p

pz
j χEj ,

wobei pz

1

pz
=

1− z
p0

+
z

p1

genügt. Dann gilt:

‖fz‖LpRe z = 1, 0 ≤ Re z ≤ 1.

Beweis. Es gilt
∫
|fz(x)|pRe zdµ

Ü.A.
=

∑
|aj |pµ(Ej) = ‖f‖pp = 1.

�

Beweis v. Theorem 1.15. Sei p = pα mit 0 < α < 1 und betrachte
Treppenfunktion f und f ′ auf M , welche ‖f‖p = ‖f ′‖p′ = 1 erfüllen. Sei fz
und f ′z wie in Lemma 1.17, wobei fz mit p0 und p1 und f ′z mit r0 und r1
konstruiert werden. Nach Voraussetzung ist

Φ(z) :=

∫

M

f ′z(x)Tfz(x)dµ(x)

analytisch in z. Mit der Hölder-Ungleichung und Lemma 1.17 folgt nun:

|Φ(j + iy)| ≤ ‖f ′z‖p′Mj‖fz‖p ≤Mj , j = 0, 1, y ∈ R

d.h.

sup
y∈R

|Φ(j + iy)| ≤Mj , j = 0, 1.

Damit folgt mit dem 3-Linien Satz, dass

|
∫
f ′Tf | ≤M1−α

0 Mα
1 .

Da Treppenfunktionen dicht in Lp
′

sind, erhalten wir ‖Tf‖p ≤ M1−α
0 Mα

1 .
Die Behauptung folgt nun, da Treppenfunktionen auch in Lp dicht sind. �

2. Lp Räume II

Im Folgenden sei µ stets das Lebesgue-Maß und Σ die σ-Algebra der Lebes-
gue-messbaren Mengen.

Satz 2.1 (Faltung, Youngsche Ungleichung). Sei f ∈ L1(Rd), g ∈ Lp(Rd),
1 ≤ p ≤ ∞. Dann gilt

(a) Für fast alle x ∈ Rd ist y 7→ f(x− y)g(y) ∈ L1(Rd)
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(b) Setzt man

(f ∗ g)(x) :=

∫

Rd

f(x− y)g(y) dy

so ist f ∗ g ∈ Lp(Rd) und es gilt

‖f ∗ g‖p ≤ ‖f‖1 · ‖g‖p 1 ≤ p ≤ ∞.
Beweis. Sei p = 1. Dann gilt:

∫

Rd

∫

Rd

|f(x− y)g(y)| dy dx
Tonelli

=

∫

Rd

|g(y)|
∫

Rd

|f(x− y)| dx dy ≤ ‖f‖1‖g‖1.

Für p =∞ liefert die Hölder-Ungleichung

|
∫

Rd

f(x− y)g(y) dy| ≤ ‖f‖1‖g‖∞,

insbesondere existiert
∫

Rd f(x− y)g(y) dy für alle x ∈ Rd.
Betrachte nun die Abbildung Tfg := f ∗ g. Dann folgt aus dem Riesz–
Thorin Konvexitätstheorem, dass Tf ∈ L (Lp, Lp) und ‖Tf‖L (Lp,Lp) ≤ ‖f‖1
für 1 ≤ p ≤ ∞, d.h. (b) gilt. Ferner erhalten wir mit Beppo-Levi

∫

Rd



∫

Rd

|f(x− y)||g(y)| dy



p

dx

= lim
r→∞

∫

Rd



∫

Rd

|f(x− y)||χB(0,r)g(y)| dy



p

dx

≤ lim
r→∞

‖f‖1‖χB(0,r)g‖p ≤ ‖f‖1‖g‖p,

d.h. 

∫

Rd

|f(x− y)||g(y)| dy



p

<∞, f.a. x ∈ Rd.

�

Beispiel 2.2.

(a) Betrachte die partielle Differentialgleichung

(1−∆)u(x) = f(x), x ∈ Rd.

Dann existiert für jedes f ∈ Lp eine eindeutige Lösung u. Deswei-
teren besitzt u die Darstellung

u(x) = (k ∗ f)(x), x ∈ Rd,

mit einem Kern k ∈ L1.
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(b) Betrachte

∂tu(t, x)−∆u(t, x) = 0, t > 0, x ∈ Rd

u(0, x) = u0(x), x ∈ Rd.

Dann existiert für jedes u0 ∈ Lp eine eindeutige Lösung u. Deswei-
teren besitzt u die Darstellung

u(t, x) = (kt ∗ u0)(x), t > 0, x ∈ Rd,

mit kt ∈ L1 für t > 0.

Im Folgenden benötigen wir den Raum der lokal integrierbaren Funktionen
L1

loc(R
d). Genauer,

L1
loc(R

d) :=
{
f : Rd → Cmb. : ‖f‖L1(K) <∞ für alle kp. K ⊂ Rd

}
.

Korollar 2.3. Sei f ∈ L1(Rd), dann definiert die Abbildung Tf := f ∗ g
einen stetigen linearen Operator auf Lp(Rd) mit ‖T‖ ≤ ‖f‖1.

Satz 2.4. Sei f ∈ Cc(Rd), g ∈ L1
loc(R

d). Dann f ∗ g ∈ C(Rd).

Beweis. Wegen

|(f ∗ g)(x)| =
∫

Rd

f(x− y)g(y) dy ≤ ‖f‖1‖g‖∞

existiert (f ∗ g)(x) =
∫
f(x− y)g(y) dy für alle x ∈ Rd.

Sei xn → x. Wir zeigen (f ∗ g)(xn)→ (f ∗ g)(x). Setze

Fn(y) = f(xn − y)g(y) und F (y) = f(x− y)g(y),

dann gilt Fn(y)→ F (y) für fast alle y ∈ Rd. Anderseits, sei K kompakt so,
dass xn − supp f ⊆ K für alle n ∈ N. Dann xn − y 6∈ supp f falls y 6∈ K,
d.h. f(xn − y) = 0 für y 6∈ K. Daher ist |Fn(y)| ≤ ‖f‖∞χK(y)|g(y)| eine
integrierbare Majorante. Nach dem Lebesgueschen Satz folgt

∫
Fn dy →∫

F dy. �

Definition 2.5. Sei Ω ⊂ Rd, f : Ω→ C messbar und setze

Of :=
{
x ∈ Ω : ∃V ⊂ Ω offene Umgebung von x

mit f(x) = 0 für f.a. x ∈ V
}

Dann heißt supp f := Ω \Of der Träger von f .

Satz 2.6. Sei f ∈ Cc(Rd), g ∈ L1
loc(R

d). Dann gilt

(5) supp(f ∗ g) ⊆ supp f + supp g
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Beweis. Wegen |(f ∗ g)(x)| ≤ ‖f‖1‖g‖∞ existiert (f ∗ g)(x) =
∫
f(x−

y)g(y) dy für alle x ∈ Rd. Also

(f ∗ g)(x) =

∫

Rd

f(x− y)g(y) dy =

∫

(x−supp f)∩supp g

f(x− y)g(y) dy.

Falls x 6∈ supp f+supp g, gilt (x−supp f)∩supp g = ∅ und (f∗g)(x) = 0. �

Bemerkung 2.7. Im Satz 2.6 gilt supp f + supp g = supp f + supp g.

Bemerkung 2.8. Die obige Aussage (5) gilt auch für f ∈ L1(Rd), g ∈
Lp(Rd), 1 ≤ p ≤ ∞.

Satz 2.9. Seien f ∈ Ckc (Rd), g ∈ L1
loc(R

d). Dann ist f ∗ g ∈ Ck(Rd), und

Dα(f∗g) = Dαf∗g. Insbesondere f ∈ C∞
c , g ∈ L1

loc(R
d) =⇒ f∗g ∈ C∞(Rd).

Beweis. Wie immer existiert (f ∗ g)(x) für alle x. Sei ej ∈ Rd ein Stan-

dardbasisvektor, h ∈ R, |h| ≤ 1. Setze K := supp f + B(0, 1), dies ist auch
kompakt. Dann gilt (Differenzenquotient):

1
h((f ∗ g)(x + hej)− (f ∗ g)(x))

=

∫

Rd

1
h(f(x+ hej − y)g(y)− f(x− y))g(y) dy =

=

∫

K−x

1
h(f(x+ hej − y)g(y)− f(x− y))g(y) dy,

wobei der Integrand gegen Djf(x− y)g(y) für alle y konvergiert. Außerdem
gilt

∣∣ 1
h(f(x+ hej − y)g(y)− f(x− y))g(y)

∣∣ ≤ ‖Djf‖∞|g(y)|χK(y).

Nach dem Satz von Lebesgue (Beachte: g ∈ L1
loc(R

d) bekommen wir Dj(f ∗
g)(x) = ((Djf) ∗ g)(x), und so die Behauptung. �

Definition 2.10. Eine Folge (ρn)n≥1 von Funktionen mit den Eigenschaften

(a) ρn ∈ C∞(Rd)
(b) ρn ≥ 0

(c) suppρn ⊆ B(0, 1/n)
(d)

∫
Rd ρn = 1

heißt Mollifier.

Beispiel 2.11. Betrachte ρ ∈ C∞
c (Rd), supp(ρ) ⊆ B(0, 1), ρ ≥ 0,

∫
ρ = 1,

und definiere ρn(x) := 1/ndρ(nx).

Lemma 2.12. Sei f ∈ C(Rd) und (ρn)n≥1 ein Mollifier. Dann konvergiert
ρn ∗ f → f gleichmäßig auf kompakten Teilmengen von Rd.



2. Lp RÄUME II 12

Beweis. Sei K ⊆ Rd kompakt. Dann existiert für alle ε > 0 ein δ > 0
mit |f(x− y)− f(x)| ≤ ε für x ∈ K und |y| ≤ δ. Also

(ρn ∗ f)(x)− f(x) =

∫

Rd

(f(x− y)− f(x))ρn(y) dy

=

∫

B(0,1/n)

(f(x− y)− f(x))ρn(y) dy,

so für n > 1/δ gilt |(ρn ∗ f)(x)− f(x)| ≤ ε
∫
ρn = ε für x ∈ K. �

Lemma 2.13 (Urysohn, C∞-Version). Sei ∅ 6= Ω ⊆ Rd offen, K ⊆ Ω, K
kompakt. Dann existiert ein ϕ ∈ C∞

c (Ω) mit 0 ≤ ϕ ≤ 1 und ϕ(x) = 1 für
x ∈ K.

Beweis. Sei 0 < 1/n < ε < ε + 1/n < dist(K,Ωc). Setze Uε := {y ∈
Ω : dist(y,K) < ε} ⊆ Ω und u = χUε . Dann gilt ϕ := ρn ∗ u ∈ C∞(Rd)
und suppϕ ⊆ B(0, 1/n) + U ε ⊆ Ω, also suppϕ ⊆ Ω ist kompakt. Sei x ∈
K, dann ϕ(x) =

∫
|y|≤1/n u(x − y)ρn(y) dy =

∫
|y|≤1/n ρn(y) dy = 1. Ferner

‖ϕ‖∞ ≤ ‖ρn‖1 · ‖u‖∞ = 1. Da ϕ ≥ 0 folgt auch 0 ≤ ϕ ≤ 1. �

Bemerkung 2.14. Sei ∅ 6= Ω ⊂ Rd offen und K ⊂ Ω kompakt. Dann
existiert V ⊂ Rd offen mit V kompakt und

K ⊂ V ⊂ V ⊂ Ω.

Beweis. Sei ϕ ∈ C∞
c (Ω) wie in Lemma 2.13 und setze

V := {x ∈ Ω;ϕ(x) >
1

2
}.

�

Satz 2.15. Sei 1 ≤ p <∞. Dann ist C∞
c (Rd) dicht in Lp(Rd).

Beweis. Sei f ∈ Lp(Rd).

Beh.:∀ε > 0∃ Treppenfunktion T =
∑N

i=1 αiχAi mit Ai ⊂ Rd beschränkt
und ‖T − f‖p ≤ ε, bekannt aus der Maßtheorie.

Beh.:∀ε > 0 ∃u ∈ C∞
c (Rd) :‖u− χAi‖p ≤ ε.

Wähle eine offene Menge O und eine kompakte Menge K mit K ⊂ Ai ⊂ O
und |O \ K| ≤ ε (Existenz: Maßtheorie). Dann existiert nach Lemma 2.13
ein ϕ ∈ C∞

c (O) mit ϕ ≡ 1 auf K. Es gilt:
∫

O

|χAi − ϕ|p =

∫

O\K

|χAi − ϕ|p ≤ 2p|O \K| ≤ 2pε.

�

Satz 2.16. Sei (ρn)n≥1 ein Mollifier.

(a) Sei 1 ≤ p <∞ und f ∈ Lp(Rd). Dann ‖ρn ∗ f − f‖p → 0.

(b) Sei f ∈ BUC(Rd). Dann ‖ρn ∗ f − f‖∞ → 0
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Beweis. (a) Nach Satz 2.15 existiert für ε > 0 ein g ∈ Cc(R
d) mit

‖f − g‖ ≤ ε. Satz 2.6 liefert

supp(ρn ∗ g) ⊆ B(0, 1/n) + supp g ⊆ K, wobei K kompakt.

Da nach Lemma 2.12 ρn∗g gleichmässig auf K gegen g konvergiert, existiert
ein n0 ∈ N mit

‖ρn ∗ g − g‖pp =

∫

K

|ρn ∗ g − g|p ≤ εp|K|.

Daraus folgt mit der Youngschen Ungleichung

‖ρn ∗ f − f‖p ≤ ‖ρn ∗ (f − g)‖p + ‖ρn ∗ g − g‖p + ‖g − f‖p
≤ ‖f − g‖p + ‖ρn ∗ g − g‖p + ‖g − f‖p ≤ ε+ ε|K|

1
p + ε.

(b) Wiederhole den Beweis von Lemma 2.12. �

Korollar 2.17. Sei ∅ 6= Ω ⊆ Rd offen und 1 ≤ p < ∞. Dann ist C∞
c (Ω)

dicht in Lp(Ω).

Beweis. Setze Ωn := {x ∈ Ω : dist(x,Ωc) > 1
n} und

fn(x) =

{
f(x) , x ∈ Ωn

0 , sonst

Dann gilt nach dem Satz von Lebesgue limn→∞ ‖fn − f‖Lp(Ω) = 0, d.h für
ε > 0 existiert ein n0 mit ‖fn − f‖Lp(Ω) ≤ ε.
Setze gm := ρm∗fn, wobei ρm ein Mollifier ist. Dann existiert nach Satz 2.16
ein m0 > n0 mit ‖gm − fn0‖Lp(Rd ≤ ε, m ≥ m0. Des Weiteren gilt

supp gm = supp ρm + supp fn0 ⊂ Ω, m ≥ m0.

Damit erhalten wir

‖gm − f‖Lp(Ω) ≤ ‖gm − fn0‖Lp(Ω) + ‖fn0 − f‖Lp(Ω) ≤ 2ε, m ≥ m0.

�

Satz 2.18 (Zerlegung der Eins). Seien Ω, Ωi ⊆ Rd offen. Seien ferner

Ki ⊂ Ωi ⊂ Ωi ⊂ Ω, i ∈ N,

mit Ki, Ωi kompakt und ⋃

i∈N

Ωi = Ω,

so, dass für alle x ∈ Ω eine Umgebung U(x) existiert, welche nur endlich
viele Ωj trifft (diese Überdeckung heißt lokal endlich). Nehmen wir ferner
an, dass Kj ∩Ki = ∅, falls i 6= j.
Dann existieren ϕi ∈ C∞

c (Ω), i ∈ N mit

(a) ϕi ≥ 0
(b)

∑
i∈N

ϕi(x) = 1, falls x ∈ Ω
(c) suppϕi ⊂ Ωi
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(d) 0 ≤∑i∈N
ϕi ≤ 1.

Außerdem gilt ϕj(x) = 1 für x ∈ Kj .

Beweis. 1. Schritt: Nehmen wir an dass wir die folgende Situation ha-
ben

Kj ⊆ Vj ⊆ V j ⊆ Uj ⊆ Ωj

wobei V j kompakt, Ui ∩ Kj = ∅ falls i 6= j und Vj , Uj sind lokal endliche

Überdeckungen von Ω. Wähle ϕ′
j nach Lemma 2.13 zu Uj und V j. Dann gilt

ϕ(x) :=
∑

i∈N
ϕ′
i(x) > 0, wobei lokal in Ω nur endlich viele Summanden von

0 verschieden sind. Setze ϕj(x) := ϕ′
j(x)/ϕ(x). Nach Konstruktion haben

die ϕj die gewünschte Eigenschaften.

2. Schritt, Disjunktisierung von Ωj und Kj : Uj := Ωj \
⋃
i6=jKi. Natürlich

gilt Kj ⊆ Uj ⊆ Ωj. Wir behaupten, dass Uj offen ist. Sei x ∈ Uj und
U(x) ⊆ Ωj eine Umgebung von x so, dass J := {i : Ωi ∩ U(x) 6= ∅} endlich
ist. Für j 6= k ∈ J existiert eine Umgebung Wk(x) ⊆ U(x) von x mit
Wk(x) ∩Kk = ∅. Setze W (x) := ∩k∈JWk(x), die ist eine Umgebung von x
mit W (x) ⊆ Uj und W (x) ∩Ki = ∅ für alle i ∈ N, i 6= j, also Uj ist offen.
Sei jetzt x ∈ Ω, liegt dann x ∈ Ωj für ein j, dann liegt es entweder in Uj
oder in Ki für ein i 6= j. Die Überdeckung Uj ist lokal endlich, da Ωj lokal
endlich ist.

3. Schritt, Konstruktion von Vj : Sei V1 := U1. Angenommen Vj, j < n
konstruiert ist mit der Eigenschaft

n−1⋃

j=1

Vj ∪
∞⋃

j=n

Uj = Ω,

sei Fn eine abgeschlossene Umgebung von ∂Un die erfüllt

∂Un ⊆ Fn ⊆
n−1⋃

j=1

Vj ∪
∞⋃

j=n+1

Uj .

Solche eine Umgebung existiert nach Bemerkung 2.14. Falls Un 6= 0, können
wir eine kleinere Umgebung ∂Un ⊆ F ′

n ⊆ Fn finden damit Un \ F ′
n nichtleer

wird. Setze Vn := Un \ F ′
n. Dann

Un ⊆ Vn ∪ F ′
n ⊆

n⋃

j=1

Vj ∪
∞⋃

j=n+1

Uj.

Also Vj ist eine offene Überdeckung, die natürlich lokal endlich bleibt. �

Satz 2.19 (Zerlegung der Eins). Sei K ⊆ Rd kompakt und K ⊆ ⋃n
i=1 Ωi,

mit Ωi ⊆ Rd offen. Dann existiert ϕi ∈ C∞
c (Ω) mit

(a) ϕi ≥ 0
(b)

∑n
i=1 ϕi(x) = 1, falls x ∈ K

(c) 0 ≤∑n
i=1 ϕi ≤ 1.
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(d) suppϕj ⊂ Ωj

Beweis. Wähle V mit V kompakt und

K ⊂ V ⊂ V ⊂
n⋃

i=1

Ωi

nach Bemerkung 2.14. Setze Ui; = V ∩ Ωi und verwende Satz 2.18 �

Bemerkung 2.20. Das System (ϕi)i∈N heißt der Überdeckung untergeord-
nete Zerlegung der Eins zu K.

3. Sobolev Räume I.

In diesem Abschnitt es sei ∅ 6= Ω ⊆ Rd offen und beschränkt.

Definition 3.1 (Distributionelle Ableitung). Sei f, g ∈ L1
loc(Ω). Falls die

Identität ∫

Ω

fDαϕ = (−1)|α|
∫

Ω

gϕ für alle ϕ ∈ C∞
c (Ω)

gilt, heißT G die distributionelle Ableitung von f , und wir schreiben Dαf =
g, f (α) = g oder f = ∂αg.

Bemerkung 3.2.

(a) Die distributionelle Ableitung ist eindeutig, insbesondere ist die obi-
ge Definition sinnvoll, denn

∫

Ω

(f − g)ϕ = 0 für alle ϕ ∈ C∞
c (Ω) =⇒ f − g = 0 fast überall.

(b) Falls f ∈ Cm(Ω). Dann für jede |α| ≤ m ist Dαf die klassische
partielle Ableitung von f .

Definition 3.3. Sei m ∈ N und 1 ≤ p ≤ ∞. Definiere

Wm,p(Ω) := {f ∈ Lp(Ω) : ∀|α| ≤ m ∃Dαf ∈ Lp(Ω)}
‖f‖Wm,p(Ω) :=

∑

|α|≤m

‖Dαf‖Lp(Ω).

Satz 3.4. Wm,p(Ω) ist ein Banachraum.

Beweis. Klar: normierter Vektorraum. Um die Vollständigkeit zu zei-
gen, nehme (fn) ∈ Wm,p(Ω) eine Cauchyfolge, d.h. die Folgen (Dαfn) ⊆
Lp(Ω) sind alle Cauchyfolgen. Daher konvergieren die auch, bezeichne die
Grenzwerten mit fα. Wir zeigen nun Dαf = fα:∫

Ω

fαϕ←
∫

Ω

Dαfnϕ = (−1)|α|
∫

Ω

fnD
αϕ→ (−1)|α|

∫

Ω

fDαϕ.

Die Behauptung folgt. �
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Satz 3.5. Sei 1 < p <∞. Dann istWm,p(Ω) separabel und reflexiv. Wm,1(Ω)
ist separabel.

Beweis. Definiere die stetige Abbildung

J : Wm,p(Ω)→ Lp(Ω)× · · · × Lp(Ω)︸ ︷︷ ︸
M

=: X,

wobei M = die Anzahl der Multiindizes α mit |α| ≤ m ist, durch (Jf)(x) :=
(Dαf)|α|≤m. Dann ist J stetig invertierbar, bildet also auf einen abgeschlos-
senen Unterraum von X ab. Falls 1 ≤ p < ∞ ist, ist X separabel, ist
zusätzlich p > 1, folgt die Reflexivität von X. �

Lemma 3.6 (Lokale Approximation). Sei 1 ≤ p < ∞, f ∈ Wm,p(Ω) und
D ⊆ Ω offen mit D ⊆ Ω. Betrachte δ = dist(D,∂Ω) > 0 und den Mollifier
ηε, ε < δ. Setze fε := ηε ∗ (χΩf). Dann fε → f in Wm,p(D).

Beweis.

Dαfε(x) = Dαηε ∗ (χΩf)(x) =

∫

Ω

Dα(ηε(x− y))f(y) dy

= (−1)|α|
∫

Ω

Dαηε(x− y)f(y) dy
Träger!

=

∫

Ω

ηε(x− y)Dαf(y) dy

= (Dαf)ε(x), x ∈ D.
Also fε ∈Wm,p(D) und nach Satz 2.16 Dαfε = (Dαf)ε → Dαf . �

Satz 3.7. Für 1 ≤ p <∞ ist Wm,p(Ω) ∩ C∞(Ω) dicht in Wm,p(Ω).

Beweis. Betrachte eine lokal endliche Überdeckung Ωk von Ω, Ωk ⊆ Ω
kompakt (siehe Satz 2.18). Sei ϕk Zerlegung der Eins, ε > 0 und ck > 0
später noch zu bestimmen. Für ε > 0 existiert nach Lemma 3.6 fk,ε ∈
C∞(Ω) ∩Wm,p(Ωk) mit ‖f − fk,ε‖Wm.p(Ωk

≤ ckε. Setze

fε :=
∑

k∈N

ϕkfk,ε, also fε − f :=
∑

k∈N

ϕk(fk,ε − f)

(lokal nur endlich viele Summanden). Die Produktregel gilt, denn für ψ ∈
C∞
c (Ω)
∫

Ω

ϕkfDiψ =

∫

Ω

(Di(ϕkψ)− (Diϕk)ψ)f = −
∫

Ω

((ϕkψ)Dif + ψfDiϕk).

Daher ist ϕkf ∈W 1,p(Ω),

Di(ϕkf) = Diϕk · f + ϕkDif.

Ferner gilt induktiv auch ϕkf ∈Wm,p(Ω), und für |α| ≤ m

Dα(ϕkf) =
∑

β≤α

(
α

β

)
Dα−βϕk ·Dβf.
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Wir erhalten

Dαfε −Dαf =
∑

β≤α

(
α

β

)∑

k∈N

Dα−βϕk(D
βfk,ε −Dβf).

‖Dαfε −Dαf‖Lp(Ω) ≤ C
∑

k∈N

‖ϕk‖Cm(Ω)‖Dβfk,ε −Dβf‖Lp(Ω)

≤ Cε
∑

k∈N

ck|ϕk‖Cm(Ω) ≤ ε,

falls ck ≤ 2−k(‖ϕk‖Cm(Ω) + 1)−1/C. �

Satz 3.8 (Produktregel). Sei 1 ≤ p ≤ ∞, 1
p + 1

q = 1 und f ∈ Wm,p(Ω),

g ∈Wm,q(Ω). Dann fg ∈Wm,1(Ω) und Di(fg) = Dif · g + fDig.

Beweis. Sei p < ∞. Nehme fk ∈ Wm,p(Ω) ∩ C∞(Ω) mit fk → f . Wir
haben gesehen Di(fkg) = Difk · g + fkDig.∫

Ω

Diϕ · fg = lim
k→∞

∫

Ω

Diϕ · fkg = − lim
k→∞

∫

Ω

ϕDi(fkg)

= − lim
k→∞

∫

Ω

ϕ(Difk · g + fkDig) = −
∫

Ω

ϕ(Dif · g + fDig).

Der Rest folgt mit Induktion. �

Satz 3.9 (Kettenregel). Seien Ω′,Ω ⊆ Rd offen, und Φ : Ω′ → Ω ein C1-
Diffeomorphismus mit beschränkten AbleitungenDΦ, DΦ−1. Sei 1 ≤ p ≤ ∞.
Dann gilt für f ∈W 1,p(Ω):

(a) f ◦Φ ∈W 1,p(Ω′).
(b) ∂(f ◦ Φ) = ∂f ◦ Φ · ∂Φ.

Beweis. ÜA. �

Sei Ω ⊂ Rd offen, 1 ≤ p <∞ und m ∈ N. Wir setzen

Wm,p
0 (Ω) := C∞

c (Ω)
Wm,p(Ω)

,

Wm,p
0 (Ω)+ := {u ∈Wm,p

0 : u ≥ 0 f.ü.},
C∞
c (Ω)+ := {ϕ ∈ C∞

c (Ω) : ϕ ≥ 0}.
und

f+ = χf>0f, f
− = χf<0f, f ∈ Lp(Ω).

Lemma 3.10. Sei Ω ⊂ Rn offen.

(a) Djf
+ = 1f>0Djf , Djf

− = −1f<0Djf fuer f ∈W 1,2(Ω)
(b) f 7→ |f |, f+, f− : W 1,2(Ω)→W 1,2(Ω) stetig.

(c) C∞
c (Ω)+ dicht in W 1,2

0 (Ω)+.
(d) Sei u ∈W 1,2(Ω), supp(u) ⊂⊂ Ω, d.h. es existiert ein offenes D ⊂ Ω

mit suppu ⊂ D ⊂ D ⊂ Ω. Dann ist u ∈W 1,2
0 (Ω).
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Beweis. Ü.A. �

Satz 3.11. Sei I 6= ∅ ein offenes Interval und f ∈ W 1,1(I). Dann existiert
eine Nullmenge N so, dass für x, y ∈ I \N

(6) f(y)− f(x) =

y∫

x

f ′(z) dz

gilt.

Beweis. Sei f ∈ W 1,1(Ω) und fk ∈ C∞(I) ∩W 1,1(I) mit fk → f in
W 1,1(I). Dann gilt

fk(y)− fk(x) =

y∫

x

f ′k(z) dz →
y∫

x

f ′(z) dz.

Da fk in L1(I) konvergiert, besitzt sie eine punktweis fast überall konver-
gente Teilfolge, also liml→∞ fkl

(z) = f(z) für fast alle z ∈ I. �

Satz 3.12. Sei I 6= ∅ ein offenes Interval und f, g ∈ L1(I) mit

f(y)− f(x) =

y∫

x

g(z) dz für x, y ∈ I \N ,

für eine Nullmenge N . Dann ist f ∈W 1,1(I) und f ′ = g.

Beweis. Sei ψ ∈ C∞
c (I), und c, d ∈ I so, dass suppψ ∈ [c, d] und

f(y)− f(c) =
∫ y
c g(z) dz für fast alle y ∈ I. Dann

d∫

c

ψ′(y)(f(y)− f(c)) dy =

d∫

c

y∫

c

ψ′(y)g(x) dx dy =

d∫

c

d∫

x

ψ′(y) dyg(x) dx

= −
d∫

c

ψ(x)g(x) dx.

�

Satz 3.13. Sei f ∈W 1,1(I). Dann existiert ein g ∈ C(I) so, dass f = g fast
überall.

Beweis. Sei I = (a, b). Definiere h(y) :=
∫ y
a f

′(z) dz. Die Funktion h

ist stetig auf I, denn f ′ ∈ L1(I). Außerdem existiert limx→a,b h(x), also h ∈
C(I). Seien x, z so, dass f(z)− f(x) =

∫ z
x f

′(z) dz. Sei c := f(z)− h(z) und
setze g(y) := h(y) + c. Nach Definition f(x) = g(x) für fast alle x ∈ I. �

Bemerkung 3.14. Die obige Integralgleichung impliziert nicht nur Stetig-
keit, sondern auch Absolutstetigkeit. Genauer ist Absolutstetigkeit äquivalent
zu (6) (vgl. Maßtheorie).



4. SOBOLEV RÄUME II. – EINBETTUNGSSÄTZE 19

Satz 3.15. Es sei 1 ≤ p ≤ ∞ und I = (a, b). Dann sind die Einbettun-
gen Wm,p(I) →֒ W 1,p(I) →֒ W 1,1(I) →֒ C(I) stetig. Falls p > 1, ist die
Einbettung W 1,p(I) →֒ C(I) kompakt.

Beweis. Es ist klar, dass die Einbettungen

Wm,p(I) →֒W 1,p(I) →֒ W 1,1(I)

stetig sind.
Es bleibt zu zeigen, dass W 1,1(I) →֒ C(I) stetig ist. Sei f ∈ W 1,1(I). Nach
Satz 3.11 existiert eine Nullmenge N mit

f(y)− f(x) =

y∫

x

f ′(t) dt, x, y ∈ I \N.

Dann gilt

|f(y)| =
∣∣∣f(x) +

y∫

x

f ′
∣∣∣ ≤ |f(x)|+

y∫

x

|f ′| ≤ |f(x)|+ ‖f ′‖L1(I).

Integration bzgl. x über I liefert

(b− a)|f(y)| ≤
∫

I

|f(y)| dx ≤ ‖f‖L1(I) + (b− a)‖f ′‖L1(I), y ∈ I \N,

d.h. ‖f‖L∞(I) ≤ C‖f‖W 1,1(I). Da C∞(I)∩W 1,1(I) dicht in W 1,1(I) ist, folgt

die Behauptung (Beachte: für f ∈ C(I) gilt ‖u‖L∞(I) = ‖u‖∞).

Nun sei p > 1 und x, y ∈ I mit x > y. Dann gilt mit 1/p + 1/p′ = 1

|f(y)− f(x)|p ≤
( y∫

x

|f ′|
)p Hölder

≤ (x− y)p/p′
y∫

x

|f ′|p ≤ (x− y)p/p′
b∫

a

|f ′|p

≤ (x− y)p/p′‖f‖p
W 1,p(I)

,

d.h.

|f(x)− f(y)| ≤ (x− y)
1
p′ ‖f‖W 1,p(I), f ∈W 1,p(I).

Also ist BW 1,p(I),1(0) ⊂ C(I) gleichmäßig gleichgradig stetig. Die Behaup-
tung folgt nun aus dem Satz von Arzelà–Ascoli. �

4. Sobolev Räume II. – Einbettungssätze

Satz 4.1. Für 1 ≤ p <∞ ist der Raum C∞
c (Rd) dicht in Wm,p(Rd).

Beweis. Seien ε > 0, f ∈ Wm,p(Rd) und ψ ∈ C∞
c (Rd) mit suppψ ⊆

B(0, 2) und ψ(x) = 1 für x ∈ B(0, 1). Setze ψj(x) := ψ(x/j).
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Beh. ψjf → f in Wm,p(Rd).
Die Produktregel (Satz 3.8) liefert

|Dα(ψjf − f)| ≤ C
∑

β≤α

|Dβ(ψj − 1)| · |Dα−βf |,

also ∫

Rd

|Dα(ψjf − f)|p ≤ C ′

∫

Rd

∑

β≤α

|Dβ(ψj − 1)|p · |Dα−βf |p

= C ′
∑

β≤α

∫

Rd\B(0,j)

|Dβ(ψj − 1)|p · |Dα−βf |p

+ C ′
∑

β≤α

∫

B(0,j)

|Dβ(ψj − 1)|p · |Dα−βf |p

= C ′
∑

β≤α

∫

Rd\B(0,j)

|Dβ(ψj − 1)|p · |Dα−βf |p

≤ C ′′
∑

β≤α

∫

Rd\B(0,j)

|Dα−βf |p ≤ εp,

falls j groß genug ist.
Nun betrachten wir einen Mollifier (ρn). Dann hat ρn∗ψjf kompakten Träger
und ist glatt. Nach Satz 2.9 und 2.16 gilt Dα(ρn ∗ (ψjf)) = ρn ∗Dα(ψjf)→
Dαψjf für n→∞. Sei also erst j groß und dann n genügend groß, so dass

‖f−ρn∗(ψjf)‖Wm,p(Rd) ≤ ‖f−ψjf‖Wm,p(Rd)+‖ψjf−ρn∗(ψjf)‖Wm,p(Rd) ≤ ε.
�

Satz 4.2. Sei 1 ≤ p ≤ ∞. Dann gilt

W 1,p(R) →֒ L∞(R)

mit stetiger Einbettung, d.h. für eine Konstante Cp

‖u‖L∞(R) ≤ Cp‖u‖W 1,p(R), ∀u ∈W 1,p(R).

Beweis. Sei ϕ ∈ C∞
c (R) und 1 ≤ p < ∞. Setze G(s) := |s|p−1s. Dann

gilt ψ := G(ϕ) ∈ C1
c (R) und ψ′ = G′(ϕ)ϕ′ = p|ϕ|p−1ϕ′. Also erhalten wir

für x ∈ R

G(ϕ(x)) =

x∫

−∞

p|ϕ(t)|p−1ϕ′(t) dt.

Nach der Hölderschen Ungleichung folgt

|G(ϕ(x))| = |ϕ(x)|p ≤ p‖ϕ‖p−1
p ‖ϕ′‖p

und
|ϕ(x)| ≤ C‖ϕ‖(p−1)/p

p ‖ϕ‖1/pp .
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Die Youngsche Ungleichung liefert

(7) |ϕ(x)| ≤ C p−1
p ‖ϕ‖p + C 1

p‖ϕ′‖p ≤ C‖ϕ‖W 1,p(R).

Sei nun u ∈ W 1,p(R). Nach Satz 4.1 existiert un ∈ C∞
c (R) mit un → u in

W 1,p(R). Mit (7) ist dann un eine Cauchyfolge in L∞(R) und die Behauptung
folgt. �

Lemma 4.3. Sei d ≥ 2 und f1, . . . , fd ∈ Ld−1(Rd−1). Für x ∈ Rd und
1 ≤ i ≤ d setze

x̃i := (x1, x2, . . . , xi−1, xi+1, . . . xd) ∈ Rd−1

und sei

f(x) = f1(x̃1)f2(x̃2) · · · fn(x̃d) für x ∈ Rd.

Dann f ∈ L1(Rd) und

‖f‖L1(Rd) ≤
d∏

i=1

‖fi‖Ld−1(Rd−1).

Beweis. Ü.A. �

Theorem 4.4 (Sobolev). Sei 1 ≤ p < d. Dann ist die Einbettung

W 1,p(Rd) →֒ Lp
∗
(Rd), mit

1

p∗
=

1

p
− 1

d

stetig und es existiert C = Cp,d mit

‖f‖Lp∗ ≤ C‖∇f‖Lp ∀f ∈W 1,p(Rd).

Beweis. 1. Schritt: u ∈ C1
c (R

d).
Sei 1 ≤ i ≤ d.

|u(x1, x2, . . . , xd)| =
∣∣∣
xi∫

−∞

∂u

∂xi
(x1, x2, . . . , xi−1, t, xi+1, . . . , xd) dt

∣∣∣

≤
∞∫

−∞

∣∣∣ ∂u
∂xi

(x1, x2, . . . , xi−1, t, xi+1, . . . , xd)
∣∣∣ dt

:= fi(x̃i).

Also ‖fi‖L1(Rd−1) ≤ ‖ ∂u∂xi
‖L1(Rd).

Es gilt |u(x)|d ≤∏d
i=1 |fi(x̃i)|. Mit Lemma 4.3 folgt:

∫

Rd

|u(x)| d
d−1 dx ≤

∫

Rd

d∏

i=1

|fi(x̃i)|
1

d−1 dx ≤
d∏

i=1

∥∥ ∂u
∂xi

∥∥ 1
d−1

L1(Rd)
.
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Das heißt

(8) ‖u‖
L

d
d−1 (Rd)

≤
d∏

i=1

∥∥ ∂u
∂xi

∥∥ 1
d

L1(Rd)
.

Wir wenden (8) auf |u|t, t > 1 anstatt auf u an. Also, mit 1/p+ 1/p′ = 1

‖u‖t
L

td
d−1 (Rd)

=
(∫

Rd

|u| td
d−1 (x) dx

)d−1
d ≤

d∏

i=1

∥∥t|u|t−1 ∂u
∂xi

∥∥ 1
d

L1(Rd)

≤ t
d∏

i=1

∥∥|u|t−1 ∂u
∂xi

∥∥ 1
d

L1(Rd)
≤ t‖u‖t−1

Lp′(t−1)(Rd)

d∏

i=1

∥∥ ∂u
∂xi

∥∥ 1
d

Lp(Rd)
.

Wähle nun t so dass td
d−1 = p′(t − 1), d.h. t = d−1

d p∗ (dann t ≥ 1). Jetzt

durch dividieren durch ‖u‖t−1
Lp′(t−1)(Rd)

bekommen wir

‖u‖Lp∗ (Rd) ≤ t
d∏

i=1

∥∥ ∂u
∂xi

∥∥ 1
d

Lp(Rd)
≤ C‖∇u‖Lp(Rd),

die Behauptung für u ∈ C1
c (R

d).

2. Schritt: Sei u ∈ W 1,p(Rd). Nach Satz 4.1 wähle uk ∈ C∞
c (Rd) mit

uk → u in W 1,p(Rd). Dann ‖uk‖Lp∗(Rd) ≤ C‖∇uk‖Lp(Rd). Dies zeigt auch

dass uk eine Cauchyfolge in Lp
∗
(Rd) ist, deshalb ist sie konvergent. Ei-

ne Teilfolge konvergiert dann fast überall, benutzen wir die selbe Bezeich-
nung uk(x) → u(x) für fast alle x ∈ Rd. Also uk → u in Lp

∗
(Rd), und

‖u‖Lp∗ (Rd) ≤ C‖∇u‖Lp(Rd). �

Bemerkung 4.5. Es genügt Cp,d := (d−1)p
d−p . Die optimale Konstante ist

bekannt aber kompliziert.

Satz 4.6. Sei 1 ≤ p < d. Dann ist die Einbettung

W 1,p(Rd) →֒ Lr(Rd), r ∈ [p, p∗]

stetig.

Beweis. Sei p ≤ r ≤ p∗. Für ein θ gilt 1
r = θ

p + 1−θ
p∗ . Verwende dann die

Interpolationsungleichung, die Youngsche Ungleichung und Theorem 4.4

‖u‖Lr(Rd) ≤ ‖u‖θLp(Rd)‖u‖1−θLp∗ (Rd)
≤ θ‖u‖Lp(Rd) + (1− θ)‖u‖Lp∗(Rd)

≤ ‖u‖Lp(Rd) + ‖u‖Lp∗ (Rd) ≤ ‖u‖Lp(Rd) + C‖∇u‖Lp(Rd)

≤ C ′‖u‖W 1,p(Rd).

�

Theorem 4.7 (Morrey). Es sei p > d. Dann ist die Einbettung

W 1,p(Rd) →֒ L∞(Rd)
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stetig. Ferner existiert ein C := Cd,p so, dass für alle f ∈W 1,p(Rd) gilt

|f(x)− f(y)| ≤ C|x− y|θ‖∇f‖Lp für fast alle x ∈ Rd,

wobei θ = 1− d
p .

Beweis. 1. Schritt: Sei u ∈ C1
c (R

d). Sei Q ein abgeschlossener Würfel

0 ∈ Q mit Seitenlänge r. Sei x ∈ Q, dann u(x)−u(0) =
∫ 1
0

d
dtu(tx)dt. Daraus

|u(x)− u(0)| ≤
1∫

0

d∑

i=1

∣∣ ∂u
∂xi

(tx)
∣∣|xi| dt ≤ r

d∑

i=1

1∫

0

∣∣ ∂u
∂xi

(tx)
∣∣ dt.

Sei ū = |Q|−1
∫
Q u(x) dx. Dann |ū− u(0)| ≤ |Q|−1

∫
Q |u(x)− u(0)|, und

|ū− u(0)| ≤ r
|Q|

∫

Q

1∫

0

n∑

i=1

∣∣ ∂u
∂xi

(tx)
∣∣ dt dx = r

rd

1∫

0

∫

Q

d∑

i=1

∣∣ ∂u
∂xi

(tx)
∣∣ dx dt

= 1
rd−1

1∫

0

d∑

i=1

∫

tQ

∣∣ ∂u
∂xi

(y)
∣∣ dy · 1

td
dt

≤ 1
rd−1

1∫

0

d∑

i=1

(∫

Q

∣∣ ∂u
∂xi

(y)
∣∣p dy

)1/p
|tQ|1/q · 1

td
dt

≤ 1
rd−1‖∇u‖Lp(Q)r

d/q

1∫

0

td/q

td
dt = r1−d/p

1−d/p ‖∇u‖Lp(Q).

Natürlich können wir das ganze für x anstatt für 0 wiederholen und auch Q
verschieben, also

(9) |ū− u(x)| ≤ r1−d/p

1− d/p‖∇u‖Lp(Q) für x ∈ Q.

Daraus

|u(x)−u(y)| ≤ |u(x)− ū|+ |ū−u(y)| ≤ 2r1−d/p

1− d/p‖∇u‖Lp(Q) für x, y ∈ Q.

Sei nun x, y ∈ Rd. Es existiert ein Würfel Q der Seitenlänge r = 2|x−y| mit
x, y ∈ Q.

|u(x) − u(y)| ≤ C|x− y|θ
1− d/p ‖∇u‖Lp(Rd).

2. Schritt: Sei u ∈ W 1,p(Rd). Approximiere mit uk ∈ C∞
c (Rd), d.h. uk → u

in W 1,p(Rd). Wie im Beweis von Theorem 4.4 folgt

|u(x) − u(y)| ≤ C|x− y|θ
1− d/p ‖∇u‖Lp(Rd).
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3. Schritt: Wir zeigen W 1,p(Rd) →֒ L∞(Rd). Sei u ∈ C1
c (R

d), x ∈ Rd und
Q ∋ x der Einheitswürfel. Aus (9) folgt

|u(x)| ≤ |ū|+ C‖∇u‖Lp(Q) ≤ ‖u‖Lp(Q) + C‖∇u‖Lp(Q) ≤ Cd,p‖u‖W 1,p(Rd).

Schließlich approximiere u ∈W 1,p(Rd) mit uk ∈ C1
c (R

d). �

Satz 4.8 (Der Fall p = d). Die Einbettung

W 1,d(Rd) →֒ Lq(Rd), q ∈ [d,∞)

ist stetig.

Beweis. Ohne Beweis. �

Korollar 4.9. Sei m ∈ N (m ≥ 1) und 1 ≤ p <∞. Dann gilt

(a) 1
p − m

d > 0 =⇒ Wm,p(Rd) →֒ Lr(Rd) mit 1
r = 1

p − m
d

(b) 1
p − m

d = 0 =⇒ Wm,p(Rd) →֒ Lr(Rd) für alle r ∈ [p,∞) 1
q = 1

p − m
d

(c) 1
p − m

d < 0 =⇒ Wm,p(Rd) →֒ L∞(Rd)

jeweils mit stetiger Einbettung.

(a) Sei 1
p − m

d < 0, m− d/p 6∈ N. Setze

k :=
[
m− d

p

]
und θ := m− d

p − k, 0 < θ < 1

=⇒ für jede f ∈Wm,p(Rd) es existiert C mit

‖Dαf‖L∞ ≤ C‖f‖Wm,p ∀|α| ≤ k
|Dαf(x)−Dαf(y)| ≤ C‖f‖Wm,p|x− y|θ fast alle x, y ∈ Rd, |α| = k.

Insbesondere gilt

Wm,p(Rd) →֒ Ck(Rd)

mit stetiger Einbettung.

Beweis. ÜA. �

5. Sobolev Räume III. - Gebiete

Notation 5.1. Sei x ∈ Rd. Dann x = (x′, xd) mit x′ ∈ Rd−1, x′ =
(x1, . . . , xd−1). Wir setzen

Rd
+ := {x = (x′, xd) : xd > 0}
Q := {x = (x′, xd) : |x′| < 1 und |xd| < 1}
Q+ := Q ∩Rd

+

Q0 := {x = (x′, xd) : |x′| < 1 und xd = 0}
Definition 5.2. Sei Ω ⊆ Rd offen. Dann heißt Ω von der Klasse Cm, falls
eine lokal endliche Überdeckung {Uj}j∈N des Randes ∂Ω und bijektive Abbil-

dungen Φj : Q→ Uj existieren, so dass Φj, Φ−1
j m-fach stetig differenzierbar

mit gleichmäßig beschränkten Ableitungen sind und Φj(Q+) = Uj ∩ Ω und
Φj(Q0) = Uj ∩ ∂Ω gelten.
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Satz 5.3 (Fortsetzungsoperator). Sei Ω ⊆ Rd beschränkt und von der Klasse
Cm oder Ω = Rd

+. Dann existiert für 1 ≤ p ≤ ∞ ein linearer Operator

F : Lp(Ω)→ Lp(Rd), so dass für alle u ∈W k,p(Ω) mit k ≤ m gilt

(a) Fu Ω = u,

(b) ‖Fu‖W k,p(Rd) ≤ CΩ‖u‖W k,p(Ω).

Beweisidee für m = 1 und Ω beschränkt: Nach Voraussetzung kann
man Ω mit U0 = Ω und endlich vielen Ul überdecken. Die zugehörigen bi-
jektiven Abbildungen bezeichnen wir wieder mit Φl. Betrachte eine dieser
Überdeckung untergeordnete Zerlegung der Eins (ϕl). Die Funktionen ϕlf
(eingeschränkt auf Ω ∩ Ul) liegen in W 1,p(Ω ∩ Ul). Sei einfach

f̃0(x) :=

{
g0(x) x ∈ U0

0 x 6∈ U0
.

Für l > 0 definiere gl := (ϕlf) ◦ Φl. Dann gehört gl zu W 1,p(Q+) nach
Satz 3.9. Setze gl, l > 0 auf Q so fort:

g̃l((x
′, xd)) :=

{
gl((x

′, xd)) (x′, xd) ∈ Q+

gl((x
′,−xd)) (x′, xd) 6∈ Q+ ∪Q0.

Es gilt g̃l ∈ W 1,p(Q) und ‖g̃l‖W 1,p(Q) ≤ C‖gl‖W 1,p(Q+) (dies ist noch zu

beweisen!). Jetzt sei f̃l := g̃l ◦ Φ−1
l . Dann gilt f̃l Ω∩Ul

= (ϕlf) Ω∩Ul
und f̃l

ist null außerhalb von Φ−1
l (Q). Betrachte jedes f̃l als eine Funktion definiert

auf Rd (0 außerhalb Ul). Dann f̃l ∈W 1,p(Rd), also liegt die Funktion

f̃ =

N∑

l=0

f̃l

auch in W 1,p(Rd) und sie ist eine Fortsetzung von f (nach Konstruktion).
Die folgenden Abschätzungen gelten für l > 0:

‖gl‖W 1,p(Q+) ≤ C‖ϕlf‖W 1,p(Ω∩Ul), ‖gl‖Lp(Q+) ≤ C‖ϕlf‖Lp(Ω∩Ul)

‖g̃l‖W 1,p(Q) ≤ C‖gl‖W 1,p(Q+), ‖g̃l‖Lp(Q) ≤ C‖gl‖Lp(Q+)

‖f̃l‖W 1,p(Ul) ≤ C‖g̃l‖W 1,p(Q), ‖f̃l‖Lp(Ul) ≤ C‖g̃l‖Lp(Q),

wobei die Konstante C nur von Ω, von der Überdeckung und von den zu-
gehörigen Funktionen Φl abhängt. Also

‖f̃‖W 1,p(Rd) ≤
N∑

l=0

‖f̃l‖W 1,p(Rd) =
N∑

l=0

‖f̃l‖W 1,p(Ul) ≤ C ′
N∑

l=0

‖ϕlf‖W 1,p(Ul∩Ω)

≤ C ′′‖f‖W 1,p(Ω).

Analog folgt die Abschätzung im Fall k = 0. �
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Satz 5.4 (Dichtheit). Sei ∅ 6= Ω ⊆ Rd beschränkt und von der Klasse Cm.
Sei u ∈ Wm,p(Ω) wobei 1 ≤ p < ∞. Dann existiert eine Folge (un) ⊆
C∞
c (Rd) mit un Ω → u in Wm,p(Ω), d.h. die Menge

{
u Ω : u ∈ C∞

c (Rd)
}

ist ein dichter Unterraum von Wm,p(Ω).

Beweis. Sei u ∈Wm,p(Ω) und betrachte Fu. Satz 4.1 liefert eine Folge
(vn) ⊆ C∞

c (Rd) mit

lim
n→∞

‖vn − Fu‖Wm,p(Rd) = 0.

Die Folge un := vn Ω hat die gewünschten Eigenschaften. �

Korollar 5.5. Sei m ∈ N (m ≥ 1), ∅ 6= Ω ⊆ Rd beschränkt von der Klasse
Cm oder Ω = Rd

+ und 1 ≤ p <∞. Dann gelten die folgende Aussagen

(a) 1
p − m

d > 0 =⇒ Wm,p(Ω) →֒ Lr(Ω) mit 1
r = 1

p − m
d ,

(b) 1
p − m

d = 0 =⇒ Wm,p(Ω) →֒ Lr(Ω) für alle r ∈ [d,∞),

(c) 1
p − m

d < 0 =⇒ Wm,p(Ω) →֒ L∞(Ω)

jeweils mit stetiger Einbettung.

(a) Sei 1
p − m

d < 0, m− d/p 6∈ N. Setze

k :=
[
m− d

p

]
und θ := m− d

p − k, 0 < θ < 1

=⇒ für jede f ∈Wm,p(Ω). Dann existiert C mit

‖Dαf‖L∞(Ω) ≤ C‖f‖Wm,p(Ω) für alle |α| ≤ k
|Dαf(x)−Dαf(y)| ≤ C‖f‖Wm,p(Ω)|x− y|θ für fast alle x, y ∈ Ω, |α| = k.

Insbesondere gilt

Wm,p(Ω) →֒ Ck(Ω)

mit stetiger Einbettung.

Beweis. Ü.A. �

Satz 5.6 (Charakterisierungen von Sobolev Funktionen). Es sei f ∈ Lp(Ω)
mit 1 < p ≤ ∞. Äquivalent sind

(a) f ∈W 1,p(Ω)
(b) Es existiert C > 0
∣∣∣
∫

Ω

f
∂ϕ

∂xi

∣∣∣ ≤ C‖ϕ‖Lp′ (Ω), für alle ϕ ∈ C∞
c (Ω), i = 1, . . . , d.

(c) Es existiert ein C > 0, so dass für jedes Ω′ ⊂ Ω mit Ω′ ⊆ Ω und
für alle h ∈ Rd mit |h| < dist(Ω′,Ωc) gilt

‖τhf − f‖Lp(Ω′) ≤ C|h|.
Bemerkung 5.7. Es kann C = ‖∇f‖Lp(Ω) gewählt werden.
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Falls p = 1, so gilt (a) =⇒ (b) ⇐⇒ (c)

Beweis. ÜA. �

Satz 5.8. Sei Ω ⊆ Rd offen, 1 ≤ p < ∞ und M ⊆ Lp(Ω) beschränkt. Es
gelte

(a) für alle ε > 0 und Ω′ ⊆ Ω′ ⊆ Ω existiert ein 0 < δ < dist(Ω′,Ωc)
mit

‖τhf − f‖Lp(Ω′) < ε für alle h ∈ Rd mit |h| < δ und für alle f ∈M,

wobei (τhf)(x) = f(x+ h).
(b) für alle ε > 0 existiert ein Ω′ ⊆ Ω mit Ω′ kompakt in Ω, so dass

‖f‖Lp(Ω\Ω′) < ε für alle f ∈M.

Dann ist M relativ kompakt in Lp(Ω).

Beweis. (Skizze). Wir betrachten zunächst den Fall Ω = Rd. Nach Vor-
aussetzung (b) können wir Ω′ ⊂ Ω mit Ω′ kompakt in Ω wählen, so dass ein
C > 0 mit

‖f‖Lp(Ω\Ω′) ≤ Cε, f ∈M.(10)

existiert. Sei ηn ein Mollifier und Φ ∈ Cc(Rd). Dann gilt

‖ηn ∗ Φ− Φ‖Lp(Rd) ≤ sup
h∈B(0,ε)

‖τhΦ− Φ‖Lp(Rd) .(11)

Da Cc(R
d) dicht in Lp(Rd) ist, existiert für f ∈ Lp(Rd) eine Folge (Φj)j∈N ⊂

Cc(R
d) mit limj→∞ Φj = f in Lp(Rd). Es gilt

lim
n→∞

ηn ∗ Φj = ηn ∗ f in Lp(Rd),

lim
j→∞

τhΦj = τhf in Lp(Rd).

Damit folgt aus (11) und (a), dass

lim
n→∞

‖ηn ∗ f − f‖Lp(Ω′) = 0

gleichmäßig für alle f ∈M , d.h. es existiert ein C > 0 und ein n ∈ N mit

‖ηn ∗ f − f‖Lp(Ω′) < Cε, f ∈M.(12)

Wegen ηn ∗ f ∈ C∞(Rd) gilt insbesondere ηn ∗ f ∈ C(Ω′). Mit Arzela-Ascoli
folgt nun, dass

M ′ = {ηn ∗ f : f ∈M}
relativ kompakt ist.
Somit existieren nach (Adams, Sobolev Spaces) Theorem 1.19 (Total be-
schränkt) eine endliche Menge von Funktionen {ψ1, . . . , ψm} ⊂ C(Ω′) mit

M ′ ⊂
n⋃

i=1

B(ψi, ε).
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Daher existiert ein C > 0, so dass für f ∈M ein j ∈ {1, . . . ,m} mit

|ψj(x)− (ηn ∗ f)(x)| < Cε, x ∈ Ω′(13)

existiert. Bezeichne die Erweiterung mit 0 auf Rd von ψ mit ψ̃. Dann folgt
aus (10), (11), (12) und (13), dass

‖f − ψ̃j‖Lp(Rd) < ε

für ein j ∈ {1, . . . ,m} gilt, d.h.

M ⊂
m⋃

i=1

B(ψ̃i, ε).

Daher ist M relativ kompakt.
Der allgemeine Fall folgt aus dem Spezialfall, wenn man die Menge M̃ = {f̃ :

f ∈M}, wobei f̃ die Erweiterung mit 0 auf Rd von f bezeichnet, betrachtet.
(s. Adams, Sobolev Spaces, Theorem 2.32) �

Theorem 5.9 (Rellich). Sei ∅ 6= Ω ⊆ Rd beschränkt der Klasse C1. Sei
1 ≤ p <∞. Dann gilt

(a) p < d =⇒ W 1,p(Ω) →֒ Lr(Ω), r ∈ [1, p∗), wobei 1
p∗ = 1

p − 1
d erfüllt

ist;
(b) p = d =⇒ W 1,p(Ω) →֒ Lr(Ω), r ∈ [1,∞);
(c) p > d =⇒ W 1,p(Ω) →֒ C(Ω)

jeweils mit kompakter Einbettung.

Beweis. (a) Sei B die Einheitskugel in W 1,p(Ω). Wir verwenden Satz
5.8. Sei 1 ≤ r < p∗. Dann existiert ein θ ∈ (0, 1] mit 1

r = θ
1 + 1−θ

p∗ . Sei

Ω′ ⊆ Ω′ ⊆ Ω und |h| < dist(Ω′,Ωc). Die Interpolationsungleichung 1.11 und
5.6 liefern

‖τhu− u‖Lr(Ω′) ≤ ‖τhu− u‖αL1(Ω′)‖τhu− u‖1−αLp∗ (Ω′)

≤ |h|α‖∇u‖αL1(Ω)(2‖u‖Lp∗ (Ω))
1−α

≤ C|h|α‖∇u‖αLp(Ω)‖u‖1−αW 1,p(Ω)
≤ C|h|α,

falls u ∈ B. Ferner gilt für solche u

‖u‖Lr(Ω\Ω′) =
( ∫

Ω\Ω′

|u(x)|r dx
)1/r

≤ ‖u‖Lp∗ (Ω\Ω′)|Ω \ Ω′|1−r/p∗

≤ |Ω \Ω′|1−r/p∗ ≤ ε,
falls Ω′ geeignet gewählt ist.
(b) Analog.
(c) Sei p > d. Sei B die Einheitskugel in W 1,p(Ω). Es ist zu zeigen, dass B
relativ kompakt in C(Ω) ist. Korollar 5.5 liefert

|f(x)− f(y)| ≤ C|x− y|α ∀f ∈ B,
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mit α > 0, d.h. B ist gleichmäßig gleichgradig stetig. Der Satz von Arzelà–
Ascoli liefert die Behauptung.

�

Satz 5.10 (Poincaré Ungleichung). Sei ∅ 6= Ω ⊂ Rd offen und beschränkt.
Dann existiert CΩ > 0 mit

‖f‖Lp(Ω) ≤ CΩ‖∇f‖Lp(Ω) für alle f ∈W 1,p
0 (Ω).

Beweis. Sei f ∈ C∞
c (Ω) und Ω ⊆ [a1, b1] × · · · × [ad, bd], und definiere

f = 0 auf Rd \ Ω. Dann gilt für i = 1, . . . , d

|f(x1, . . . , xi, . . . xd)|p = |f(x1, . . . , xi, . . . xd)− f(x1, . . . , ai, . . . xd)|p

=
∣∣∣
xi∫

ai

∂if(x1, . . . , yi, . . . xd)
∣∣∣
p
dyi

≤ (bi − ai)p/q
xi∫

ai

|∂if |p ≤ (bi − ai)p/q
bi∫

ai

|∂if |p.

Daher

‖f‖pLp(Ω) ≤ (bi − ai)p/p
′
(bi − ai)‖∂if‖pLp(Ω) = (bi − ai)p‖∂if‖pLp(Ω).

Da (
∑d

i=1 |∂if |p)1/p ≤M |∇f |, so erhalten wir die gewünschte Ungleichung.
�

Satz 5.11 (Einbettungssätze für W 1,p
0 (Ω)). Die obigen Einbettungssätze gel-

ten auch für W 1,p
0 -Räume.

Beweis. Klar, da W 1,p
0 (Ω) ⊂W 1,p(Ω). �

Bemerkung 5.12 (Vektorwertige Sobolev-Räume). Sei m ∈ N, k ∈ N0,
1 ≤ p ≤ ∞ und Ω ⊂ Rd offen. Wir definieren

W k,p(Ω,Rm) := {f = (f1, . . . , fm) : fi ∈W k,p(Ω), i = 1, . . . ,m}.
Dann gelten die Sätze für W k,p(Ω) auch für vektorwertige Sobolev-Räume.

Beweis. Sätze komponentenweise anwenden. �

6. Sobolev Räume IV. Spuroperatoren

Satz 6.1 (Spursatz (Halbraum)). Sei 1 ≤ p < ∞. Dann existiert eine ein-
deutige stetige Abbildung Γ

Rd
+

: W 1,p(Rd
+)→ Lp(Rd−1) mit

Γ
Rd

+
u = u|∂Rd

+
, u ∈ C∞

c (Rd
+).

Beweis. Ü.A. �

Satz 6.2. Sei 1 ≤ p <∞. Dann gilt:

u ∈W 1,p
0 (Rd

+)⇔ Γ
Rd

+
u = 0, u ∈W 1,p(Ω).
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Beweis. Die Richtung von links nach rechts ist klar. Sei nun u ∈W 1,p(Rd
+)

mit Γ
Rd

+
u = 0 und (un) ⊂ C∞

c (Rd) mit un → u in W 1,p(Rd
+). Wir bezeichnen

die Fortsetzung von u mit 0 auf Rd mit ũ und zeigen, dass ũ ∈ W 1,p(Rd)
liegt, wobei Dαũ die Fortsetzung von Dαu mit 0 auf Rd ist. Es gilt

∫

Rd

Dαũϕ =

∫

Rd
+

Dαuϕ = lim
n→∞

∫

Rd
+

Dαunϕ

= lim
n→∞


−

∫

Rd
+

unD
αϕ+

∫

∂Rd
+

unϕ




= lim
n→∞

∫

Rd
+

unD
αϕ =

∫

Rd
+

uDαϕ =

∫

Rd

ũDαϕ,

|α| ≤ 1, ϕ ∈ C∞
c (Rd),

da ∣∣∣∣∣∣∣

∫

∂Rd
+

unϕ

∣∣∣∣∣∣∣
≤ ‖Γ

Rd
+
un‖Lp(Rd−1)‖ϕ‖Lp′ (Rd−1) → 0 für n→∞.

Daher liegt u ∈ W 1,p(Rd). Da h 7→ T~hu (vgl. 1. Übungsblatt) für ~h =

(0, 0, 0, . . . , h) eine stetige Abbildung mit Werten in W 1,p(Rd) ist, folgt die
Behauptung nach Lemma 3.10 (d). �

Satz 6.3 (Spursatz). Sei 1 ≤ p < ∞ und ∅ 6= Ω ⊂ Rd
+ beschränkt und

von der Klasse C1. Dann existiert eine eindeutige stetige Abbildung ΓΩ :
W 1,p(Ω)→ Lp(∂Ω) mit

ΓΩu = u|∂Ω, u ∈ C∞
c (Ω).

Beweis. Nach Voraussetzung existiert eine Überdeckung Uj des Randes
von Ω. Wir bezeichnen wieder die zugehörigen Diffeomorphismen mit Φj.

Weiter sei ϕj eine der Überdeckung Uj untergeordnete Zerlegung der Eins
und ψj ∈ C∞

c (Rd) mit 0 ≤ ψj ≤ 1 und suppϕj ⊂⊂ {ψj ≡ 1}. Wir definieren

ΓΩu :=
∑

ϕj(ΓRd
+
(ψju) ◦ Φj) ◦Φ−1

j .

Dann gilt:

(ΓΩu)(x) =
∑

ϕj(x)(ΓRd
+
(ψju) ◦ Φj) ◦ Φ−1

j (x)

=
∑

ϕj(x)((ψju) ◦ Φj) ◦Φ−1
j (x) =

∑
ϕj(x)(ψju)(x)

= u(x), x ∈ ∂Ω, u ∈ C∞
c (Rd).

�
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Satz 6.4. Sei 1 ≤ p <∞, ∅ 6= Ω ⊂ Rd und von der Klasse C1. Dann gilt:

u ∈W 1,p
0 (Ω)⇔ ΓΩu = 0, u ∈W 1,p(Ω).

Beweis. Ü.A. Lokalisierung unter Verwendung von Satz 6.2. �

Bemerkung 6.5. Es stellt sich die Frage, ob die Abbildung ΓΩ : W 1,p(Ω)→
Lp(Ω) surjektiv ist, d.h. kann jede Lp-Funktion auf dem Rand ins Innere
fortgesetzt werden?

Antwort: Nein, man kann aber zeigen, dass ΓΩ : W 1,p(Ω) → W
1− 1

p
,p
(∂Ω)

für 1 < p <∞ surjektiv ist. Hier:

W s,p(∂Ω) :=



u ∈ L

p(∂Ω) :

∫

∂Ω

∫

∂Ω

|u(x)− u(y)|p
|x− y|d+sp dx dy <∞



 , s ∈ (0, 1).



KAPITEL 3

Elliptische Randwertproblem in L
2

1. Elliptische Randwertprobleme

Notation 1.1. Die Sobolevräume werden im Falle p = 2 mit Hm(Ω) =

Wm,2(Ω) bzw. mit Hm
0 (Ω) = Wm,2

0 (Ω) bezeichnet.

Bemerkung 1.2. Die Räume Hm und Hm
0 sind Hilberträume mit dem Ska-

larprodukt

〈f, g〉 :=
∑

|α|≤m

∫

Ω

DαfDαg.

Insbesondere sind sie reflexiv. Die Norm ist hier gegeben durch das Skalar-
produkt

‖f‖Hm(Ω) := 〈f, f〉1/2 :=
( ∑

|α|≤m

∫

Ω

∣∣Dαf
∣∣2
)1/2

,

welches zu der Wm,2-Norm äquivalent ist.

Im Folgenden nehmen wir stillschweigend K = R an, aber natürlich gelten
die Resultate auch im Falle K = C.

Lemma 1.3. Sei ∅ 6= Ω ⊂ Rd offen, beschränkt und von der Klasse C1.
Sei (un) ⊆ H1(Ω) schwach konvergent gegen ein u. Dann konvergiert un in
L2(Ω) gegen u.

Beweis. Die Einbettung H1(Ω) →֒ L2(Ω) ist kompakt (siehe Theorem
5.9). Nehmen wir an, dass eine Teilfolge unk

existiert mit ‖unk
− u‖L2(Ω) ≥

ε für ein festes ε > 0 und für alle nk. Diese Teilfolge wird auch mit un
bezeichnet. Da (un) beschränkt in H1(Ω) ist, hat es eine L2(Ω)-konvergente
Teilfolge unk

→ u′. Aber unk
→ u schwach in H1(Ω) also auch schwach in

L2(Ω), was zu dem Widerspruch u′ = u führt. �

Bemerkung 1.4. Natürlich gilt das obige Resultat für W 1,p Räumei, so
lange 1 < p <∞ ist.

1.1. Elliptische Gleichungen 2. Ordnung mit Dirichlet Randbe-
dingungen. Sei ∅ 6= Ω ⊆ Rd offen und beschränkt. Seien aji = aij ∈ C1(Ω),

1 ≤ i, j ≤ d und a0 ∈ C(Ω), a0(x) ≥ 0 für jedes x ∈ Ω. Wir setzen im Fol-
genden die sogenannte Elliptizitätsbedingung voraus:

d∑

i,j=1

aij(x)ξiξj > α|ξ|2, ∀x ∈ Ω, ∀ξ ∈ Rd,

32
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für ein α > 0, d.h. die Matrix mit den Einträgen (aij) ist positiv definit.

Problem 1.5 (Dirichlet-Randbedingung). Finde u : Ω→ R mit

(P)




−

d∑

i,j=1

∂

∂xj

(
aij

∂u

∂xi

)
+ a0u = f in Ω

u = 0 auf ∂Ω

Klassische Lösung: Eine Funktion u ∈ C2(Ω), welche (P) erfüllt.

Schwache Lösung: Eine Funktion u ∈ H1
0 (Ω) mit

(SP) +

∫

Ω

d∑

i,j=1

aij
∂u

∂xi

∂v

∂xj
+

∫

Ω

a0uv =

∫

Ω

fv, ∀v ∈ H1
0 (Ω).

Schritt 1: Klassische Lösungen sind auch schwache Lösungen
Falls u ∈ C2(Ω) gilt auch u ∈ H1(Ω) ∩C(Ω). Da u ∂Ω = 0, liegt u in H1

0 (Ω)
. Multiplikation mit v ∈ C∞

c (Ω) und partielle Integration liefern (SP) für
v ∈ C∞

c (Ω). Der Dichtesatz 3.7 gibt (P) für alle v ∈ H1
0 (Ω).

Schritt 2: Existenz von schwachen Lösungen
Seien nun aij ∈ L∞(Ω), f ∈ L2(Ω). Dann existiert eine eindeutige Lösung
u ∈ H1

0 (Ω) des schwachen Problems (SP), mit

‖u‖H1
0 (Ω) ≤ C‖f‖L2(Ω)

mit einer von f unabhängigen Konstanten C.

Beweis. Setze

a(u, v) :=

∫

Ω

d∑

i,j=1

aij
∂u

∂xi

∂v

∂xj
+

∫

Ω

a0uv,

b(v) :=

∫

Ω

fv, v ∈ H1
0 (Ω).

Dann ist a eine stetige Bilinearform auf H1
0 (Ω), denn

|a(u, v)| ≤ C‖∇u‖L2(Ω)‖∇v‖L2(Ω) +C‖u‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω)

≤ C ′‖u‖H1(Ω)‖v‖H1(Ω).
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Genauso sieht man, dass das lineare Funktional b stetig ist. Die Bilinearform
a ist auch koerziv, denn

a(u, u) =

∫

Ω

( d∑

i,j=1

aij
∂u

∂xi

∂u

∂xj
+ a0u

2
) ellipt.
≥

∫

Ω

α|∇u|2 + a0

∫

Ω

|u|2

≥ α‖∇u‖2L2(Ω) = α‖∇u‖2L2(Ω) + ε‖u‖2L2(Ω) − ε‖u‖2L2(Ω)

= ε‖u‖2H1(Ω) + (α− ε)‖∇u‖2L2(Ω) − ε‖u‖2L2(Ω)

Poincaré
≥ ε‖u‖2H1(Ω) + (α−ε)

C2
Ω
‖u‖2L2(Ω) − ε‖u‖2L2(Ω)

= ε‖u‖2H1(Ω) +
(
α
C2

Ω
− ε
(
1 + 1

C2
Ω

)
‖u‖2L2(Ω).

Für genügend kleines ε > 0 folgt die Koerzivität von a, d.h a(u, u) ≥
ε‖u‖2H1(Ω), u ∈ H1

0 (Ω). Verwendung vom Lax–Milgram Lemma liefert die

Existenz und die Eindeutigkeit der Lösung (vgl. ÜA).

Die schwache Lösung u erfüllt

‖u‖2H1
0
≤ 1

ε
a(u, u) =

1

ε
b(u) =

∫

Ω

fu ≤ ‖f‖L2(Ω)‖u‖L2(Ω).

Dies zeigt ‖u‖H1
0
≤ 1

ε‖f‖L2(Ω), also die gewünschte Normabschätzung. �

Schritt 3: Regularität der Lösung
Seien aij(x) = δij für alle x ∈ Ω und Ω offen, beschränkt, von der Klasse
C2. Sei f ∈ L2(Ω), u ∈ H1

0 (Ω) schwache Lösung von (P). Dann gilt

(a) u ∈ H2(Ω) und ‖u‖H2(Ω) ≤ c‖f‖L2(Ω).

(b) Ist f ∈ Hm(Ω) und ∂Ω der Klasse Cm+2 =⇒ u ∈ Hm+2(Ω) und
‖u‖Hm+2(Ω) ≤ C‖f‖Hm(Ω).

Beweis. Siehe Kapitel 2. �

Korollar 1.6. Sei f ∈ Hm(Ω) und u ∈ Hm+2(Ω) die schwache Lösung
von (P). Die Sobolevschen Einbettungsätze 4.9 geben W l,p(Ω) →֒ C2(Ω),
falls l > 2 + d/p. Für p = 2 und m > d/2 gilt u ∈ Hm+2(Ω) →֒ C2(Ω).

Schritt 4: Rückkehr zur klassischen Lösung
Sei f ∈ Hm(Ω) mit m > d/2. Dann existiert eine schwache Lösung u ∈
H1

0 (Ω)∩C2(Ω). Ferner partielle Integration und Dichtheitsargument liefern
die Existenz klassischer Lösungen.

2. L2-Regularitätstheorie

Sei ∅ 6= Ω ⊆ Rd offen und beschränkt. Seien aji = aij ∈ C1(Ω), 1 ≤ i, j ≤ d

und bi, a0 ∈ C(Ω), 1 ≤ i ≤ d. Wir setzen die Elliptizitätsbedingung vor-
aus. Wir untersuchen zunächst die Regularität von Lösungen der folgenden
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Gleichung für f ∈ L2(Ω).

(14) −
d∑

i,j=1

∂j
(
aij∂iu

)
+

d∑

i=1

bi∂iu+ a0u = f in Ω.

Theorem 2.1 (Innere Regularität). Sei f ∈ L2(Ω) und u ∈ H1(Ω) eine
schwache Lösung von (14). Dann ist u ∈ H2

loc(Ω) und für V ⊂⊂ Ω gilt:

‖u‖H2(V ) ≤ C
(
‖f‖L2(Ω) + ‖u‖L2(Ω)

)
,

wobei C nur von Ω, V und aij , bi und a0 abhängt.

Beweis. Wir betrachten nur den Fall aij = δij , bi = a0 = 0. Zu V ⊂ Ω
wähle W1 ⊂ Ω und W2 ⊂ Ω offen mit

V ⊂W1 ⊂W1 ⊂W2 ⊂W2 ⊂ Ω

und ξ ∈ C∞
c (Rd) mit ξ = 1 auf V , ξ = 0 auf Rd \ W1 und 0 ≤ ξ ≤ 1.

Betrachte
∫

Ω

(∇ϕ)(∇u) =

∫

Ω

ϕf, ϕ ∈ H1
0 (Ω)(15)

Setze ϕ = −D−h
k (ξ2Dh

ku), wobei

Dh
ku(x) =

u(x+ hek)− u(x)
h

, h 6= 0.

Dann gilt
∫

Ω

ϕf =

∫

Ω

∇ϕ∇u =

∫

Ω

∇
(
D−h
k (ξ2Dh

ku)
)
∇u =

∫

Ω

∇
(
(ξ2Dh

ku)
)
Dh
k∇u

=

∫

Ω

2ξ(∇ξ)Dh
kuD

h
k∇u+

∫

Ω

ξ2Dh
k (∇u)Dh

k∇u

≥ −C‖Dh
ku‖L2(W1)‖ξDh

k∇u‖L2(W1) + ‖ξDh
k∇u‖2L2(Ω)

≥ 1

2
‖ξDh

k∇u‖2L2(Ω) − C‖∇u‖2L2(W1)
.

Weiter

‖ϕ‖2L2(Ω) ≤ C‖∇(ξ2Dh
ku)‖2L2(Ω) ≤ C(‖2ξ∇ξDh

ku‖2L2(Ω) + ‖ξ2∇Dh
ku‖2L2(Ω))

≤ C
(
‖Dh

ku‖2L2(W1)
+ ‖ξ2Dh

k∇u‖2L2(W1)

)

≤ C
(
‖∇u‖L2(W1) + ‖ξ2Dh

k∇u‖2L2(W1)

)
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und damit

|
∫

Ω

ϕf | ≤ C‖f‖L2(Ω)‖ϕ‖L2(Ω)

≤ C‖f‖L2(Ω)(‖∇u‖L2(W1) + ‖ξ2Dh
k∇u‖L2(W1))

≤ C
(
‖f‖2L2(Ω) + ‖u‖2H1(W1) +

1

4
‖ξ2Dh

k∇u‖2L2(Ω)

)
.

Also,

1

4
‖Dh

k∇u‖2L2(V ) ≤
1

4
‖ξDh

k∇u‖2L2(Ω) ≤ C(‖f‖2L2(Ω) + ‖u‖2H1(W1)
)

für h klein genug, d.h. ∇u ∈ H1(V ) und

‖u‖H2(V ) ≤ C(‖f‖L2(Ω) + ‖u‖H1(W1)).

Wähle η ∈ C∞
c (Rd) mit η = 1 auf W1, η = 0 auf Rd \W2 und 0 ≤ η ≤ 1.

Mit ϕ = η2u in (15) erhalten wir
∫

Ω

fϕ =

∫

Ω

(∇ϕ)∇u =

∫

Ω

η2(∇u)(∇u) +

∫

Ω

2η(∇η)u∇u

≥ ‖η∇u‖2L2(Ω) − C‖u‖L2(W2)‖η∇u‖L2(W2)

≥ 1

2
‖η∇u‖2L2(W2) − C‖u‖2L2(Ω)

und

|
∫

Ω

ϕf | ≤ C
(
‖f‖L2(Ω)‖u‖L2(Ω)

)

≤ C
(
‖f‖2L2(Ω) + ‖u‖2L2(Ω)

)
,

d.h.

‖∇u‖L2(W1) ≤ ‖η∇u‖L2(Ω) ≤
(
‖f‖2L2(Ω) + ‖u‖2L2(Ω)

)
.

Also

‖u‖H1(W2) ≤ C(‖f‖L2(Ω) + ‖u‖L2(Ω).

�

Theorem 2.2 (Höhere innere Regularität). Sei aij , a0, bi ∈ Cm+1(Ω), m ∈
N, f ∈ Hm(Ω) und u ∈ H1(Ω) eine schwache Lösung von (14). Dann ist
u ∈ Hm+2

loc (Ω) und für V ⊂⊂ Ω gilt:

‖u‖Hm+2(V ) ≤ C
(
‖f‖Hm(Ω) + ‖u‖L2(Ω)

)
,

wobei C nur von Ω, V und aij , bi, a0 abhängt.
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Beweis. Der Fall m = 0 ist klar. Wir betrachten nur den Fall bi = a0 =
0. Sei nun m ∈ N und das Theorem gelte für m. Insbesondere gilt dann
u ∈ H2+m

loc (Ω) und für alle V ⊂⊂ Ω existiert C > 0 mit

‖u‖H2+m(V ) ≤ C(‖f‖Hm(Ω) + ‖u‖L2(Ω)), f ∈ Hm(Ω).(16)

Wir zeigen, dass das Theorem dann auch für m+ 1 gilt.
Sei W ⊂ Ω mit V ⊂W ⊂W ⊂ Ω und |α| = m+ 1. Wähle ϕ̃ ∈ C∞

c (W ) und

ϕ = (−1)|α|Dαϕ̃. Mit partieller Integration erhalten wir

d∑

i,j=1

∫

Ω

aij∂iϕ̃∂j ũ =

∫

Ω

ϕ̃f̃(17)

mit ũ = Dαu ∈ H1(W ) und

f̃ = Dαf −
∑

β≤α,β 6=α


−

d∑

i,j=1

∂i(D
α−βaijD

β∂ju)


 .

Insbesondere folgt aus (16) f̃ ∈ L2(W ) und

‖f‖L2(W ) ≤ C(‖f‖Hm+1(Ω) + ‖u‖L2(Ω)).

Daher folgt mit Theorem 2.1

‖ũ‖H2(V ) ≤ C(‖f̃‖L2(W ) + ‖ũ‖L2(W )) ≤ C(‖f‖Hm+1(Ω) + ‖u‖L2(Ω)),

d.h. ‖u‖Hm+3(V ) ≤ C(‖f‖Hm+1(Ω) + ‖u‖L2(Ω)). �

Im nächsten Schritt betrachten wir das Problem

−
d∑

i,j=1

∂j
(
aij∂iu

)
+

d∑

i=1

bi∂iu+ a0u = f in Ω(18)

u = 0 auf ∂Ω.

Theorem 2.3. Sei Ω ⊂ Rd beschränkt von der Klasse C2, f ∈ L2(Ω) und
u ∈ H1

0 (Ω) eine schwache Lösung von (18). Dann ist u ∈ H2(Ω) und es gilt:

‖u‖H2(Ω) ≤ C
(
‖f‖L2(Ω) + ‖u‖L2(Ω)

)
,

wobei C nur von Ω und aij, bi, a0 abhängt.

Beweis. Wir betrachten wieder nur den Fall aij = δij , bi = a0 = 0.
Schritt 1:
Sei Ω = B(0, 1) ∩ Rd

+ und setze V = B(0, 1
2 ) ∩ Rd

+. Wähle ξ ∈ C∞
c (Rd) mit

ξ ≡ 1 auf B(0, 1
2 ), ξ ≡ 0 auf Rd \B(0, 1) und 0 ≤ ξ ≤ 1. Sei u ∈ H1(Ω) mit

u|∂Ω∩∂Rd
+

= 0 und

∫

Ω

(∇ϕ)(∇u) =

∫

Ω

ϕf, ϕ ∈ H1
0 (Ω),
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Für k = 1, . . . , d− 1 setze ϕ := −D−h
k (ξ2Dh

ku). Da

ϕ(x) = −1

h
D−h
k

(
ξ2(x) [u(x+ hek)− u(x)]

)

=
1

h2

(
ξ2(x− hek)[u(x)− u(x− hek)]− ξ2(x)[u(x + hek)− u(x)]

)
,

x ∈ Ω,

folgt ϕ ∈ H1
0 (Ω). Wie im Beweis von Theorem 2.1 erhalten wir

‖Dh
k∇u‖2L2(V ) ≤ C

(
‖f‖2L2(Ω) + ‖u‖2H1

0 (Ω)

)
,

d.h. ∂ku ∈ H1(V ) für k = 1, . . . , d− 1 und

d∑

k,l=1,k+l<2d

‖∂k∂lu‖L2(V ) ≤ C
(
‖f‖L2(Ω) + ‖u‖H1(Ω)

)
.(19)

Desweiteren gilt:

−∂2
du =

d−1∑

i=1

∂2
i u−∆u =

d−1∑

i=1

∂2
i u+ f.

Damit (i. A. aus der Elliptizität)

‖∂2
du‖L2(V ) ≤ C

(
‖f‖L2(Ω) + ‖u‖H1(Ω)

)
.(20)

Außerdem gilt:

α‖u‖2H1(Ω) ≤
∫

Ω

(∇u)(∇u) =

∫

Ω

uf ≤ ‖f‖2L2(Ω) + ‖u‖2L2(Ω)(21)

Aus (19), (20) und (21) folgt nun

‖u‖H2(V ) ≤ C
(
‖f‖L2(Ω) + ‖u‖L2(Ω)

)
.

Schritt 2:
Sei nun Ω beliebig und wähle zu x ∈ ∂Ω

Φx : Ω′ := B(x, r) ∩ Rd
+ → U(x),

V ′ := B(x, r/2) ∩ Rd für ein r > 0 (vgl. Definition 5.2. Setze V := Φx(V
′).

und u′ = u ◦ Φx. Dann gilt u′ ∈ H1(Ω′), u|∂Ω′∩Rd
+

= 0 und (dies ist noch zu

Zeigen)

d∑

i,j=1

∫

Ω

a′ij∂jϕ
′∂iu

′ =

∫

Ω

d∑

i=1

b′iϕ
′∂iu

′ +

∫

Ω

a′0ϕ
′u′ +

∫

Ω

ϕ′f ′,

mit f ′ = f ◦ Φx und geeigneten a′ij, b
′
i und a′0. Außerdem gilt (auch dies ist

noch zu Zeigen)

d∑

i,j=1

a′ijξiξj ≥ α′|ξ|2, ξ ∈ Rd.
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Nach dem ersten Schritt ist u′ ∈ H2(V ′) und es gilt

‖u′‖H2(V ′) ≤ C(‖f ′‖L2(Ω′) + ‖u′‖L2(Ω′)),

wobei C > 0 unabhängig von f ′ ist. Also ist u ∈ H2(V ) und es gilt

‖u‖H2(V ) ≤ C(‖f‖L2(Ω) + ‖u‖L2(Ω))

mit einer von f unabhängigen Konstante C.
Da ∂Ω kompakt ist, können wir ∂Ω mit endlich vielen V1, . . . , VN überdecken.
Dies liefert zusammen mit der inneren Regularität die gewünschte Abschätzung.

�

Analog zu Theorem 2.2 erhalten wir

Theorem 2.4. Sei aij , bi, a0 ∈ Cm+1(Ω), m ∈ N, f ∈ Hm(Ω) und u ∈
H1

0 (Ω) eine schwache Lösung von (18). Dann ist u ∈ Hm+2(Ω) und es gilt:

‖u‖Hm+2(Ω) ≤ C
(
‖f‖Hm(Ω) + ‖u‖L2(Ω)

)
,

wobei C nur von Ω und aij, bi, a0 abhängt.

Beweis. Ohne Beweis. �

Korollar 2.5. Sei Ω ⊂ Rd von der Klasse C2, bi = 0, a0(x) ≥ 0 für
x ∈ Ω, f ∈ L2(Ω) und u ∈ H1

0 (Ω) eine schwache Lösung von (18). Dann ist
u ∈ H2(Ω) und es gilt:

‖u‖H2(Ω) ≤ C‖f‖L2(Ω),

wobei C nur von Ω und aij, a0 abhängt.

Beweis. Lax-Milgram liefert ‖u‖H1(Ω) ≤ C‖f‖L2(Ω). (Die Einschränkung
an die Koeffizienten liefert die Koerzivität). �



KAPITEL 4

Temperierte Distributionen und die

Fouriertransformation

In diesem Kapitel entwickeln wir die wesentlichen Eigenschaften der Fou-
riertransformation. Für unsere Zwecke notwendig ist dabei eine Einführung
in die Theorie der Distributionen, die wir voranstellen wollen. Wir werden
uns hier jedoch auf temperierte Distributionen beschränken.

1. Temperierte Distributionen

Definition 1.1 (Schnell fallende Funktionen). Eine Funktion ϕ ∈ C∞(Rn)
heißt schnell fallend, falls für alle Multiindizes α, β ∈ Nn

dα,β(ϕ) := sup
x∈Rn
{|xαDβϕ(x)|} <∞.

Wir bezeichnen die Menge aller schnell fallenden Funktionen mit S.
Weiter versehen wir S mit der Topologie, die von der Menge der Halbnormen
{dα,β : α, β ∈ Nd} induziert wird.

Bemerkung 1.2. (a) Nach Definition konvergiert eine Folge (ϕn)n∈N ⊂
S gegen ϕ ∈ S, wenn dα,β(ϕn − ϕ)→ 0 für alle α, β ∈ Nd gilt.

(b) Der Raum der schnell fallenden Funktionen ist ein Fréchet-Raum.
Denn eine abzählbare Familie von Halbnormen ist gegeben durch

dj(ϕ) := sup
|α|=j

sup
x∈Rn
{(1 + |x|2)j |Dαϕ(x)|}, j ∈ N.

und

d(ϕ,ψ) :=
∞∑

j=0

2−jdj(ϕ− ψ)

1 + dj(ϕ− ψ)

definiert eine Metrik auf S mit der dieser Raum vollständig ist.

Definition 1.3. Der Dualraum von S (versehen mit der schwach-* To-
pologie) heißt der Raum der temperierten Distributionen und wird mit S ′
bezeichnet. D.h.:

S ′ := {f : S → C : f ist linear und stetig}.
Wir schreiben 〈f, ϕ〉 für die duale Paarung zwischen S ′ und S.
Bemerkung 1.4. (a) Eine Folge (Tn)n∈N ⊂ S ′ konvergiert gegen T ∈

S ′, falls 〈Tn − T,ϕ〉 → 0 für alle Testfunktionen ϕ ∈ S.
40
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(b) Die Definition der Ableitung stimmt für stetig differenzierbare Funk-
tionen mit der üblichen Definition der Ableitung überein.

Beispiele 1.5. (a) Es sei f : Rn → C messbar mit
∫
(1+|x|2)−rf(x)dx <

∞ für ein r ≥ 0. Dann definiert

Tf (ϕ) :=

∫
fϕ dx

eine temperierte Distribution. Insbesondere ist also in diesem Sinne
Lp(Rn) ⊂ S ′ für 1 ≤ p ≤ ∞.

(b) Das Auswertfunktional δ(ϕ) := ϕ(0) definiert ebenfalls eine tempe-
rierte Distribution die sogenannte Diracsche δ-Distribution.

(c) Cauchy Hauptwert:
Durch

ch− 1

x
(ϕ) := lim

ε→0

∫

|x|>ε

ϕ(x)
1

x
dx

wird eine Distribution in S ′(R) definiert.

Beweis. Einfach, bzw. in den Übungen. �

Definition und Satz 1.6. Es seien T ∈ S ′, ψ ∈ S und p ein Polynom.

(a) Die Ableitung Di in Richtung i = 1, . . . , d ist definiert durch

〈DiT,ϕ〉 := −〈T,Diϕ〉.
(b) Die Multiplikation von T mit ψ bzw. p ist definiert durch

〈ψT,ϕ〉 := 〈T,ψϕ〉 ϕ ∈ S
〈pT, ϕ〉 := 〈T, pϕ〉 ϕ ∈ S

Diese Definitionen sind wohldefiniert, d.h. für α ∈ Nd gilt DαT , pT , ψT ∈
S ′.

Beweis. Übung �

Mit Hilfe der Notation τ̃xg(y) := g(x − y) übertragen wir die Faltung auf
Distributionen.

Definition 1.7 (Faltung von Distributionen mit Funktionen). Es seien T ∈
S ′, ϕ ∈ C∞

c (Rd). Dann definieren wir die Faltung T ∗ ϕ durch

(T ∗ ϕ)(x) = 〈T, τ̃xϕ〉.
Satz 1.8. Es seien T ∈ S ′ und ϕ ∈ C∞

c (Rd), dann gilt T ∗ϕ ∈ C∞(Rd) mit
Dj(T ∗ ϕ) = (DjT ) ∗ ϕ = T ∗ (Djϕ).

Beweis. 1. T ∗ ϕ ist stetig:
Es gilt τ̃zϕ(y)−τ̃xϕ(y) = ϕ(z−y)−ϕ(x−y) und damit folgt τ̃zϕ(y)→ τ̃xϕ(y)
in S, falls z → x (MWS). Also 〈T, τ̃zϕ〉 → 〈T, τ̃xϕ〉 und damit limz→x(T ∗
ϕ)(z) = (T ∗ ϕ)(x).
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2. Differenzierbarkeit: Es sei h ∈ R\{0} und ei der i-te Einheitsvektor. Dann
gilt

1

h
(τ̃x+hei

ϕ− τ̃xϕ) (y) =
1

h
(ϕ(x+ hei − y)− ϕ(x− y)) .

Wie oben folgt daher 1
h (τ̃x+hei

ϕ− τ̃xϕ)
h→0→ τ̃x(∂iϕ) in S. Also folgt

∂i(T ∗ ϕ)(x) = lim
h→0

1

h
〈T, τ̃x+hei

ϕ− τ̃xϕ〉

= lim
h→0
〈T, 1

h
(τ̃x+hei

ϕ− τ̃xϕ)〉
T stetig

= 〈T, τ̃x∂iϕ〉
Def
= (T ∗ ∂iϕ) (x)

und damit existiert die partielle Ableitung von T ∗ϕ mit ∂i(T ∗ϕ) = T ∗∂iϕ.
Insbesondere ist damit ∂i(T ∗ ϕ) eine stetige Funktion. Mit Induktion folgt
schließlich (T ∗ ϕ) ∈ C∞(Rd).
3. ∂i(T ∗ ϕ) = (∂iT ) ∗ ϕ:
Es gilt (∂iϕ)(x − y) = −(∂iϕ(x − ·))(y), also ist auch ∂i(τ̃xϕ) = −τ̃x(∂iϕ)
damit rechnen wir unter Verwendung von Obigem

∂i(T ∗ ϕ)(x) = (T ∗ ∂iϕ)(x) = 〈T, τ̃x(∂iϕ)〉
= 〈T,−∂i(τ̃xϕ)〉 = 〈∂iT, τ̃xϕ〉 = ((∂iT ) ∗ ϕ) (x).

�

2. Die Fouriertransformation

Definition 2.1. Für f ∈ L1(Rd) ist die Fouriertransformation von f defi-
niert durch

Ff(ξ) := f̂(ξ) :=
1

(2π)
d
2

∫

Rd

e−i〈x,ξ〉f(x) dx.

Lemma 2.2. Es sei f ∈ L1(Rd). Dann ist f̂ ∈ BC(Rd) und es gilt

‖f̂‖L∞(Rd) ≤
1

(2π)
d
2

‖f‖L1(Rd).

Beweis. Es sei ξ ∈ Rd und (ξk) ⊂ Rd mit ξk → ξ. Dann gilt

lim
k→∞

|f̂(ξk)− f̂(ξ)| ≤ lim
k→∞

1

(2π)
d
2

∫

Rd

|f(x)|
∣∣∣e−i〈x,ξk〉 − e−i〈x,ξ〉

∣∣∣ Lebesgue
= 0,

d.h. f̂ ist stetig. Desweiteren gilt:

|f̂(ξ)| ≤ 1

(2π)
d
2

∫

Rd

|f(x)| = 1

(2π)
d
2

‖f‖L1(Rd), ξ ∈ Rd.

�
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Satz 2.3. Es seien f, g ∈ L1(Rd), k ∈ N0. Dann gilt:

(a)
∫

Rd f̂ g =
∫

Rd f ĝ.

(b) f̂ ∗ g = (2π)
d
2 f̂ · ĝ.

(c) Es sei x 7→ xαf(x) ∈ L1(Rd) für alle α ∈ Nd
0. Dann gilt

∂αf̂ = ̂(−ix)αf .
(d) Es sei f ∈W k,1(Rd). Dann gilt

∂̂αf(ξ) = (iξ)αf̂(ξ), ξ ∈ Rd

für alle α ∈ Nd
0 mit |α| ≤ k

(e) Es gilt F
(
L1(Rd)

)
⊂ C0(R

d) (Riemann-Lebesgue).

Beweis. (a) Wir erhalten mit Fubini:
∫

Rd

f̂(ξ)g(ξ) dξ =
1

(2π)
d
2

∫

Rd

∫

Rd

f(x)e−i〈x,ξ〉 dxg(ξ) dξ

=
1

(2π)
d
2

∫

Rd

f(x)

∫

Rd

g(ξ)e−i〈x,ξ〉 dξ dx =

∫

Rd

f(x)ĝ(x) dx

(b) Es gilt:

f̂ ∗ g(ξ) =
1

(2π)
d
2

∫

Rd

∫

Rd

f(x− y)g(y) dye−i〈x,ξ〉 dx

=
1

(2π)
d
2

∫

Rd

g(y)e−i〈y,ξ〉
∫

Rd

f(x− y)e−i〈x−y,ξ〉 dx dy

=

∫

Rd

g(y)e−i〈y,ξ〉f̂(ξ) dy = (2π)
d
2 ĝ(ξ)f̂(ξ), ξ ∈ Rd.

(c) Da ∂αξ e−i〈x,ξ〉 = (−ix)αe−i〈x,ξ〉 gilt, folgt für ϕ ∈ C∞
c (Rd)

∂jϕ̂(ξ) =
∂

∂ξj

1

(2π)
d
2

∫

Rd

ϕ(x)e−i〈x,ξ〉 dx

= lim
h→0

1

(2π)
d
2

∫

Rd

ϕ(x)
e−i〈x,ξ+hej〉 − e−i〈x,ξ〉

h
dx

Lebesgue
=

1

(2π)
d
2

∫

Rd

ϕ(x)
∂

∂ξj
e−i〈x,ξ〉 dx

=
1

(2π)
d
2

∫

Rd

−ixjϕ(x)e−i〈x,ξ〉 dx

= ̂(−ix)ejϕ(ξ), ξ ∈ Rd, j = 1, . . . , d.
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Approximiere f mit (ϕn) ⊂ C∞
c (Rd).

(d) Sei ϕ ∈ C∞
c (Rd). Dann gilt:

∂̂jϕ(ξ) =
1

(2π)
d
2

∫

Rd

(∂jϕ)(x)e−i〈x,ξ〉 dx = − 1

(2π)
d
2

∫

Rd

ϕ(x)(−iξj)e−i〈x,ξ〉 dx

= (iξ)ej ϕ̂(ξ), ξ ∈ Rd, j = 1, . . . , d.

Approximiere f ∈W k,1(Rd) mit (ϕn) ⊂ C∞
c (Rd).

(e) Sei ϕ ∈ C∞
c (Rd). Dann gilt ∂αxϕ ∈ L1(Rd) für alle α ∈ Nd

0. Ins-
besondere folgt aus (d), dass lim|ξ|→∞ ϕ̂(ξ) = 0, d.h. ϕ̂ ∈ C0(R

d).

Approximiere f ∈ L1(Rd) mit (ϕn) ⊂ C∞
c (Rd).

�

Beispiel 2.4. Sei a > 0 und f(x) = e−a|x|
2
. Dann gilt:

f̂(ξ) =

(
1

2a

) d
2

e−
|ξ|2

4a .

Beweis. Sei d = 1. Dann gilt

(f̂)′(ξ) = ̂(−ix)e−a|x|2(ξ) =
̂(

i

2a
(e−a|x|

2
)′
)

=
i

2a
(iξ)f̂(ξ) = − 1

2a
ξf̂(ξ).

Damit folgt:

d

dξ

(
e

|ξ|2

4a f̂(ξ)

)
= 0;

also ist e|ξ|
2/4af̂(ξ) konstant. Die Konstante ergibt sich aus

f̂(0) =
1√
2π

∫

R

e−a|x|
2
dx =

(
1

2a

) 1
2

.

Somit erhalten wir die Behauptung für d = 1. Der allgemeine Fall folgt nun
mit Fubini:

f̂(ξ) =

d∏

j=1

∫

R

e−ax
2
j e−ixjξj dxj =

(
1

2a

) d
2

e−
|ξ|2

4a .

�

Notation 2.5. Für f ∈ L1(Rd) definieren wir

f̌(ξ) := f̂(−ξ) =
1

(2π)
d
2

∫

Rd

ei〈x,ξ〉f(x) dx.
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Theorem 2.6 (Inversionsformel der Fouriertransformation). Seien f, f̂ ∈
L1(Rd). Dann gilt:

(f̂ )̌ = ̂̌f = f, f. ü.

Beweis. Für t > 0, x ∈ Rd setze

ϕx,t(z) := ei〈x,z〉e−t
2|z|2.

Dann gilt:

ϕ̂x,t(ξ) =
1

(2π)
d
2

∫

Rd

ei〈x−ξ,z〉e−t
2|z|2 dz =

1

2
d
2 td

e−
|x−ξ|2

4t2

= (2π)
d
2

1

(4π)
d
2 td

e−
|x−ξ|2

4t2 := (2π)
d
2 gt(x− ξ),

wobei g(x) = 1

(4π)
d
2
e−|x|2/4 und gt(x) := 1/tdg(x/t). Somit gilt:

∫

Rd

ϕx,t(ξ)f̂(ξ) dξ =

∫

Rd

f(ξ)ϕ̂x,t(ξ) dξ(22)

= (2π)
d
2

∫

Rd

f(ξ)gt(x− ξ) dξ = (2π)
d
2 (f ∗ gt)(x).

Man zeigt (vgl. Mollifier)

lim
t→0
‖f ∗ gt − f‖L1(Rd) = 0.

Desweiteren gilt:

lim
t→0

∫

Rd

ϕx,t(ξ)f̂(ξ) dξ =

∫

Rd

ei〈x,ξ〉f̂(ξ) dξ = (2π)
d
2 (f̂ )̌(x).(23)

Aus (22) und (23) folgt f = (f̂ )̌. Analog zeigt man f = ̂̌f . �

Korollar 2.7. Sei f ∈ L1(Rd) und f̂ = 0. Dann gilt f = 0.

Beweis. Klar. �

Theorem 2.8 (Plancherel). Sei f ∈ L1(Rd)∩L2(Rd). Dann ist f̂ ∈ L2(Rd)
und die Abbildung F|L1(Rd)∩L2(Rd) kann eindeutig zu einem unitärem Iso-

morphismus F2 auf L2(Rd) fortgesetzt werden.

Beweis. Sei X := {f ∈ L1(Rd) : f̂ ∈ L1(Rd)}. Dann ist insbesondere
f ∈ L∞(Rd), d.h. X ⊂ L2(Rd). Ferner ist X dicht in L2(Rd), da C∞

c (Rd) ⊂
X.
Seien f, g ∈ X und h := ĝ. Dann gilt:

ĥ(ξ) =
1

(2π)
d
2

∫

Rd

e−i〈x,ξ〉ĝ(x) dx =
1

(2π)
d
2

∫

Rd

ei〈x,ξ〉ĝ(x) dx = g(ξ),
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d.h. ∫

Rd

fg =

∫

Rd

fĥ =

∫

Rd

f̂h =

∫

Rd

f̂ ĝ.

Insbesondere folgt mit g = f , dass ‖f‖L2(Rd) = ‖f̂‖L2(Rd) gilt. Da FX = X

kann F|X zu einem unitären Isomorphismus F2 fortgesetzt werden.
Es bleibt zu Zeigen, dass

(F2f)(ξ) = f̂(ξ), f ∈ L1(Rd) ∩ L2(Rd).

Sei (ϕj) ⊂ C∞
c (Rd) mit

lim
j→∞

‖f − ϕj‖L1(Rd) = 0

lim
j→∞

‖f − ϕj‖L2(Rd) = 0.

Einerseits gilt limj→∞ ‖f̂ − ϕ̂j‖L∞(Rd) = 0, d.h.

lim
j→∞

∫

B(0,R)

|ϕ̂j(ξ)− f̂(ξ)| dξ = 0, R > 0.

Andererseits folgt mit Plancherel

lim
j→∞

‖ϕ̂j −F2f‖L2(Rd) = lim
j→∞

‖ϕj − f‖L2(Rd) = 0,

d.h.

lim
j→∞

∫

B(0,R)

|ϕ̂j(ξ)−F2f(ξ)| dξ = 0, R > 0.

Damit folgt F2f(ξ) = f̂(ξ) für alle f ∈ L1(Rd) ∩ L2(Rd). �

Satz 2.9 (Hausdorff-Young-Ungleichung). Sei 1
p + 1

q = 0 mit p ∈ [1, 2].

Der Operator F kann zu einem stetigen Operator Fp,q : Lp(Rd) → Lq(Rd)
fortgesetzt werden. Es gilt:

‖Fp,q‖L(Lp(Rd),Lq(Rd)) ≤
1

(2π)
n
p
− d

2

.

Beweis. Wir wissen bereits, dass F : L1(Rd) → L∞(Rd) und F2 :
L2(Rd) → L2(Rd) stetig sind. Daher folgt die Behauptung aus dem Riesz–
Thorin Konvexitätstheorem (man ersetze ∞ durch 2). �

Bemerkung 2.10. Für p > 2 und f ∈ Lp(Rd) ist f̂ i. A. keine Funktion
mehr (vgl. Distributionen-Theorie).

Beweis. Ohne Beweis. �

Satz 2.11. Sei k ∈ N0. Dann gilt:



2. DIE FOURIERTRANSFORMATION 47

(a) Sei x 7→ xαf(x) ∈ L2(Rd) für alle α ∈ Nd
0 mit |α| ≤ k. Dann gilt

∂αf̂ = ̂(−ix)αf .

(b) Sei f ∈ Hk(Rd). Dann gilt

∂̂αf(ξ) = (iξ)αf̂(ξ), ξ ∈ Rd

für alle α ∈ Nd
0 mit |α| ≤ k.

Beweis. Nach Satz 2.3 gilt die Behauptung für ϕ ∈ C∞
c (Rd). Approxi-

miere f ∈ L2(Rd) mit (ϕn) ⊂ C∞
c (Rd) und nutze Plancherel. �

Satz 2.12. Die Fouriertransformation ist ein topologischer Isomorphismus
von S nach S.

Beweis. Wegen einfacherer Notation setzen wir zunächstDα = (−i)|α|∂α
für α ∈ Nd Wir verwenden Satz 2.3 und erhalten für ϕ ∈ S und α, β ∈ Nd

|ξαDβϕ̂(ξ)| = |ξα(−1)|β|F(xβϕ)|
= |F(Dα(−x)βϕ)|

≤ 1

(2π)d/2

∫

Rd

|Dα(xβϕ(x))| dx

=
1

(2π)d/2

∫

Rd

(1 + |x|2)−m(1 + |x|2)m|Dα(xβϕ(x))| dx.

Wählen wir m so, dass
∫

(1 + |x|2)−m dx = M <∞ gilt, so folgt

|ξαDβϕ̂(ξ)| ≤ sup
x∈Rd

(1 + |x|2)m|Dα(xβϕ(x))|M(24)

Da ϕ ∈ S gilt, folgt somit auch Fϕ ∈ S. F ist linear und mit (24) folgt
auch, dass Fϕn → 0, falls ϕn → 0, also ist F stetig.
Mit Theorem 2.6 folgt schließlich die Bijektivität und die Stetigkeit von F−1,
da F−1ϕ(x) = Fϕ(−x). �

Setzt man die Fouriertransformation in natürlicher Weise auf komplexe Va-
riablen fort, so erhalten wir die folgende Verbindung zwischen holomorphen
Funktionen und Funktionen mit kompaktem Träger. Wir bemerken hierzu
noch, dass eine Funktion F : Cd → C holomorph ist, wenn sie in jeder
Koordinate holomorph ist.

Satz 2.13 (Paley-Wiener). Eine ganze holomorphe Funktion F (ζ) : Cd → C

ist genau dann die Fouriertransformierte einer Funktion f ∈ C∞
c (Rd) mit

supp(f) ⊂ B(0, R), d.h.

F (ζ) = (2π)−
d
2

∫

Rd

e−i〈ζ,x〉f(x) dx,
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wenn es für jedes N ∈ N eine Konstante CN gibt, so dass

(25) |F (ζ)| ≤ CN (1 + |ζ|)−NeR|Im ζ|.

Beweis. Es sei f ∈ C∞
c (Rd) mit supp f ⊂ B(0, R). Dann folgt mit

partieller Integration für jedes β ∈ Nd mit |β| = N

|(iζ)βF (ζ)| = |(2π)−d/2
∫

B(0,R)

e−i〈ζ,x〉∂βf(x) dx|

≤ e|Im ζ|R(2π)−d/2
∫

B(0,R)

|∂βf(x)| dx

Für die Rückrichtung definieren wir zunächst

f(x) = (2π)−d/2
∫

Rd

ei〈ξ,x〉F (ξ).(26)

Die Inversionsformel liefert nun, dass f̂(ξ) = F (ξ) und f ∈ C∞(Rd) gilt, da
aus der Glattheit von F folgt, dass F̌ ∈ L1(Rd) gilt.
Zur Eingrenzung des Trägers von f differenzieren wir zunächst (26) unterm
Integralzeichen. Dies ist durch die Voraussetzung (25) gerechtfertigt. Es folgt
somit

∂βf(x) = (2π)−d/2
∫

Rd

ei〈x,ξ〉(iξ)βF (ξ) dx(27)

Wir setzen nun für ein α > 0 η = α x
|x| und wenden Cauchys Integralsatz

sukzessive auf (26) an und erhalten

f(x) = (2π)−d/2
∫

Rd

ei〈x,ξ+iη〉F (ξ + iη) dξ

wobei die Integrale über die Wege in imaginärer Richtung wegen (25) im
Grenzfall verschwinden.
FürN = d+1 erhalten wir nun wieder mit der Voraussetzung die Abschätzung

|f(x)| ≤ CeR|η|−〈x,η〉

∫

Rd

(1 + |ξ|)−d−1 dξ.

Da dies für beliebige α > 0 gilt, folgt (mit α → ∞) für |x| > R, dass
f(x) = 0. Also folgt supp f ⊂ B(0, R). �

Definition und Satz 2.14. Sei m ∈ L∞(Rd). Dann ist Tm : L2(Rd) →
L2(Rd), Tmf := F−1

2 (mF2f) ein stetiger Operator mit

‖Tm‖L(L2(Rd)) = ‖m‖L∞(Rd).

Die Funktion m heißt Fourier–Multiplikator.
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Beweis. Plancherel liefert

‖Tmf‖L2(Rd) = ‖F−1
2 (mF2f) ‖L2(Rd) = ‖mF2f‖L2(Rd)

≤ ‖m‖L∞(Rd)‖F2f‖L2(Rd)

= ‖m‖L∞(Rd)‖f‖L2(Rd), f ∈ L2(Rd),

d.h. ‖Tm‖L(L2(Rd)) ≤ ‖m‖L∞(Rd).

Zu ε > 0 wähle Ω ⊂ Rd mit 0 < |Ω| ≤ 1 mit infx∈Ω |m(x)| ≥ ‖m‖L∞(Rd)− ε.
Dann gilt für ϕ = χΩ

‖Tm(F−1
2 ϕ)‖L2(Rd) = ‖mF2F−1

2 ϕ‖L2(Rd) = ‖mϕ‖L2(Rd)

≥
(
‖m‖L∞(Rd) − ε

)
‖ϕ‖L2(Rd),

d.h. ‖Tm‖L(L2(Rd)) = ‖m‖L∞(Rd). �

Bemerkung 2.15. Man kann zeigen, dass m ∈ L∞(Rd) eine notwendige
Bedingung ist.

Definition 2.16. Die Fouriertransformation für temperierte Distributionen
ist definiert durch 〈Ff, ϕ〉 := 〈f,Fϕ〉, f ∈ S ′, ϕ ∈ S.
Satz 2.17. Die Fouriertransformation F : S ′ → S ′ ist stetig. Ist ψ ∈ S und
ist Tψ ∈ S ′ die von ψ erzeugte Distribution (via 〈Tψ, ϕ〉 :=

∫
ψϕ), so gilt

T̂ψ = Tψ̂.

Beweis. FT ∈ S ′ folgt aus der Stetigkeit von F auf S, da für ϕk → ϕ

〈FT,ϕk〉 = 〈T,Fϕk〉 → 〈T,Fϕ〉 = 〈FT,ϕ〉
gilt.
Die Stetigkeit von F auf S ′ folgt ähnlich, denn für Tk → T in S ′ folgt

〈T̂k, ϕ〉 = 〈Tk, ϕ̂〉 → 〈T, ϕ̂〉 = 〈T̂ , ϕ〉
�

Satz 2.18. Die Fouriertransformation ist ein Isomorphismus auf S ′ mit
Inverser 〈F−1T,ϕ〉 = 〈T,F−1ϕ〉.

Beweis. Es sei T ∈ S ′ und ϕ ∈ S. Dann gilt

〈FF−1T,ϕ〉 = 〈F−1T,F−1ϕ〉 = 〈T,FF−1ϕ〉 = 〈T,ϕ〉
also folgt FF−1 = IdS′ und analog F−1F = IdS′ . �



KAPITEL 5

Singuläre Integraloperatoren

1. Interpolation von Operatoren

Wir werden uns in diesem Abschnitt einen Spezialfall des Interpolationssat-
zes von Marcinkiewicz beweisen. Für diesen Satz definieren wir zunächst die
folgenden Begriffe. Im folgenden sei (M,Σ, µ) ein σ-endlicher Maßraum.

Definition 1.1. Es sei T eine Abbildung, die messbare Funktionen auf M
auf messbare Funktionen auf M schickt. Weiter sei 1 ≤ q <∞ und 1 ≤ p <
∞. Dann ist T vom schwachen (p, q)-Typ, falls es eine Konstante A gibt,
so dass für alle f ∈ Lp(M) und alle λ > 0

µ({x : |Tf(x)| > λ}) ≤
(
A‖f‖p
λ

)q
.

Die Abbildung ist vom schwachen (p,∞)-Typ, falls es eine Konstante A gibt
mit

‖Tf‖∞ ≤ A‖f‖p

Schließlich sagen wir, dass T vom starken (p, q)-Typ ist, falls für ein A

‖Tf‖q ≤ A‖f‖p

gilt.

Definition 1.2. Es sei T wie in Definition 1.1. Die Abbildung T heißt
sublinear, falls

|T (f + g)(x)| ≤ |Tf(x)|+ |Tg(x)|.

Wesentlich für den Beweis des MArcinkiewicz-Satzes ist die folgende Dar-
stellungsformel für die Lp-Norm

Lemma 1.3. Es seien 1 ≤ p < ∞ und f : M → K eine messbare Funktion.
Dann gilt für alle f ∈ Lp(M)

‖f‖pp = p

∞∫

0

µ({x : |f(x)| > λ})λp−1 dλ.

50
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Beweis. Für eine einfache Funktion αχA gilt offensichtlich die Glei-
chung ‖f‖pp = αpµ(A). Weiter gilt

p

∞∫

0

µ({x : |f(x)| > λ})λp−1 dλ = p

α∫

0

µ(A)λp−1 dλ

= µ(A)[λp]α0

= αp.

Aufgrund der Linearität des Integrals folgt damit die Aussagen auch für
Treppenfunktionen. Für eine beliebige messbare Funktion f wählen wir eine
monotone Folge von Treppenfunktionen Tn mit Tn → |f | (punktweise). Mit
dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt dann ‖Tn‖p → ‖f‖p. Außer-
dem ist An, wobei An(λ) := {x : |Tn(x)| > λ} eine wachsende Folge von
messbaren Mengen mit An(λ) → A(λ) = {x : |f(x)| > λ}, d.h. ∪An = A.
Eine weitere Anwendung des Satzes von Beppo-Levi ergibt

p

∞∫

0

µ(An(λ))λp−1 dλ→ p

∞∫

0

µ(A(λ))λp−1 dλ

womit die Behauptung bewiesen ist. �

Für einen Maßraum M bezeichnen wir im Folgenden mit M(M) die Men-
ge aller messbaren Funktionen von M nach C. Weiter definieren wir die
Zerlegung einer Funktion f : M → C durch f = fλ + fλ wobei

fλ(x) =

{
f, falls |f | ≤ λ
0, sonst

und fλ = f−fλ. Nun können wir zum Beweis des Satzes von Marcinkiewicz
kommen.

Theorem 1.4 (Marcinkiewicz Interpolationssatz). Es seien 1 ≤ p0 < p1 ≤
∞ und (M,Σ, µ) bzw. (N,Π, ν) σ-endliche Maßräume. Weiter sei D(T ) ⊂
M(M) und T : D(T ) → M(N) eine sublineare Abbildung. Außerdem sei
D(T ) abgeschlossen unter Zerlegung, d.h. fλ ∈ D(T ), falls f ∈ D(T ).
Ist T vom schwachen (pj , pj)-Typ für j = 0, 1, dann ist T vom starken
(p, p)-Typ für jedes p ∈ (p0, p1). Ist p1 <∞ so gilt

‖Tf‖p ≤ 2

(
pAp00

p− p0
+
p1A

p1
1

p1 − p

)1/p

‖f‖p.

Im Fall p1 =∞ gilt

‖Tf‖p ≤ (1 +A1)

(
pAp00

p− p0

)1/p

‖f‖p.

Beweis. Wir betrachten zuerst den Fall p1 < ∞. Für f ∈ D(T ) sei
fλ + fλ = f die Zerlegung zu λ > 0. Aus der Sublinearität von T folgt
{x : |Tf(x)| > 2λ} ⊂

{
x : |Tfλ(x)|+ |Tfλ(x)| > 2λ

}
⊂ {x : |Tfλ(x)| > λ}∪
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{
x : |Tfλ(x)| > λ

}
, da für ein x aus der linken Menge |Tfλ(x)| > λ oder

|Tfλ(x)| > λ gilt. Da T vom schwachen (pj, pj)-Typ ist gilt weiter

ν ({x : |Tf(x)| > 2λ}) ≤ ν
({
x : |Tfλ(x)| > λ

})
+ ν ({x : |Tfλ(x)| > λ})

≤
(
A0‖fλ‖p0

λ

)p0
+

(
A1‖fλ‖p1

λ

)p1
.

Mit Hilfe von Lemma 1.3 und der Substitution 2z → λ folgt

2−p‖Tf‖pp = 2−pp

∞∫

0

ν ({x : |Tf(x) > z}) zp−1 dz

= p

∞∫

0

ν ({x : |Tf(x) > 2λ})λp−1 dλ

≤ p

∞∫

0

(
A0‖fλ‖p0

)p0
λ−p0+p−1 dλ+ p

∞∫

0

(A1‖fλ‖p1)p1 λ−p1+p−1 dλ

= Ap00 pp0

∞∫

0

∞∫

0

µ
({
x : |fλ(x)| > τ

})
τp0−1 dτλp−p0−1 dλ

+Ap11 pp1

∞∫

0

λ∫

0

µ ({x : |fλ(x)| > τ}) τp1−1 dτλp−p1−1 dλ,

da |fλ| < λ gilt. Zur weiteren Abschätzung betrachten wir zunächst den
zweiten Term der rechten Seite. Mit

µ ({x : |fλ(x)| > τ}) ≤ µ ({x : |f(x)| > τ})

und dem Satz von Tonelli folgt

pp1

∞∫

0

λ∫

0

µ ({x : |fλ(x)| > τ}) τp1−1 dτλp−p1−1 dλ

= pp1

∞∫

0

µ ({x : |f(x)| > τ})
∞∫

τ

λp−p1−1 dλτp1−1 dτ

≤ pp1

(p1 − p)

∞∫

0

µ ({x : |f(x)| > τ}) τp−1 dτ

=
p1

p1 − p
‖f‖pp.
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Für die Abschätzung des ersten Terms von oben bemerken wir zunächst,
dass

µ
({
x : |fλ(x)| > τ

})
= µ ({x : |f(x)| > τ}) , falls τ > λ und

µ
({
x : |fλ(x)| > τ

})
= µ ({x : |f(x)| > λ}) , falls τ ≤ λ.

Daher folgt

pp0

∞∫

0

∞∫

0

µ
({
x : |fλ(x)| > τ

})
τp0−1 dτλp−p0−1 dλ

= pp0

∞∫

0

∞∫

λ

µ ({x : |f(x)| > τ}) τp0−1 dτλp−p0−1 dλ

+ p

∞∫

0

µ ({x : |f(x)| > λ})λp−1 dλ

=

(
p0

p− p0
+ 1

)
‖f‖pp.

Insgesamt folgt also

‖Tf‖pp ≤ 2p
(
pAp00

p− p0
+
p1A

p1
1

p1 − p

)
‖f‖pp.

Für den Fall p1 =∞ bemerken wir zunächst, dass falls |Tf(x)| > (1 +A1)λ
auch die Ungleichung

(1 +A1)λ < |Tfλ(x)| + |Tfλ(x)| ≤ A1λ+ |Tfλ(x)|

gilt, da T vom schwachen (∞,∞)-Typ ist. Damit folgt dann |Tfλ(x)| > λ.
Das heißt, es gilt die Beziehung

{x : |Tf(x) > (1 +A1)λ} ⊂
{
x : |Tfλ(x) > λ

}
.
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Wir können nun wie folgt abschätzen

(1 +A1)
−p‖Tf‖pp = (1 +A1)

−pp

∞∫

0

ν ({x : |Tf(x) > λ})λp−1 dλ

= p

∞∫

0

ν ({x : |Tf(x) > (1 +A1)λ})λp−1 dλ

≤ p
∞∫

0

ν
({
x : |Tfλ(x) > 1λ

})
λp−1 dλ

= p

∞∫

0

(
A0‖fλ‖p0

λ

)p0
λp−1 dλ

= pAp00 p0

∞∫

0

p

∞∫

0

µ
({
x : |fλ(x)| > τ

})
τp0−1 dτλp−p0−1 dλ

≤ Ap00

p− p0
‖fλ‖pp ≤

Ap00

p− p0
‖f‖pp

�

2. Calderón-Zygmund-Theorie

Wir wollen nun Abbildungen T : S → S ′ betrachten, die sich über einen
Integralkern definieren lassen. Eine Funktion K : Rd × Rd → C heißt Inte-
gralkern von T , falls K auf Rd × Rd \ {(x, y) : x = y} lokal integrierbar ist
(d.h. integrierbar auf kompakten Teilmengen) und für f, g ∈ C∞

c (Rd) mit
supp f ∩ supp g = ∅ die Gleichung

Tf(g) =

∫

Rd×Rd

K(x, y)f(y)g(x) dx dy

gilt.

Definition 2.1. (a) Ein Integralkern K heißt Calderón-Zygmund-Kern,
falls K stetig differenzierbar in Rd × Rd \ {(x, y) : x = y} ist und

(i) |K(x, y)| ≤ C
|x−y|n

(ii) |∇xK(x, y)|+ |∇yK(x, y)| ≤ C
|x−y|n+1

gilt.
(b) Es sei T ein Operator mit Calderón-Zygmund-Kern. Ist T stetig

auf L2(Rd) → L2(Rd) fortsetzbar, so heißt T Calderón-Zygmund-
Operator.

Das Ziel dieses Abschnitts ist es zu beweisen, dass sich Calderón-Zygmund-
Operatoren beschränkt auf Lp(Rd) für 1 < p < ∞ fortsetzen lassen. Dies
ist eines der zentralen Themen der Harmonischen Analysis. Wir werden
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später sehen, dass sich mit Hilfe dieser Theorie Existenzresultate für partielle
Differentialgleichungen von L2 nach Lp für p 6= 2 übertragen lassen. Das
Hauptresultat dieses Abschnitts lautet also

Theorem 2.2. Es sei T ein Calderón-Zygmund-Operator. Dann gibt es für
p ∈ (1,∞) eine Konstante C > 0, so dass ‖Tf‖p ≤ C‖f‖p für alle f ∈
Lp(Rd) ∩ L2(Rd).

Wir werden den Beweis fühtren indem wir mit Hilfe einer Zerlegung für
integrierbare Funktionen zeigen, dass Calderón-Zygmund-Operatoren vom
schwachen (1, 1)-Typ sind und anschließend den Interpolationssatz von Mar-
cinkiewicz anwenden.
Wir kommen also nun zur angesprochenen Zerlegung und legen zunächst ein
paar Bezeichnungen fest, die uns das (Notations-)Leben etwas erleichtern.

Notation 2.3. Wir beginnen mit der Menge aller achsenparalleler Würfel
mit Seitenlänge 1 und ganzzahligen Ecken. Diese Menge nennen wir D0.
Für eine ganze Zahl k entsteht die Menge Dk von Würfeln indem wir die
Skalierung x → 2kx auf jedes Element in D0 anwenden. Das heißt, die
Würfel in Dk haben Seitenlänge 2k und entstehen, wenn man die Seiten
der Würfel in Dk−1 halbiert. Eine wichtige Eigenschaft der Menge aller so
entstehenden Würfel D = ∪k∈ZDk, die dyadischen Würfel, ist die folgende:
Für zwei Würfel W und W ′ gilt entweder, dass einer im anderen enthalten
ist oder, dass sie disjunktes Inneres haben.

Lemma 2.4 (Calderón-Zygmund-Zeregung). Es seien f ∈ L1(Rd) und λ >
0. Dann gibt es eine Familie von dyadischen Würfeln Wk mit paarweise
disjunktem Inneren, so dass |f(x)| ≤ λ f.ü. in Rd \ ∪k∈ZWk und

λ <
1

|Wk|

∫

Wk

|f(x)| dx ≤ 2dλ.

Insbesondere lässt sich f zerlegen in f = g + b, wobei |g(x)| ≤ 2dλ f.ü.,
‖g‖1 ≤ ‖f‖1 und b =

∑
k∈Z

bk. Für die Funktionen bk gilt weiter supp bk ⊂
Wk,

∫
Rd bk = 0 und ‖bk‖1 ≤ 2

∫
Wk
|f(x)| dx.

Beweis. Es sei E die Menge aller dyadischen Würfel W ∈ D, die die
Bedingung

(28)
1

|W |

∫

W

|f(x)| dx > λ

erfüllen. Da f ∈ L1(Rd), folgt, dass ein Würfel W mit ‖f‖1 ≤ λ|W | nicht in
E enthalten ist. Die Seitenlängen der Würfel in E ist also beschränkt. Damit
gibt es zu jedem Würfel W ′ ∈ E einen größten Würfel W ∈ E , der W ′

enthält. Die Menge aller dieser maximalen Würfel nennen wir W := {Wk}.
Ist W ′

k ein größerer dyadischer Würfel, der Wk enthält, dann ist W ′
k nicht
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in E und daher kann für diesen Würfel die Ungleichung (28) nicht gelten.
Damit folgt

∫

Wk

|f(x)| dx ≤
∫

W ′
k

|f(x)| dx ≤ |W ′
k|λ = 2d|Wk|λ.(29)

Die geforderten Bedingungen für die Familie von Würfel gilt also.
Die Funktionen bk werden definiert durch bk := f −|Wk|

∫
Wk

f(x)dx auf Wk

und 0 sonst. Mit b =
∑

k bk stzen wir g = f − b. Die Eigenschaft ∈ bk = 0
folgt unmittelbar aus der Definition. Die Dreiecksungleichung liefert weiter

∫

Rd

|bk(x)| dx ≤ 2

∫

Wk

|f(x)| dx

Weiter gilt ‖g‖1 ≤ ‖f‖1, da in Wk g = |Wk|−1
∫
Wk

f(x) dx.

Es bleibt noch |g(x)| ≤ 2d zu zeigen. Auf jedem Würfel Wk folgt diese
Ungleichung mit (29). Für x ∈ (∪kWk)

c gibt es eine Folge von dyadischen
Würfeln, so dass die Seitenlängen gegen Null konvergieren, x enthalten und
die Ungleichung (28) nicht gilt. Da g ∈ L1(Rd) und damit fast alle Punkte
Lebesgue-Punkte von g sind, folgt daher |g(x)| ≤ λ fast überall. �

Lemma 2.5. Es sei K ein Calderón-Zygmund-Kern und r > 0. Dann gibt
es eine Konstante C > 0, so dass für alle x, y ∈ Rd mit |x − y| ≤ r die
Ungleichung

∫

Rd\B2r(x)

|K(z, x) −K(z, y)| dz ≤ C.

Beweis. Mit dem Mittelwertsatz und den Eigenschaften von Calderón-
Zygmund-Kernen folgt für y ∈ Br(x) und z ∈ Rd \B2r(x), dass

|K(z, x) −K(z, y)| ≤ |x− y| sup
w∈Br(x)

|∇wK(z,w)|

≤ 2n+1CK |x− y||x− z|−n−1.
(30)

Hier benutzten wir außerdem die Dreiecksungleichung für |w − z| ≥ |x −
z| − |w − x| ≥ |x − z|/2, wobei die letzte Ungleichung für |x − y| ≤ r und
|x − z| ≥ 2r gültig ist. Schließlich folgt die Behauptung durch Integration
von (30), denn mit Kugelkoordinaten folgt

∫

Rd\B2r(x)

|K(z, x) −K(z, y)| dz ≤ CK2n+1ωn−1

∞∫

2r

r−n−1rn−1 dr

= CK2nωn−1.

�

Nun können wir Theorem 2.2 beweisen.
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Beweis. Wir zeigen zunächst die schwache (1, 1) Abschätzung für Cal-
derón-Zygmund-Kerne. Hierzu werden wir gelegentlich die Ungleichung

(31) ‖f‖pp ≥
∫

{f(x)>ε}

|f(x)|p dx ≥ εp|{f > ε}|

benutzen. Es sei nun f ∈ L1(Rd) ∩ L2(Rd) und λ > 0. Die Calderón-
Zygmund-Zerlegung auf f angewendet liefert Funktionen b und g mit f =
g + b und den in Lemma 2.4 genannten Eigenschaften. Es gilt offensichtlich

{x : |Tf(x)| > λ} ⊂ {x : |Tg(x)| > λ/2} ∪ {x : |Tb(x)| > λ/2}.

Mit der L2 Beschränktheit folgt damit

|{x : |Tg(x)| > λ/2} ≤ C

λ2

∫

Rd

|Tg(x)|2 dx

≤ C

λ2

∫

Rd

|g(x)|2 dx

≤ C

λ

∫

Rd

|g(x)|2 dx,

da |g(x)| ≤ Cλ gilt. Schließlich folgt wegen ‖g‖1 ≤ ‖f‖1

|{x : |Tg(x)| > λ/2}| ≤ C

λ
‖f‖1.

Wir können uns also nun der Abschätzung von Tb zuwenden.
Es sei Oλ = ∪kBk, wobei Bk Kugeln um die Mittelpunkte xk der Würfel
Wk mit Radius

√
n· Seitenlänge von Wk. Das heißt aber, dass für y ∈ Wk

der Abstand |xk − y| zu xk höchstens die Hälfte des Radius von Bk beträgt.
Dies benötigen wir für die Anwendung von Lemma 2.5. Für das Volumen
von Oλ gilt.

|Oλ| ≤ C
∑

k

|Qk| ≤
1

λ

∑

k

∫

Qk

|f | dx ≤ C

λ
‖f‖1.

Als nächstes schötzen wir Tbk ab. Für x 6∈ Qk gilt, da die bk Mittelwert 0
haben, dass Tbk(x) =

∫
K(x, y)bk(y) dy =

∫
(K(x, y) − K(x, xk))bk(y) dy.

Anwendung des Satzes von Fubini und Lemma 2.5 liefert
∫

Rd\Bk

|Tbk(x)| dx ≤
∫

Qk

|bk(y)|
∫

Rd\Bk

|K(x, y)−K(x, xk)| dx dy

≤ C
∫

Qk

|bk(y)| dy ≤ C
∫

Qk

|f(y)| dy
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Summation über k ergibt schließlich

(32)

∫

Rd\Oλ

|Tb(y)| dy ≤
∑

k

∫

Rd\Bk

|Tbk(y)| dy ≤ C‖f‖1.

Damit folgt also unter Verwendung von (31) und (32)

|{x : Tb(x) >
λ

2
}| ≤ |Oλ|+ |{x ∈ Rd \Oλ : |Tb(x)| > λ

2
}|

≤ |Oλ|+
2

λ

∫

Rd\Oλ

|Tb(x)| dx

≤ C

λ
‖f‖1

Insgesamt ist damit die schwach (1, 1) Bedingung für Tf erfüllt.
Die Lp-Beschränktheit von T für 1 < p < 2 folgt nun mit der L2-Beschränktheit
und dem Interpolationssatz von Marcinkiewicz.
Für 2 < p < ∞ folgt die Aussage durch Dualisieren, indem man erkennt,
dass die Adjungierte von T also T ∗ ein Calderón-Zygmund-Operator ist,
falls T ein solcher ist. T ∗ ist daher nach dem ersten Teil Lp

′
-Beschränkt,

wobei p′ der zu p konjugierte Hölder-Exponent ist. Damit ist dann T Lp-
Beschränkt. �

3. Fouriermultiplikationsoperatoren

In der Theorie partieller Differentialgleichungen ist es oftmals nützlich für
die Lösbarkeit die zu untersuchenden Operatoren als Calderón-Zygmund-
Operatoren zu erkennen und so geeignete Abschätzungen zu erhalten. Ins-
besondere Lp-Abschätzungen für die Lösung zu linearen Problemen kann
dazu dienen nichtlineare Gleichungen zu behandeln.
Häufig erhält man aber durch Anwenden der Fouriertransformation nur ex-
plizite Lösungsformeln in Form von sogenannten Symbolen. Wendet man
etwa die Fouriertransformation auf die Gleichung (λ−∆)u = f an so erhält

man (λ+ |ξ|2)û = f̂ . Eine Lösung dieser Gleichung wäre also formal durch
u = F−1(λ+ |ξ|2)−1Ff gegeben. In dieser Formel ist nicht so schnell ersicht-
lich, ob dies ein Calderón-Zygmund-Operator ist oder nicht. Deshalb wollen
wir im Folgenden Operatoren obiger Form untersuchen und als Hauptziel
eine hinreichende Bedingung angeben, die die Lp-Beschränktheit des Ope-
rators sichert.

Definition 3.1. Eine Funktion m : Rd\{0} → K heißt Symbol der Ordnung
k, falls m beliebig oft differenzierbar ist und für jedes α ∈ Nd eine Konstante
Cα existiert, so dass

(33)

∣∣∣∣
∂αm

∂ξα
(ξ)

∣∣∣∣ ≤ Cα|ξ|−|α|−k.

Wir geben zunächst ein paar nützliche Rechenregeln für Symbole an.
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Lemma 3.2. (a) Ist mj für j = 1, 2 ein Symbol der Ordnung kj, dann
ist m1m2 ein Symbol der Ordnung k1 + k2 und m1 +m2 ein Symbol
der Ordnung k. Jede der Konstanten in der Abschätzung (33) für
m1m2 (bzw. m1 +m2) hängt nur von endlich vielen der Konstanten
für m1 und m2 ab.

(b) Ist η ∈ S, dann ist η ein Symbol der Ordnung k für jedes k ≤ 0.
(c) Ist m ein Symbol der Ordnung k, dann ist ε−km(εξ) ein Symbol der

Ordnung k und die Konstanten in (33) können unabhängig von ε
gewählt werden.

Den Beweis überlassen wir dem Leser.

Lemma 3.3. Es sei m ∈ S und k > −d. Dann gibt es eine Konstante C, die
nur von endlich vielen der Konstanten für m in (33) abhängt mit

|F−1m(x)| ≤ C|x|−d−k.

Beweis. Wir wählen eine Abschneidefunktion η0 ∈ C∞(Rd) mit kom-
paktem Träger, so dass η0(ξ) = 1 für |ξ| < 1 und η0(ξ) = 0 für |ξ| > 2 gilt.
Wir setzen η∞ = 1− η0. Damit definieren wir

Kj(x) = (2π)−d
∫

eixξηj(ξ|x|)m(ξ) dξ,

wobei j = 0,∞. Wir schätzen Kj jeweils getrennt ab. Für K0 gilt

|K0(x)| ≤ C(2π)−d
∫

|ξ|<2/|x|

|ξ|k dξ = C|x|−k−d

Für den j = ∞ Teil schreiben wir zunächst (ix)αeixξ = ∂α

∂ξα eixξ und inte-

grieren partiell. Dies ergibt

(ix)αK∞(x) =

∫ (
∂α

∂ξα
eixξ
)
η∞(ξ|x|)m(ξ) dξ

= (−1)|α|
∫

eixξ
∂α

∂ξα
(η∞(ξ|x|)m(ξ)) dξ.

Mit (33), Lemma 3.2 und da η∞ Null in der Nähe von 0 ist, folgt für k−|α| >
−d

|(ix)αK∞(x)| ≤ C
∫

|ξ|>1/|x|

|ξ|k−|α| dξ = C|x|−d−k+|α|.

Damit folgt die Ungleichung |K(x)| ≤ C|x|−d−k �

Damit können wir nun das zentrale Resultat dieses Abschnitts beweisen.

Theorem 3.4. Ist m ein Symbol der Ordnung 0, dann ist Tm = F−1mF
ein Calderón-Zygmund-Operator.
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Beweis. Die L2-Beschränktheit des Operators Tm folgt ausm ∈ L∞(Rd)
nach Definition und Satz 2.14. Wir zeigen nun noch, dass der Kern von Tm
von der Form K(x− y) ist und K Abschätzungen der Form

| ∂
α

∂xα
K(x)| ≤ C|x|−n−|α|(34)

erfüllt. Da die inverse Fouriertransformation von m nicht notwendigerweise
durch eine Funktion gegeben ist, approximieren wirm zunächst durch schnell
fallende Funktionen. Hierzu nehmen wir ϕ ∈ C∞

c (Rd) mit ϕ(x) = 1 für |x| <
1 und ϕ(x) = 0 für |x| > 2. Wir setzen dann mε(ξ) = ϕ(εξ)(1−ϕ(ξ/ε))m(ξ).
Wegen Lemma 3.2 ist mε ein Symbol der Ordnung 0 mit von ε unabhängigen
Konstanten. Außerdem gilt mε ∈ S und damit gelten wegen Lemma 3.3 die
Abschätzungen (34) für Kε := F−1mε. Dies folgt aus den Eigenschaften
der Fouriertransformation, da die α-te Ableitung von Kε die inverse Fou-
riertransformation von (−iξ)αmε(ξ) ist und (−iξ)αmε(ξ) ein Symbol der
Ordnung |α| ist.
Da die Konstanten nicht von ε abhängen, können wir den Satz von Arzela-
Ascoli zusammen mit einem Diagonalfolgenargument anwenden. Arzela-Ascoli
liefert für eine Kugel um 0 und ein α ∈ Nd eine Folge α-ter Ableitungen von
Kε, die auf der abgeschlossenen Kugelschale B(0, r) \ B(0, 1/r), für r > 1
gleichmäßig konvergiert. Nun lässt sich mit Hilfe des Diagonalfolgenargu-
ments eine Teilfolge von Kε konstruieren, so dass für eine Funktion K die
Teilfolge Kεj → K und alle ihre Ableitungen gleichmäßig gegen K, bzw.
die entsprechende Ableitung von K konvergiert. Der Kern K erfüllt dann
natürlich auch die Abschätzungen (34).
Es bleibt also noch zu zeigen, dass Tm durch den Kern K dargestellt werden
kann. Es sei f ∈ S. Mit dem Satz von Lebesgue und dem Satz von Plancherel
folgt Tmεf → Tmf in L2(Rd) für ε → 0. Nach Definition von Kε und den
Eigenschaften der Fouriertransformation, Satz 2.3 gilt Tmεf = Kε∗f . Haben
f und g disjunkten und jeweils kompakten Träger, so gilt

∫

Rd

Tmf(x)g(x) dx = lim
j→∞

∫

Rd

Tmεj
f(x)g(x) dx (L2 −Konv.)

= lim
j→∞

∫

Rd

∫

Rd

Kεj(x− y)f(y)g(x) dy dx

=

∫

Rd

∫

Rd

K(x− y)f(y)g(x) dy dx (glm. Konv.)

und damit folgt, dass Tm durch den Kern K dargestellt werden kann. �

Ein Dichteschluss zusammen mit Theorem 2.2 und Theorem 3.4 liefert nun
abschließend

Korollar 3.5. Ist m ein Symbol der Ordnung 0, dann ist Tm : Lp(Rd) →
Lp(Rd) für 1 < p <∞ ein stetiger Operator.
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Als erste Anwendung des Multiplikatorensatzes wollen wir uns nun mit
Besselpotentialräumen und ihrem Zusammenhang zu den Sobolevräumen
beschäftigen. Die Besselpotentialräume liefern eine Möglichkeit gebrochene
Ableitungen zu definieren und so eine kontinuierliche Skala verschiedener
Glattheit zu erhalten.

Definition 3.6. Für s ≥ 0 und 1 < p <∞ heißt

Hs,p(Rd) := {f ∈ Lp(Rd) : F−1(1 + |ξ|2)s/2Ff ∈ Lp(Rd)}
der Besselpotenzialraum der Ordnung s. Eine Norm auf Hs,p(Rd) wird durch

‖f‖Hs,p = ‖F−1(1 + |ξ|2)s/2Ff‖p definiert.

Lemma 3.7. Hs,p(Rd) ist ein Banachraum.

Beweis. Übung �

Dass die Besselpotenzialräume wirklich eine Skala bzgl. der Glattheit liefert
zeigt der folgende Satz.

Satz 3.8. Ist s ∈ N, dann gilt W s,p(Rd) = Hs,p(Rd).

Beweis. Wir zeigen die Aussage nur für gerade s. Für ungerade ist
der Beweis schwieriger und technisch aufwändiger. Ist s gerade, so ist (1 +
|ξ|2)s/2 = Ps(ξ) ein Polynom vom Grad s. Da für f ∈ W s,p(Rd) auch
∂αf ∈ Lp(Rd) für alle |α| ≤ s gilt, folgt mit der Eigenschaft der Fouriertrans-
formation, dass P (−i∂)f = F−1Ps(ξ)Ff ∈ Lp(Rd) und somit W s,p(Rd) ⊂
Hs,p(Rd).

Umgekehrt ist ξα

(1+|ξ|2)s/2 ein Mikhlin Symbol für jedes |α| ≤ s und daher folgt

‖F−1ξαFf‖p = ‖F−1 ξα

(1+|ξ|2)s/2 (1+ |ξ|2)s/2Ff‖p ≤ ‖F−1(1+ |ξ|2)s/2Ff‖p =

‖f‖Hs,p . �

Auf Gebieten lassen sich analog zu den Sobolevräumen auch Besselpotenzi-
alräume definieren.

Definition 3.9. Für s ≥ 0 und Ω ⊂ Rd definieren wir

Hs,p(Ω) = {f |Ω : f ∈ Hs,p(Rd)}.



KAPITEL 6

L
p-Theorie Elliptischer Randwertprobleme

Wir wollen im Folgenden elliptische Differentialoperatoren der Form

(35) Au(x) =

d∑

i,j=1

aij(x)∂i∂ju(x) +

d∑

i

bi(x)u(x) + c(x)

auf Gebieten in Rd betrachten. Ein Differentialoperator A heißt elliptisch,
falls aij(x) ∈ R für jedes x ∈ Rd und es eine Konstante δ > 0 gibt, so dass

−
d∑

i,j=1

aij(x)ξjξj ≥ δ|ξ|2

für alle x, ξ ∈ Rd gilt. In den Beweisen werden wir uns im Wesentlichen auf
den technisch einfachsten Fall (aij) = (δij), also A = ∆, beschränken. Wir
werden für beschränkte Gebiete Ω ein Lokalisierungsargument anwenden.
Daher behandeln wir zunächst den Fall Ω = Rd und Ω = Rd

+ := {(x′, xd) ∈
Rd : xd > 0, x′ ∈ Rd−1}.

1. Lösungstheorie in Rd

Wir assoziieren zu einem Differentialoperator A von der Form (35) einen
stetigen Operator durch D(Ap) = W 2,p(Rd), Apu := Au. Der nächste Satz

zeigt, dass die Wahl des Definitionsbereichs günstig ist, dennAp : W 2,p(Rd)→
Lp(Rd) ist Surjektiv.

Satz 1.1. Es sei A ein elliptischer Differentialoperator mit konstanten Ko-
effizienten aij und bi = 0, c = 0. Weiter sei λ ∈ C mit Re λ > 0 und

f ∈ Lp(Rd). Dann existiert eine eindeutige Lösung u ∈ W 2,p(Rd) der Glei-
chung

(λ−A)u = f in Rd.(36)

Desweiteren gilt für α ∈ Nd
0 mit |α| ≤ 2.

‖Dαu‖Lp(Rd) ≤
C

|λ|1−|α|/2
‖f‖Lp(Rd).(37)

Beweis. Wir führen den Beweis für den Fall A = ∆. Anwenden der
Fouriertransformation auf (36) liefert (λ + |ξ|2)û = f̂ und somit ist u =

62
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F−1(λ + |ξ|2)−1Ff ∈ Lp(Rd) eine Lösung, falls mλ(ξ) := (λ + |ξ|2)−1 ein
Symbol der Ordnung 0 ist. Zunächst bemerken wir

|λ+ ξ2| =
√
|Re λ+ ξ|2 + |Im λ|2 ≥

√
|Re λ|2 + |Im λ|2 = |λ|, ξ ∈ Rd.

und damit
∣∣∣∣
ξα

λ+ ξ2

∣∣∣∣ ≤
√
|λ||α|

|λ| =
1

|λ|1− |α|
2

, |ξ| ≤
√
|λ|,

∣∣∣∣
ξα

λ+ ξ2

∣∣∣∣ ≤
|ξ||α|
|ξ|2 =

1

|ξ|2−|α|
≤ 1

|λ|1− |α|
2

, |ξ| ≥
√
|λ|.

Um zu zeigen, dass mλ ein Symbol der Ordnung 0 ist, bemerken wir noch,
dass sich ξβDβmλ(ξ) als endliche Summe mit Summanden der Form

ξβ1(Dβ1|ξ|2)mλ · · · · · ξβn(Dβn |ξ|2)mλ

mit β =
∑n

i=1 βi schreiben lässt. (Induktion)
Damit folgt mit obigen Abschätzungen, dass mλ, ξimλ und ξiξjmλ Symbole
der Ordnung 0 sind. Nach Korollar 3.5 genügt Tmλ

damit den Abschätzungen

‖DαTmλ
‖L(Lp(Rd)) ≤

1

|λ|1−|α|/2
.

Die Eindeutigkeit der Lösung folgt mit der Injektivität der Fouriertransfor-
mation. �

Für die Lokalisierung benötigen wir noch die Lösbarkeit, falls aij , bi, c ∈
L∞(Rd). Es sei A =

∑d
i,j=1 αij∂ij ein elliptischer Differentialoperator mit

konstanten Koeffizienten αij. Wir definieren

Bu(x) =

d∑

i,j=1

(aij(x)− αij)∂iju(x) +

d∑

i=1

bi(x)∂u(x) + c(x)u(x).

Wir assoziieren hierzu wieder den OperatorBpu = BumitD(Bp) = W 2,p(Rd).
Dann gilt

Theorem 1.2. Es seien A und B wie oben gegeben. Dann gibt es Konstanten
ε, λ0, C, so dass für λ mit Re λ > 0 und |λ| > λ0 die Gleichung

(λ−Ap −Bp)u = f in Rd(38)

für jedes f ∈ Lp(Rd) eine eindeutig bestimmte Lösung u ∈W 2,p(Rd) besitzt,
falls ‖aij − αij‖∞ ≤ ε gilt. Desweiteren gilt für u die Abschätzung (37).

Beweis. Es ist klar, dass (λ−Ap−Bp) : W 2,p(Rd)→ Lp(Rd) stetig ist.

Wir zeigen, dass (λ−Ap−Bp)−1 : Lp(Rd)→ Lp(Rd) existiert und stetig ist.

Dazu schreiben wir zunächst für u ∈W 2,p(Rd)

(λ−Ap −Bp)u = (Id−Bp(λ−Ap)−1)(λ−Ap)u.
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Also existiert (λ−Ap−Bp)−1 ∈ L(Lp(Rd)), falls ‖Bp(λ−Ap)−1‖L(Lp(Rd)) < 1

gilt. In diesem Fall erhält man (λ−Ap −Bp)−1 = (λ−Ap)−1(Id−Bp(λ−
Ap)

−1)−1, wobei der zweite Operator wegen der Neumann Reihe existiert
und stetig ist. Die geforderte Abschätzung ‖Bp(λ − Ap)

−1‖L(Lp(Rd)) < 1

folgt mit Hilfe von (37) für ε klein genug und λ groß genug, denn

‖Bp(λ−Ap)−1f‖p ≤
d∑

i,j=1

‖(aij(x)− αij)∂ij(λ−Ap)−1f‖p

+ ‖
d∑

i=1

bi∂i(λ−Ap)−1f‖p + ‖c(λ −Ap)−1f‖p

≤ d2ε‖∂ij(λ−Ap)−1f‖p + d max
i=1,...,d

‖bi‖∞∂i(λ−Ap)−1f‖p

+ ‖c‖∞‖(λ−Ap)−1f‖p

≤ Cε‖f‖p + C
1√
|λ|
‖f‖p + C

1

|λ| ‖f‖p.

Die Abschätzung (37) folgt schließlich mit (37) für Ap und der Darstellung
(λ−Ap −Bp)−1 = (λ−Ap)−1(Id−Bp(λ−Ap)−1)−1. �

2. Lösungstheorie in Rd
+

Da für Ω = Rd
+ der Rand ∂Ω = {x ∈ Rd : xd = 0} 6= ∅ gilt, müssen wir

noch Bedingungen für u auf ∂Ω fordern, um die eindeutige Lösbarkeit der
Gleichung (λ−A)u = f zu sichern. Wir werden zwei verschiedene Randbe-
dingungen untersuchen.

• Dirichlet-Randbedingung: u|∂Ω = 0
• Neumann-Randbedingung: ∂nu|∂Ω = 0

Hierbei bezeichnet ∂n die Richtungsableitung in Richtung der äußeren Nor-
malen an ∂Ω.
Es sei nun zunächst A ein elliptischer Differentialoperator mit konstanten
Koeffizienten. Zur Lösung der Gleichung (λ − A)u = f mit Dirichlet oder
Neumann Randbedingungen wollen wir das zuvor gezeigte Ergebnis in Rd

mit Hilfe von Reflexion an der Hyperebene {xd = 0} zeigen. Hierzu bemer-
ken wir zunächst, dass (λ−A)−1 durch einen Calderón-Zygmund-Kern Kλ

gegeben ist, da das zugehörige Symbol (λ − a(ξ))−1 ein Symbol der Ord-
nung 0 ist. Das heißt (λ − A)−1f = Kλ ∗ f und diese Darstellung liefert
unmittelbar, dass u = (λ−A)−1f ∈ C∞ gilt, falls f ∈ C∞.
Es sei nun f ∈ C∞

c (Rd
+) Wir definieren

fD(x′, xd) =

{ −f(x′,−xd) für xd < 0,

f(x′, xd) für xd > 0.

Damit ist fD ungerade in der letzten Variable. Nun definieren wir uD ∈
C∞(Rd) ∩ Lp(Rd) als Lösung von (λ − A)u = fD in Rd. Damit ist uD
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ebenfalls ungerade, denn es gilt

(λ−A)(uD(.,−.)|x=(x′,xd) = ((λ−A)uD)(x′,−xd)
= fD(x′,−xd)
= −fD(x′, xd)

= (λ−A)(−uD)(x′, xd).

Also löst sowohl uD(.,−.) als auch −uD die Gleichung (λ − A)u = −fD.
Die Funktionen uD(.,−.) und −uD müssen damit übereinstimmen. Da uD ∈
C∞(Rd) gilt folgt insbesondere uD(x′, 0) = 0 für alle x′ ∈ Rd−1. Die Funktion
uD genügt daher der Dirichlet Randbedingung und uD|Rd

+
löst

(λ−A)u = f in Rd
+

u = 0 auf ∂Rd
+

Insbesondere folgen die Normabschätzungen (37) da

‖DαuD‖Lp(Rd
+) ≤ ‖DαuD‖Lp(Rd) ≤

C

|λ|1−|α|/2
‖fD‖Lp(Rd) ≤

C

|λ|1−|α|/2
2‖f‖Lp(Rd

+).

Da C∞
c (Rd

+) dicht in Lp(Rd
+) liegt, lässt sich (λ − A)−1 auf ganz Lp(Rd

+)
eindeutig fortsetzen.
Für Neumann-Randbedingungen setzt man f gerade nach Rd fort und erhält
analoge Abschätzungen. Außerdem erhält man durch exakt gleiche Argu-
mentation des Beweises von Theorem 1.2 auch die Aussagen dieses Satzes
für Rd

+ statt Rd und wir haben das folgende Theorem entsprechend zu Theo-
rem 1.2 gezeigt.

Theorem 2.1. Es seien A und B wie im letzten Abschnitt gegeben. Dann
gibt es Konstanten ε, λ0, C, so dass für λ mit Re λ > 0 und |λ| > λ0 die
Gleichung

(λ−A−B)u = f in Rd
+

Ru = 0 auf ∂Rd
+,

(39)

wobei R = Id (Dirichlet-RB) oder R = ∂n (Neumann-RB), für jedes f ∈
Lp(Rd

+) eine eindeutig bestimmte Lösung u ∈ W 2,p(Rd
+) besitzt, falls ‖aij −

αij‖∞ ≤ ε gilt. Desweiteren gilt für u die Abschätzung

‖Dαu‖Lp(Rd
+) ≤

C

|λ|1−|α|/2
‖f‖Lp(Rd

+).(40)

Bemerkung 2.2. Mit Hilfe dieses Theorems lässt sich ein der Differential-
gleichung (λ−A)u = f zugeordneter Operator wie folgt definieren

(a) Für Dirichlet-Randbedingungen: D(AD) = W 2,p(Rd
+) ∩ W 1,p

0 (Rd
+)

mit ADu = Au.
(b) Für Neumann-Randbedingungen: D(AN ) = {u ∈ W 2,p(Rd

+) : ∂du ∈
W 1,p

0 (Rd
+)}



3. LÖSUNGSTHEORIE IN BESCHRÄNKTEN GEBIETEN 66

3. Lösungstheorie in beschränkten Gebieten

Wir betrachten nun die Gleichung

(λ−A)u = f in Ω

Ru = 0 auf ∂Ω
(41)

wobei A wieder ein elliptischer Differentialoperator und Ω ⊂ Rd ein be-
schränktes Gebiet von der Klasse C2 ist. Das Hauptresultat für beschränkte
Gebiete ist

Theorem 3.1. Es seien A und B wie im letzten Abschnitt gegeben. Dann
gibt es Konstanten ε, λ0, C, so dass für λ mit Re λ > 0 und |λ| > λ0

die Gleichung (41), wobei wie vorher R = Id (Dirichlet-RB) oder R =
∂n (Neumann-RB), für jedes f ∈ Lp(Ω) eine eindeutig bestimmte Lösung
u ∈ W 2,p(Ω) besitzt, falls ‖aij − αij‖∞ ≤ ε gilt. Desweiteren erfüllt u die
Abschätzung

‖Dαu‖Lp(Ω) ≤
C

|λ|1−|α|/2
‖f‖Lp(Ω).(42)

Bemerkung 3.2. Analog zum Fall Ω = Rd
+ können wir die folgenden Dif-

ferentialoperatoren definieren

(a) Für Dirichlet-Randbedingungen: D(AD) = W 2,p(Rd
+) ∩ W 1,p

0 (Rd
+)

mit ADu = Au.
(b) Für Neumann-Randbedingungen: D(AN ) = {u ∈W 2,p(Rd

+) : ∇u|∂Ω·
n = 0 im Spursinne}.

Bevor wir das Theorem beweisen, wollen wir noch ein einfaches Korollar
formulieren.

Korollar 3.3. Die Operatoren (λ−AD)−1, (λ− AN )−1 : Lp(Ω)→ Lp(Ω)
sind kompakt, für alle λ für die sie existieren.

Beweis. Ist Re λ > 0 und |λ| > λ0 so ist nach Obigem und nach
dem Satz von Rellich Idw : W 2,p(Ω) → Lp(Ω) ein kompakter Operator
und (λ −AD)−1 bzw. (λ− AN )−1 stetig von Lp(Ω) nach W 2,p(Ω). Also ist
(λ − AD)−1 = Idw(λ − AD)−1 : Lp(Ω) → Lp(Ω) kompakt. Für die übrigen
λ für die die Resolvente existiert verwende die Resolventenidentität aus der
Funktionalanalysis. �

Beweis. (von Theorem 3.1, Beweisskizze) Es sei {Uj , j = 1, . . . , n} eine

endliche Überdeckung von ∂Ω, wobei für die Mengen Uj diamUj ≤ ε gilt.
Gemäß Definition 5.2 aus Kapitel 2 gibt es zugehörige Abbildungen φj :
Q → Uj . Aus der stetigen Differenzierbarkeit der φj folgt, dass sich die
Jakobi-Matrix nur um δ(ε) von Id unterscheidet und δ(ε) → 0 für ε → 0
gilt.
Weiter wählen wir aus der offenen Überdeckung {B(x, εx) : x ∈ Ω\⋃j Uj , εx <

dist(x, ∂Ω)} von Ω \⋃j Uj endlich viele aus, etwa {Oj : j = n + 1, . . . ,N}.
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Wir definieren nun lokale Operatoren. Sei hierzu ϕj eine quadratische Zer-
legung der Eins (d.h.

∑
j ϕ

2
j = 1) zu {Uj} ∪ {Oj}. Damit setzen wir:

(a) Fall j ≤ n: Wir definieren uj als Lösung von

(λ−Aj)uj = ϕjf =: fj in Rd.

(b) Fall n < j ≤ N : Wir definieren uj = ũj ◦φ−1
j , wobei ũj eine Lösung

von

(λ− Ãj)ũj = (ϕj ◦ φj)(f ◦ φj) in Rd
+

Rũj = 0 auf ∂Rd
+

Hierbei müssen wir die Koeffizienten von Ãj so wählen, dass Ajuj =

(Ãũj) ◦ φj = fj = ϕjf gilt. Das bedeutet (wir vernachlässigen hier
den Index j)

Au = A(ũ ◦ φ−1)

=
d∑

i,l=1

ail∂i∂l(ũ ◦ φ−1)

=

d∑

i,l=1

ail∂i

(
d∑

k=1

ũ · ∂l(φ−1)k

)

=
d∑

i,l=1

ail




d∑

k,m=1

∂m∂kũ · ∂i(φ−1)m · ∂l(φ−1)k + ∂kũ · ∂i∂l(φ−1)k




=: Ãũ.

Da für ε klein jede der Funktionen φj bis auf Rotation fast die
identische Abbildung ist, ergibt sich, dass der Differentialoperator
Ã eine kleine Störung eines elliptischen Operators ist (da ∂iφ

−1
m ∼

δim). Klein meint hier im Sinne von Theorem 2.1. Daher ist ũj
wohldefiniert.

Damit definieren wir den ersten Kandidaten für die Lösung auf dem be-
schränkten Gebiet durch v(f) :=

∑N
j=1ϕjuj , dann gilt

(λ−A)v = λv −
N∑

j=1

ϕjAuj +A(ϕjv)− ϕjAuj

=

N∑

j=1

λuj − ϕjAuj − [A,ϕj ]uj

=

N∑

j=1

ϕjfj −B(λ−Aj)−1fj

=: f − Tλf
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Aus der Produktregel folgt, dass der Operator [A,ϕj ] nur Ableitungen er-
ster Ordnung in v und als Koeffizienten erste und zweite Ableitungen von
ϕ enthält. Daher ist der Operator Tλ : Lp(Ω) → Lp(Ω) stetig mit der
Abschätzung

‖Tλf‖p ≤
C√
|λ|
‖f‖p.

Für λ groß genug existiert also (Id−Tλ)−1 und wir erhalten schließlich eine
Lösung der Gleichung durch u = v((Id− Tλ)−1f). Die Normabschätzungen
für u folgen aus der Beschränktheit von (Id − Tλ)−1 und der Konstruktion
von v. �

4. Ausblick: Eine weitere Anwendung der Fouriertransformation

Wir betrachten die Wärmeleitungsgleichung in Rd

ut −∆u = 0 in (0,∞) × Rd

u(0) = u0,
(43)

mit einer Anfangstemperaturverteilung u0 ∈ S. Wir suchen also eine Funk-
tion u : (0,∞)×Rd → C, die diese Gleichung im Distributionensinne erfüllt.
Anwenden der Fouriertransformation ergibt

ût + |ξ|2û = 0 in (0,∞) × Rd

û(0, ξ) = û0(ξ) in Rd.

Also ist für festes ξ ∈ Rd die Lösung û(t, ξ) gegeben durch die Lösung dieser
gewöhnlichen DGl., nämlich

û(t, ξ) = e−t|ξ|
2
û0(ξ).

Anwenden von F−1 und Beispiel 2.4 aus Kapitel 4 liefert, da F−1f(x) =
Ff(−x)

u(t, x) = F−1
(
e−t|ξ|

2
û0

)

=
(
F−1e−t|ξ|

2
)
∗ u0

=
(
Fe−t|ξ|

2
)
∗ u0

=

(
1

2t

)d/2
e−

|x|2

4t ∗ u0

=: Gt ∗ u0.

Die Funktion Gt wird auch Gauss-Kern genannt. Es gilt ‖Gt‖1 = 1 und
daher folgt mit der Ungleichung von Young für die Faltung, dass der durch
u(t) = Gt ∗ u0 definierte Operator stetig auf Lp(Rd) für alle t > 0 ist.
Desweiteren ist Gt analytisch in dem Parameter t. Da auch ∂kt Gt ∈ L1(Rd)
für k ∈ N, folgt, dass damit u(t, x) = Gt ∗ u0(x) sogar analytisch in t für
t > 0 ist.



KAPITEL 7

Evolutionsgleichungen – Das abstrakte Cauchy-

Problem

Im verbleibenden Teil der Vorlesung wollen wir uns mit linearen, paraboli-
schen Evolutionsgleichungen beschäftigen, d.h. mit lineare partiellen Diffe-
rentialgleichungen, die eine Zeit- und Ortsvariablen enthalten, in denen ein
Mal nach der Zeit differenziert wird und die Ortsableitungen durch einen
elliptischen Differentialoperator beschrieben werden können. Die Modellglei-
chung in diesem Zusammenhang ist die Wärmeleitungsgleichung , die in ihrer
einfachsten Form so aussieht:

∂tu(t, x) = ∆u(t, x), t > 0, x ∈ Rd,

u(0, x) = u0(x), x ∈ Rd,

mit einer gegebenen Anfangsbedingung u0.
Unser Ansatz zur Lösung solcher Gleichungen besteht darin, die Gleichung
als gewöhnliche Differentialgleichung in einem Banachraum aufzufassen. Be-
zeichnet in obigem Beispiel ∆2 den Laplace-Operator auf L2(Rd), so können
wir obige Gleichung umschreiben zu

u′(t) = ∆2u(t), t > 0,

u(0) = u0,

wobei das Gleichheitszeichen nun im Sinne von
”
gleich in L2“ zu verste-

hen ist. Wir haben nun ein leichteres Problem, nämlich eine gewöhnliche
Differentialgleichung, in einem komplizierteren Gebilde, nämlich dem Ba-
nachraum L2, zu betrachten. Ein solches Problem in der abstrakten Form

u′(t) = Au(t), t > 0,

u(0) = u0,

wobei A ein linearer Operator in einem Banachraum X und u : [0,∞)→ X
ist, nennt man abstraktes Cauchy-Problem.
Rein formal handelt es sich nun um eine gewöhnliche Differentialgleichung,
deren Lösung naiv aus der Sicht der Analysis III betrachtet u = etAu0 sein
sollte, auch wenn im Moment natürlich et∆2 keinen Sinn ergibt. So naiv der
Ansatz auch scheint, er trägt sehr, sehr weit. . .

69
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1. Stark-stetige Operatorhalbgruppen

Wir nähern uns behutsam einer Antwort auf die Frage was etA für einen
unbeschränkten Operator A auf einem Banachraum X sein soll. In den fol-
genden Abschnitten entwickeln wir diese Theorie im abstrakten Rahmen.
Dabei müssen wir häufig Funktionen u : [a, b] → X integrieren, wozu wir
eine Vorbemerkung machen.

1.1. Das Vektor-wertige Riemann-Integral. Sei X ein Banach-
raum, −∞ < a < b < ∞ und f ∈ C([a, b];X). Ist π = {t0, t1, . . . , tn}
mit a = t0 < t1 < . . . < tn = b eine Zerlegung von [a, b] mit Feinheitsmaß
|π| = maxnj=1(tj − tj−1), sowie τj ∈ [tj−1, tj ], j = 1, . . . , n, Zwischenstellen,
so konvergieren die Riemann-Summen

n∑

j=1

f(τj)(tj − tj−1)

für |π| → 0 gegen das X-wertige Riemann-Integral

b∫

a

f(t) dt.

Das funktioniert genauso wie in der Analysis I, wobei man natürlich alle
Beträge im Bildbereich durch die Norm in X ersetzen muss. Ebenfalls wie
in Analysis I definieren wir uneigentliche Integrale wie

∞∫

a

f(t) dt := lim
b→∞

b∫

a

f(t) dt,

falls dieser Grenzert existiert und verwenden munter andere Eigenschaften
des Integrals wie Linearität, die Dreiecksungleichung, partielle Integration
und den Hauptsatz.
Neu hinzu kommen die folgenden Eigenschaften.

Lemma 1.2. Sei X ein Banachraum und u ∈ C([a, b];X). Dann gilt

(a) B ∈ L(X) =⇒ B

b∫

a

u(t) dt =

b∫

a

Bu(t) dt.

(b) Ist A : X ⊇ D(A) → X abgeschlossen und u ∈ C([a, b];D(A))
(d.h. u ∈ C([a, b];X), Au(t) ∈ D(A) für alle t ∈ [a, b] und Au ∈

C([a, b];X)), so ist
∫ b
a u(t) dt ∈ D(A) und es gilt A

b∫

a

u(t) dt =

b∫

a

Au(t) dt.
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Beweis. Übung. �

Definition 1.3. Sei X ein Banachraum, −∞ < a < b <∞ und T : [a, b]→
L(X). Dann heißt

(a) T normstetig ⇐⇒ T stetig, d.h. ‖T (t)− T (t0)‖L(X) → 0 (t→ t0).
(b) T stark-stetig ⇐⇒ ‖T (t)x−T (t0)x‖X → 0 (t→ t0) für alle x ∈ X.

Bemerkung 1.4. (a) T normstetig =⇒ T stark-stetig.
(b) Ist T stark-stetig, so definieren wir

b∫

a

T (s) ds ∈ L(X) mit

( b∫

a

T (s) ds

)
x :=

b∫

a

T (s)x ds.

Definition 1.5 (Laplace-Transformation).

(a) Eine Funktion u ∈ C([0,∞);X) heißt exponentiell beschränkt, falls
Konstanten M ≥ 0 und ω ∈ R existieren mit ‖u(t)‖X ≤ Meωt für
alle t ≥ 0.

(b) Ist u exponentiell beschränkt, so existiert für alle λ ∈ C mit Re (λ) >
ω das uneigentliche Integral

∫∞
0 e−λtu(t) dt und die Funktion

û : {λ ∈ C : Re (λ) > ω} → X mit û(λ) :=

∞∫

0

e−λtu(t) dt

heißt Laplace-Transformierte von u.

Die folgende fundamentale Eigenschaft der Laplace-Transformation wollen
wir hier nur zitieren.

Satz 1.6 (Eindeutigkeit der Laplace-Transformation). Sei u ∈ C([0,∞);X)

und t 7→
∫ t
0 u(s) ds, t > 0, exponentiell beschränkt mit Konstanten M und

ω. Existiert dann ein ω′ > ω, so dass û(λ) = 0 für alle λ > ω′ gilt, so ist
u ≡ 0.

Was hat das alles nun mit unserem abstrakten Cauchy-Problem zu tun? Wir
formulieren dieses zunächst einmal exakt:

1.7. Abstraktes Cauchy-Problem (ACP). Sei X ein Banachraum
und (A,D(A)) ein abgeschlossener, linearer Operator in X. Zu gegebenem
u0 ∈ X finde ein u ∈ C1((0,∞);X) ∩ C([0,∞);X) ∩ C((0,∞);D(A)) mit

{
u′(t) = Au(t), t > 0,
u(0) = u0.
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Sei nun u eine exponentiell beschränkte Lösung von (ACP). Dann gilt dank
Lemma 1.2 (b) für die Laplace-Transformierte û ∈ D(A) und

Aû(λ) = A

∞∫

0

e−λtu(t) dt =

∞∫

0

e−λtAu(t) dt =

∞∫

0

e−λtu′(t) dt

= e−λtu(t)

∣∣∣∣
∞

0

+

∞∫

0

λe−λtu(t) dt = −u0 + λû(λ)

für alle Re(λ) > ω, wobei ω die Konstante aus der exponentiellen Be-
schränkheit von u ist.
Damit gilt (λ−A)û(λ) = u0, d.h. im Falle, dass λ ∈ ̺(A) gilt, haben wir

û(λ) = R(λ,A)u0.

Ist die Resolventenmenge von A also
”
ausreichend groß“, so können wir hof-

fen, dass wir Lösungen von (ACP) bekommen, wenn wir die Resolvente von
A in irgendeiner Weise Laplace-rücktransformieren können. Das ist unser
nächstes Ziel.

Notation 1.8. Es sei T : [0,∞) → L(X) stark-stetig und exponentiell

beschränkt mit Konstanten M und ω. Dann definieren wir T̂ (λ) ∈ L(X) für
Re(λ) > ω durch

T̂ (λ)x :=

∞∫

0

e−λtT (t)x dt = ̂(T (·)x)(λ), x ∈ X.

Definition 1.9. Sei ω ∈ R. Eine Familie {R(λ) : λ > ω} ⊆ L(X) heißt
Pseudoresolvente, falls für alle λ, µ > ω die Resolventengleichung

R(λ)−R(µ) = (µ− λ)R(µ)R(λ)

gilt.

Satz 1.10. Es sei {R(λ) : λ > ω} eine Pseudoresolvente. Dann sind die
folgenden Aussagen äquivalent.

(a) Es existiert ein abgeschlossener linearer Operator A in X mit (ω,∞) ⊆
̺(A) und R(λ) = R(λ,A) für alle λ > ω.

(b) R(λ) ist injektiv für ein λ > ω.
(c) R(λ) ist injektiv für alle λ > ω.

Beweis. Ist R(λ) = R(λ,A) für alle λ > ω, so ist R(λ) natürlich für all
diese λ auch injektiv. Somit folgt (c) sofort aus (a), genauso wie (b) direkt
aus (c) folgt. Wir beweisen also

”
(b) ⇒ (a)“.

Es sei λ0 > ω und R(λ0) injektiv. Für alle x ∈ R(λ0)(X) setzen wir dann
A := λ0 −R(λ0)

−1, was dank der Injektivität von R(λ0) möglich ist. Dann
ist A offensichtlich linear mit D(A) = R(λ0)(X). Außerdem gilt dann (λ0 −
A)R(λ0) = idX und R(λ0)(λ0 −A) = idD(A).
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Sei nun λ > ω beliebig. Dann gilt mit zweimaliger Anwendung der Resol-
ventengleichung

(λ−A)R(λ) = (λ−A)
[
R(λ0) +R(λ)−R(λ0)

]

= (λ−A)
[
R(λ0) + (λ0 − λ)R(λ0)R(λ)

]

=
[
(λ− λ0) + (λ0 −A)

]
R(λ0)

[
I + (λ0 − λ)R(λ)

]

= (λ− λ0)R(λ0)
[
I + (λ0 − λ)R(λ)

]
+ I + (λ0 − λ)R(λ)

= I + (λ0 − λ)
[
R(λ)−R(λ0)− (λ0 − λ)R(λ0)R(λ)

]
= I.

Genauso zeigt man R(λ)(λ−A) = I aufD(A). Schließlich ist damit ̺(A) 6= ∅
und damit A in jedem Fall abgeschlossen. �

Mit diesem Kriterium, wann eine Pseudoresolvente tatsächlich Resolvente
eines Operators ist, können wir nun zeigen, welche Operatorenfamilien die
Urbilder der Resolventen unter der Laplace-Transformation sind.

Theorem 1.11. Sei T : [0,∞) → L(X) stark-stetig und exponentiell be-
schränkt mit Konstanten M und ω. Dann sind die folgenden Aussagen
äquivalent.

(a) Es existiert ein abgeschlossener linearer Operator (A,D(A)) mit

(ω,∞) ⊆ ̺(A) und T̂ (λ) = R(λ,A) für alle λ > ω.
(b) T (0) = I und T (t+ s) = T (t)T (s) für alle s, t ≥ 0.

Damit sind die Abbildungen T : [0,∞)→ L(X), die im obigen Theorem die
Bedingung (b) erfüllen, die Kandidaten für die Laplace-Rücktransformation
der Resolvente. In der Einführung zu diesem Kapitel hatten wir gesehen, dass
diese Lösungen unserer abstrakten Cauchyprobleme moralisch von der Form
etAu0 sein müssten. Tatsächlich finden wir nun Abbildungen, die die Funk-
tionalgleichung der Exponentialfunktion e0 = 1 und et+s = etes erfüllen.
Wir geben diesen Abbildungen T zunächst ihren Namen.

Definition 1.12. Eine Abbildung T : [0,∞)→ L(X) heißt C0-Halbgruppe,
falls

• T stark-stetig,
• T (0) = I
• T (t+ s) = T (t)T (s) für alle s, t ≥ 0 (Halbgruppen-Eigenschaft).

Beweis von Theorem 1.11. Es sei µ > λ > ω. Dann gilt für alle
x ∈ X

T̂ (λ)x− T̂ (µ)x

µ− λ =
1

λ− µe(λ−µ)t

∣∣∣∣
∞

0

T̂ (λ)x− 1

µ− λ

∞∫

0

e−µtT (t)x dt

=

∞∫

0

e(λ−µ)tT̂ (λ)x dt− 1

µ− λ

∞∫

0

e(λ−µ)te−λtT (t)x dt.
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Integrieren wir nun im zweiten Integral partiell, so erhalten wir

=

∞∫

0

e(λ−µ)t

∞∫

0

e−λrT (r)x dr dt− 1

µ− λ

t∫

0

e−λrT (r)x dr e(λ−µ)t

∣∣∣∣
∞

t=0

+
1

µ− λ

∞∫

0

(λ− µ)e(λ−µ)t

t∫

0

e−λrT (r)x dr dt

=

∞∫

0

e(λ−µ)t

∞∫

0

e−λrT (r)x dr dt−
∞∫

0

e(λ−µ)t

t∫

0

e−λrT (r)x dr dt

=

∞∫

0

e(λ−µ)t

∞∫

t

e−λrT (r)x dr dt.

Mit der Substitution r = s+ t liefert das

T̂ (λ)x− T̂ (µ)x

µ− λ =

∞∫

0

e(λ−µ)t

∞∫

0

e−λ(t+s)T (t+ s)x ds dt

=

∞∫

0

e−µt
∞∫

0

e−λsT (t+ s)x ds dt.

Außerdem gilt natürlich nach der Definition der Laplace-Transfomierten T̂
für jedes x ∈ X

T̂ (µ)T̂ (λ)x =

∞∫

0

e−µt
∞∫

0

e−λsT (t)T (s)x ds dt.

”
(a) ⇒ (b)“ Gilt T̂ (λ) = R(λ,A) für alle λ > ω, so gilt dank der Resolventen-

gleichung (µ − λ)T̂ (µ)T̂ (λ) = T̂ (λ) − T̂ (µ) für alle λ, µ > ω. Also
ist mit obiger Rechung

∞∫

0

e−µt
∞∫

0

e−λsT (t+ s)x ds dt =

∞∫

0

e−µt
∞∫

0

e−λsT (t+ s)x ds dt

und der Eindeutigkeitssatz 1.6 für die Laplace-Transformierte liefert
T (t+ s) = T (t)T (s) für alle s, t ≥ 0.

Wegen T (0) = T (0+0) = T (0)T (0) ist dann T (0) eine Projekti-
on. Wir zeigen nun, dass T (0) injektiv ist, denn dann muss T (0) = I
gelten. Sei also x ∈ X mit T (0)x = 0 gegeben. Dann gilt für alle
t > 0

T (t)x = T (t+ 0)x = T (t)T (0)x = T (t)0 = 0,
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also ist für ein beliebiges λ > ω

R(λ,A)x = T̂ (λ)x =

∞∫

0

e−λtT (t)x dt = 0

und da die Resolvente injektiv ist, haben wir x = 0.

”
(a) ⇐ (b)“ Aus obiger Rechnung folgt mit der Voraussetzung T (t+s) = T (t)T (s)

nun (µ − λ)T̂ (µ)T̂ (λ) = T̂ (λ) − T̂ (µ), d.h. {T̂ (λ) : λ > ω} ist eine
Pseudoresolvente. Es bleibt wegen Satz 1.10 noch zu zeigen, dass
T̂ (λ) für ein λ > ω injektiv ist. Sei also λ > ω und x ∈ X mit

T̂ (λ)x = 0 gegeben. Dann gilt mit der Resolventengleichung für
jedes µ > ω

T̂ (µ)x = T̂ (λ)x− (µ− λ)T̂ (µ)T̂ (λ)x = 0.

Also ist wieder mit Satz 1.6 T (t)x = 0 für alle t ≥ 0. Insbesondere
gilt also x = T (0)x = 0. �

Wir haben in der Definition einer C0-Halbgruppe nicht vorausgesetzt, dass T
exponentiell beschränkt ist. Tatsächlich folgt das schon aus obiger Definition.

Satz 1.13. Ist T eine C0-Halbgruppe auf X, so gibt es Konstanten M ≥ 0
und ω ∈ R mit ‖T (t)‖L(X) ≤Meωt für alle t ≥ 0.

Beweis. Sei x ∈ X. Dann ist die Abbildung ξx : [0, 1]→ X mit ξx(t) :=
T (t)x stetig, d.h. die Menge {T (t)x : t ∈ [0, 1]} ⊆ X ist kompakt und
damit beschränkt für jedes x ∈ X. Nach dem Satz von der gleichmäßigen
Beschränktheit ist damit auch {T (t) : t ∈ [0, 1]} in L(X) beschränkt. Also
ist M := supt∈[0,1] ‖T (t)‖L(X) <∞.

Sei nun t ≥ 0 und t = n + s mit n ∈ N0 und s ∈ [0, 1). Dann gilt für
ω = log(M)

‖T (t)‖L(X) = ‖T (s)T (n)‖L(X) = ‖T (s)T (1)n‖L(X) ≤MMn = Meωn ≤Meωt.

�

Die Halbgruppeneigenschaft T (t+ s) = T (t)T (s), die hier die exponentielle
Beschränktheit gratis mitliefert, hat noch weitere angenehme Folgen. Als
Beispiel geben wir den folgenden Satz an.

Satz 1.14. Gelten für T : [0,∞) → L(X) die Beziehungen T (0) = I und
T (t+ s) = T (t)T (s) für alle t, s ≥ 0, so ist T genau dann stark-stetig, wenn
dies in Null gilt, d.h. wenn limtց0 T (t)x = x für alle x ∈ X gilt.

Definition 1.15. Sei T eine C0-Halbgruppe auf X. Der nach Satz 1.10
existierende abgeschlossene lineare Operator (A,D(A)) heißt Erzeuger oder
Generator von T .

Wir sammeln einige wichtige Beziehungen zwischen Halbgruppe und Gene-
rator.
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Satz 1.16 (Allerweltsformel). Sei T eine C0-Halbgruppe auf einem Banach-
raum X mit Generator (A,D(A)). Dann gelten die folgenden Aussagen.

(a) T (t)R(µ,A) = R(µ,A)T (t) für alle t ≥ 0 und alle µ ∈ ̺(A).
(b) Ist x ∈ D(A), so gilt T (t)x ∈ D(A) und AT (t)x = T (t)Ax für alle

t ≥ 0.
(c) Es ist x ∈ D(A) und Ax = y genau dann, wenn

∫ t
0 T (s)y ds =

T (t)x− x gilt.

(d) Für jedes x ∈ X und jedes t > 0 gilt
∫ t
0 T (s)x ds ∈ D(A) und

A
∫ t
0 T (s)x ds = T (t)x− x.

(e) A ist dicht definiert, d.h. D(A) = X.

(f) Es ist genau dann x ∈ D(A), wenn der Grenzwert y := lim
tց0

T (t)x− x
t

existiert. In diesem Fall gilt Ax = y.

Beweis. Zu (a): Sei x ∈ X und λ ≥ ω, wobei ω die Konstante aus der
exponentiellen Beschränktheit von T ist (vgl. Satz 1.13). Dann gilt

∞∫

0

e−λtT (t)R(µ,A)x dt = R(λ,A)R(µ,A)x = R(µ,A)R(λ,A)x

=R(µ,A)

∞∫

0

e−λtT (t)x dt =

∞∫

0

e−λtR(µ,A)T (t)x dt

und mit Satz 1.6 folgt die Behauptung.
Zu (b): Sei x ∈ D(A) und λ > ω. Dann ist mit Hilfe von (a)

T (t)x = T (t)R(λ,A)(λ −A)x = R(λ,A)T (t)(λ −A)x ∈ D(A)

und wir erhalten durch Anwendung von λ−A auf diese Gleichung

(λ−A)T (t)x = T (t)λx− T (t)Ax,

d.h. AT (t)x = T (t)Ax.
Zu (c): Für alle y ∈ X und alle λ > ω gilt mit partieller Integration

R(λ,A)y =

∞∫

0

e−λtT (t)y dt

= e−λt
t∫

0

T (s)y ds

∣∣∣∣
∞

0

+ λ

∞∫

0

e−λt
t∫

0

T (s)y ds dt.

Der erste Summand ist nun Null, da

∥∥∥∥e−λt
t∫

0

T (s)y ds

∥∥∥∥
X

≤Me−λt
t∫

0

eωs ds‖y‖X

=
M

ω
e−λt(eωt − 1)‖y‖X ≤

M

ω
e−(λ−ω)t‖y‖X → 0
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für t→∞ gilt.
Damit ist

R(λ,A)y = λ

∞∫

0

e−λt
t∫

0

T (s)y ds dt.

Andererseits gilt für jedes x ∈ X

λR(λ,A)x−x = λ

∞∫

0

e−λtT (t)x dt−λ
∞∫

0

e−λt dt x = λ

∞∫

0

e−λt(T (t)x−x) dt.

Mit Hilfe dieser Betrachtungen beweisen wir nun zunächst
”
⇒“. Ist x ∈

D(A) und y = Ax, so gilt

R(λ,A)y = R(λ,A)Ax = −R(λ,A)(λ−A)x+ λR(λ,A)x = λR(λ,A)x− x.
Also gilt

λ

∞∫

0

e−λt(T (t)x− x) dt = λ

∞∫

0

e−λt
t∫

0

T (s)y ds dt

und Satz 1.6 liefert wieder die Behauptung.
Zum Beweis von

”
⇐“beobachten wir, dass aus der Voraussetzung und obigen

Betrachtungen λR(λ,A)x−x = R(λ,A)y folgt. Damit ist x = R(λ,A)(λx−
y) ∈ D(A) und es gilt λx−Ax = λx− y, also Ax = y.
Zu (d): Sei x ∈ X und λ > ω. Setzen wir y = R(λ,A)x, so ist y ∈ D(A)
und es gilt mit (c)

t∫

0

T (s)x ds =

t∫

0

T (s)λy ds−
t∫

0

T (s)Ay ds = λ

t∫

0

T (s)y ds− T (t)y + y.

Nun ist T (·)y ∈ C((0,∞);D(A)), also gilt nach Satz 1.2 (b) und der Aussage

in (b), dass
∫ t
0 T (s)x ds ∈ D(A) ist und

A

t∫

0

T (s)x ds = λ

t∫

0

T (s)Ay ds− T (t)Ay +Ay
(c)
= λ(T (t)y − y)− T (t)Ay +Ay

= T (t)(λ−A)y − (λ−A)y = T (t)x− x
gilt.
Zu (e): Sei x ∈ X. Nach (d) gilt xε := 1

ε

∫ ε
0 T (s)xds ∈ D(A) für jedes ε > 0

und dank der Stetigkeit von s 7→ T (s)x in X ist limεց0 xε = T (0)x = x.
Zu (f): Zum Beweis von

”
⇒“ sei x ∈ D(A). Dann gilt mit (c)

T (t)x− x
t

=
1

t

t∫

0

T (s)Ax ds→ Ax (tց 0).
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Es bleibt also
”
⇐“ zu beweisen. Sei dazu x ∈ X gegeben, so dass der Grenz-

wert y := limtց0
1
t (T (t)x− x) in X existiert. Wir setzen

xn := n

1/n∫

0

T (s)x ds, n ∈ N.

Dann ist xn ∈ D(A) für alle n ∈ N dank (d) und wie in (e) sieht man
limn→∞ xn = x in X. Weiter gilt mit (d) und nach Voraussetzung

Axn = nA

1/n∫

0

T (s)x ds = n
(
T (1/n)x − x

)
→ y (n→∞).

Die Abgeschlossenheit von A liefert nun sofort x ∈ D(A) und Ax = y, also
die Behauptung. �

Führen wir die gedankliche Analogie zur Exponentialfunktion fort und set-
zen im Geiste T (t) = etA, so sind eigentlich alle Formeln im obigen Satz
ganz natürlich. Als Beispiel schreiben wir uns (c) um:

t∫

0

T (s)y ds =

t∫

0

esAAx ds = esAx

∣∣∣∣
t

0

= etAx− x = T (t)x− x.

Man wiederhole selbiges zur Übung mit (f)!
Ist also A der Generator einer C0-Halbgruppe T , so kann man mit einiger
Berechtigung statt T (t) auch etA schreiben (was auch oft gemacht wird).
Zum Abschluss wollen wir natürlich noch zeigen, dass unsere Halbgruppen
wirklich eine Lösung des abstrakten Cauchy-Problems (ACP) liefern.

Theorem 1.17. Ist A der Generator einer C0-Halbgruppe T auf einem Ba-
nachraum X und u0 ∈ D(A), so ist u(t) := T (t)u0, t ≥ 0, die eindeutige
Lösung von (ACP).

Beweis. Da T stark-stetig ist, gilt zunächst u ∈ C([0,∞);X). Weiter
ist mit u0 ∈ D(A) nach Satz 1.16 (b) auch u(t) ∈ D(A) für alle t ≥ 0 und
Au(t) = T (t)Au0 ∈ C([0,∞);X), d.h. wir haben sogar u ∈ C([0,∞);D(A)).
Außerdem gilt mit (c)

u(t) = T (t)u0 = u0 +

t∫

0

T (s)Au0 ds,

was eine nach dem Hauptsatz auf (0,∞) stetig nach t differenzierbare Funk-
tion ist. Damit ist auch u ∈ C1((0,∞);X) und wir haben

d

dt
u(t) =

d

dt

t∫

0

T (s)Au0 ds = T (t)Au0 = AT (t)u0
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mit Hilfe von (b). Da schließlich auch u(0) = T (0)u0 = u0 gilt, ist also u
eine Lösung von (ACP).
Es bleibt noch die Eindeutigkeit zu zeigen. Sei dazu u irgendeine Lösung von
(ACP), die den Regularitätsanforderungen aus 1.7 genügt. Für ein beliebig
vorgegebenes τ > 0 setzen wir nun

w(t) := T (τ − t)u(t), t ∈ [0, τ ].

Dann gilt mit der gleichen Begründung wie oben und Satz 1.16 (b)

d

dt
w(t) = −AT (τ − t)u(t) + T (τ − t)u′(t) = T (τ − t)

(
u′(t)−Au(t)

)
= 0,

da u eine Lösung von (ACP) ist. Das bedeutet aber, dass w auf [0, τ ] konstant
ist, d.h. wir haben

u(τ) = w(τ) = w(0) = T (τ)u0 für alle τ > 0

und sind fertig. �

Natürlich ist dieses Ergebnis bis jetzt nur von eingeschränktem Nutzen, so-
lange wir nicht wissen, welche Operatoren denn überhaupt Erzeuger von
C0-Halbgruppen sind. Ja, es könnte sogar sein, dass es außer beschränkten
Operatoren, für die man mit Hilfe der Exponentialreihe sogar eine norm-
stetige Halbgruppe erhält, gar keine Erzeuger gibt. Wir werden daher in
den nächsten Abschnitten Kriterien beweisen, wann ein (unbeschränkter)
Operator ein Erzeuger ist.

2. Der Satz von Hille-Yosida

Wenden wir uns also der Frage zu, für welche unbeschränkten Operatoren
A wir eine C0-Halbgruppe T (= (etA)t≥0) finden können. Der Ansatz diese
über die Exponentialreihe zu definieren, fällt aus Konvergenzgründen ebenso
flach wie die Verwendung von etA = limn→∞(1 + tA/n)n. Um diese Proble-
matik zu umgehen, werden wir A durch geeignete beschränkte Operatoren
An, n ∈ N, approximieren und dann etA durch Approximation mittels etAn

erhalten. Das liefert die folgende Charakterisierung, die das Hauptresultat
dieses Abschnitts ist.

Theorem 2.1 (Hille, Yosida, 1948). Es sei (A,D(A)) ein linearer Operator

in einem Banachraum X mit D(A) = X. Dann sind die folgenden Aussagen
äquivalent.

(a) A erzeugt eine C0-Halbgruppe T von Kontraktionen auf X, d.h.
‖T (t)‖L(X) ≤ 1 für alle t ≥ 0.

(b) (0,∞) ⊆ ̺(A) und ‖R(λ,A)‖L(X) ≤ 1/λ für alle λ > 0.
(c) {λ ∈ C : Re(λ) > 0} ⊆ ̺(A) und ‖R(λ,A)‖L(X) ≤ 1/Re(λ) für alle

diese λ.

Zum Beweis dieses Theorems benötigen wir noch einige Vorarbeiten. Wir
beginnen mit einer in vielen Zusammenhängen nützlichen Methode, dem
sogenanneten Rescaling.


