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KAPITEL 1

Einfiihrung in die Problematik

1. Physikalische Motivation

Betrachte einen Stab aus Metall mit gegebener Temperaturverteilung. Nun
wollen wir untersuchen wie die Warme geleitet wird.
Annahmen:

e Stab (isoliert) wird parametrisiert durch das Intervall [0, 1], u(t, z) =
Temperatur in z zum Zeitpunkt ¢.

Konstanten: p Dichte, ¢ spezifische Wiarme

f:]0,1] — R Warmequelle

Energie in Segment [z1, z2]: E(z2,x1,t) = cp(ra — x1)u(t, 1)
Wirmeleitungsregel von Fourier: Sei Q(t,z) = die Warme durch
Punkt x zum Zeitpunkt ¢

t — Q(t 0
Q 2’? tQ( ) ~ —Koa—u(tl,x) Ko Thermale Konduktivitat
2— 1 T

e Energieerhaltung:

cp(xa — x1)(u(te, z1) — u(ty, z1))

0 0
= (tg — tl)(l‘g — .Tl)f(ﬂfl) — Kg(tg — tl)(%u(tl,xl) — %u(tl, .’Eg))
Daraus folgt

u(ty, x1) —u(t, 1)  f(x1) n Ko Luty,z2) — Lu(ty, 21)

to — 1 cp cp T9 — T

und damit

9 fz 8?2
(1) S ult,z) = C(p)—&—mwu(t,w),

wobei kK = IC(—; die thermische Diffusivitét (eine Konstante) ist.

Stationire Temperaturverteilung (Gleichgewicht, steady state):
u(t,z)=v(x)

0
0= &u(t,x)

0= f(z) + Av(z) = Av(z) = — f(x).
2. Mathematische Problemstellung
Es sei Q C R? offen und beschrinkt.

Gegeben: Stetige Funktion f auf €.
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Gesucht: Stetige Funktion v : Q — R, in Q zweimal differenzierbar mit

(2) {AM@:Z?ﬁiWﬂ:=f® Vz € Q

i

u(z) = 0(z) Vo € 0f.
Anwendung: Potential eines Ladungsfreies elektrisches Feldes.
u stationéire Temperaturverteilung
BEMERKUNG 2.1. A ist ein linearer Operator A(u+ v) = Au + Av.

Idee: Definiere den Laplace-Operator in geeigneten Rdumen und untersuche
Abbildungsvorschriften.
Sei zB. X := {h: h € C*(Q), Bog = 0} und Y := C(Q) und betrachte
Axy : X =Y.
Typische Fragestellungen:
(a) Ist Axy injektiv (d.h. die Losung der Gleichung 2 ist eindeutig,
falls sie existiert)
(b) Ist Axy surjektiv (d.h. es existiert eine Losung der Gleichung 2 fiir
alle f€Y).
(c¢) Finde moglichst einen groflen Raum Y so dass Axy surjektiv ist
(d.h. die Gleichung ist fiir viele f 1osbar).
(d) Da X typischerweise nicht explizit gegeben ist, finde moglichst viele
Eigenschaften von X (d.h. Eigenschaften der Losung).

BEMERKUNG 2.2. (a) Der Laplace-Operator besitzt keine guten Eigen-

schaften in C(Q)). Suche nach geeigneten Raumen fihrt auf Sobolev-
Réume (reflerive Banachriume bzw. Hilbertrdumen).
Idee (L2-Theorie):
(a) Die Existenz einer schwachen Losung lidsst sich im Hilbertraumfall

(Lo-Theorie) sehr einfach iiber Lax-Milgram zeigen.
(b) Regularitéitstheorie liefert dann eine starke bzw. klassische Losung.

BEMERKUNG 2.3. FEine wichtige Rolle bei der Regularititstheorie spielt die
sogenannte Lokalisierung.

Idee (L,-Theorie):
(a) Betrachte zunéchst
A= A)u(z) = f(z), =eR<

(b) Benutze die sog. Fouriertransformation. Die zentrale Eigenschaft
dieser Abbildung ist, dass sie Differentialausdriicke in algebraische
umwandelt. Im Fall (A — A) erhélt man

A+ |€P) Fu = FFf.

Damit ist die formale Inverse von (A — A) durch u = F~1(\ +
€]?) "L F f gegeben.

Typische Fragestellungen:
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(a) Wie kann man dem formalen Ausdruck F~1(\ 4 [£]?)~1F als Ope-
rator: Y — X einen Sinn zu geben?

(b) Finde hinreichende Bedinungen, so dass F~*(\ + [£]?)~1F ein be-
schrénkter Operator in L, ist.

BEMERKUNG 2.4. Auf diesem Weg werden wir auch erkennen, dass sich T =
F YN+ [€2)7LF auch als Integraloperator, d.h. Tf(z) = [k(z,y)f(y)dy,

darstellen ldisst.

Im letzten Abschnitt betrachten wir die Warmeleitungsgleichung (1).
Idee:
(a) Betrachte u als Funktion ¢ — u(t,-) € X, X ein Funktionenraum
(Sobolevraum)
(b) Sei A der Laplaceoperator und betrachte

u'(t) — Au(t) =0, t>0
u(0) = up.
Dies ist eine gewohnliche DGL im Banachraum!
(c) Ana III: Losung ist e®ug.
Typische Fragestellungen
(a) Verniiftige Definition fiir e/ fiir grofie Klassen von (Differential-

)Joperatoren.
(b) Suche Bedingungen an A, so dass ¢4 wohldefiniert ist

BEMERKUNG 2.5. Fiir spezielle (in Physik und Ingenieurwissenschaften sehr
relevante) Klassen von Differentialoperatoren, sog. Divergenzoperatoren, lisst
sich zeigen, dass et wieder ein Integraloperator ist (z.B. Laplace auf belie-
bigen offenen Mengen).



kap:sobolev

KAPITEL 2

Sobolevriaume

1. L, Riume (Erinnerung)
In diesem Abschnitt sei (M, X, u) stets ein Mafiraum.
DEFINITION 1.1.
(a) Seil <p < oo. Setze || fllp = </|f|p du)
(b) Sei f: M — K messbar. Dann jl\feiﬁt f wesentlich beschrinkt, falls
ein o > 0 ezistiert mit u({x € X : |f(z)| > a}) = 0. Ferner heifit
[flloo :=inf{a = 0: p({z € X: [f(z)| > a} = 0)}

das wesentliche Supremum von f.
(c) Seil <p < oco. Definiere

LP:=LP(M, S, 1, K) == {f: f: M — K messbar und | f||, < oo}.

1/p

BEMERKUNG 1.2.
(a) || - ||p ist eine Halbnorm auf LP.
(b) Sei f € LP. Dann ist || f||, =0 genau dann wenn
feN:={f: f messbar und f =0 p-fast iberall}.

(¢) LP ist ein Vektorraum.
(d) N ist ein Unterraum von M, dem Vektorraum der messbaren Funk-
tionen (auch von LP), und

frog 25 f_geN

definiert eine Aquivalenzrelation
DEFINITION 1.3. Der Raum L°° ist definiert durch:
L>(M,p) == LM, 1, K) /N, Nflloe = 1 flloos  VIf] € L.

SATZ 1.4.
(0) 1] < |Flloe r=fast iberall.
(b) || - ||co ist ein Norm.
(c) [[fn — flloo = 0 = es ezistiert ein A € ¥ mit p(A°) = 0 und
fn — [ gleichmdssig auf A.
(d) (L°(M,p), | - lloo) ist ein Banachraum.

3



satz:Lpdual

1. L, RAUME (ERINNERUNG) 4

DEFINITION 1.5. Seil <p < o0
LP(M, ) == (M, S, 0, K) /NS Il = [l VIf] € LP.
SATZ 1.6 (Holdersche Ungleichung). Es seil < p,q < oo mit 1/p+1/qg=1

(interpretiere 1/oo = 0). Desweiteren seien f € LP(M, u) und g € LY(M, p).
Dann ist f-g € LY(M, 1) und

gl < 11y - llgllq-

ProoF. Die Fille p = 1,00 sind trivial. Seien a,b € Ry und f,g # 0.
Dann gilt
ab < % + %q (Youngsche Ungleichung).

(Der Beweis dieser Ungleichung ist elementar.) Natiirlich ist fg messbar. Sei-
en G := g/|\g|lq und F := f/| f||,. Anwendung der Youngsche Ungleichung
in jedem Punkt x € M ergibt nach Integration

Z’F(x)G@NdM(:E) SA[‘F(;:)P? /'G 7+f 1,

und die Behauptung folgt. O

SATz 1.7 (Minkowskische Ungleichung). Sei1l < p < oo und f,g € LP(M, ).
Dann gilt

1+ glly < 11fllp + [lgllp-
SATZ 1.8 (Riesz—Fischer). Sei 1 < p < oo. Dann ist LP(M, ) vollstindig.

SATz 1.9. Nehmen wir an, dass f, € LP(M,u) gegen f € LP(M,u) konver-
giert, dann existiert eine Teilfolge fy,, so dass fn, (x) p-fast iberall konver-
giert.

SaTz 1.10 (Dualitét). Seil < p < oo, und (M, %, 1) o-endlicher Mafraum.
Sei 1/p+1/q =1 (so genannte konjugierte Exponente). Dann definiert
L9(M, ) — LP(M, )

0/ —/f gdu, g LI(M,p), f € IP(M, ).,

einen isometmschen Isomorphismus.

PRrOOF. J ist wohldefiniert nach der Holderschen Ungleichung. Natiirlich
ist J linear. J ist isometrisch, denn sei g € LY(M, ) und setze

9 lg| \a/p
re= ()

31\? Jgle
vu=/( i —
»= ) gl ) 1ol

M

und [,, fgdu = ||gllq- Es bleibt die Surjektivitéit von J zu zeigen.

Dann
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1. Fall (M) < o0: Sei ¢ € LP(M, ). Betrachte v : ¥ — K, v(A) := ¢(x4)
(xa € LP(M, p)). v ist ein signiertes (komplexes) Maf. Ferner ist v absolut
stetig beziiglich p, denn A € ¥ und p(A) = 0 impliziert x4 = 0 p-fast
iiberall, d.h. x4 = 0in LP(M, p), also v(A) = ¢(xa) = 0. Satz von Radony—
Nikodym ergibt g € L'(M, 1) mit

v(A) :/gd,u:/XAgdu VAeX.
A M
Also wegen Linearitét

(3) o(f) = /fg dp ¥V Treppenfunktionen f.
M

Ferner |o(f)] < C'|| f|loo- Die Treppenfunktionen sind dicht in L>°(M, 1) also
gilt (3) fiir f € L*°(M,p). Wir zeigen nun g € LI(M, ). Sei erst ¢ < oo.
Setze

() @) = {'(<)>' o) 70

0 sonst.

f ist messbar und |g|? = fg = |f|P. Fiir n € Nsei A, :={z € M :|f(z)| <
n}. Dann ist x4, f € L>(M, 1) und

/ 1919 dp = / ot du = oea, f) < ol fllp =
An M

1/p 1/p
=l ([ 1617 a) ™ = el ([ o1 an)
An An
1
q
— (A/ gt <ol vneN.

Satz von Beppo Levi(monotone Konvergenz) gibt g € LY(M, u).

Jetzt betrachten wir der Fall ¢ = co. Dann |g| < ||¢||, dennsei A := {x € M :
lg(x)| > [l¢ll}. Setze f = xalgl/g, f € L*(M,p). Nehmen wir u(A) > 0
an.

pA)lell < / gl dp = /fg dp = o(f) < llell - [If]1:
A M

und nach Annahme = p(A) < || f|j1, Widerspruch mit p(A) = || f||1. Also
g€ LX(M, p).

Die Treppenfunktionen sind dicht in LP(M, u) also ¢ = Jg.

2. Fall, (M) = oo: Es sei M = ;2 M, mit pu(M,) < oo, und M,
paarweise disjunkt. Sei ¢ € LP(M,u)". Setze ¢n(f) = o(xum, f), fiir f €

LP(M,, pin,), wobei p,(A) := u(M, N A). Dann ||¢,| < ||¢||, insbesondere
on € LP(M,, p). Verwende jetzt den ersten Fall um g, € LY(M,, py,) zu
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bekommen. Setze g :== Y > | g, (in jedem Punkt nur ein Summand, g,, wird

durch 0 fortgesetzt auf MS). Es ist g € LY(M, ) und ¢ = Jg zu zeigen. Sei
Ay = Ujo, Mj und f wie in (4)

/ g9 dp =" / fgdu=">" / X, fg5 =" o(xar, f)
i =t =t =1
= o> xar, ) < llelllxas, £l
=1 =1

=l (3 [ s an) " = vl [l an)”.
An

jle

=

Daraus folgt (fAn lg|? dp)a < |||, und nach Beppo Levi Theorem g €
LY(M, p). Es gilt:

p(f) = e(lim xa,f) = lim ¢(xa,f) =7}iggo/fg

An
. Lebesgue
= lim [ xa,f9g = /fg-
n—oo
M

M
]

satz:1lpinterpol| SATZ 1.11 (LP Interpolation Ungleichung). Seien pg,p1 € [1,00], 6 € (0,1)

und i = lp;oe—i—p%. Sind f € LPO(M, )N LPY (M, p), dann ist f € LPé(M, u)

und es gilt
1£1ls < 17151115,
PROOF. Setze g := ||~ und h := |f|%¢. Dann ist gh = | f|(1=0)e+0pe —
|f|Pe, ferner g € L(l—pTOW(M, p) und h € L‘%(M,M) und

-0 0,
1F1lzg = llghlls < llgll 2o - IRl 2 = 15~ - 1Flp2e,

mit der Verwendung der Holderschen Ungleichung. ([l
<

SATz 1.12 (Verallgemeinerte Holder-Ungleichung). Sein € N und 1 < p;
oo, fi € LPi fiiri=1,...,m. Sei ferner 1 < p < oo so, dass % =y 1

i=1 p; -
n n n

[[fierr wnd HHfi ) < TTIfille:-

=1 =1 i=1

Proor. UA. O

DEFINITION UND SATZ 1.13. (a) L'NL®(M, p) := LY (M, u)NL>® (M, p)
versehen mit der Norm || fllinco = ||fll1 + || fllcc ist ein Banach-
raum.

Dann gilt
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(b) Definiere
L'+ L®(M,pu) == {f : M — K mb.:3g € L*(M, ), h € L°(M, 1)
mit f =g+ h}.
Die Abbildung
£ ll14o0 == mt{|[Blls + gllos = f=g+h:ge LY (M, p), h e L=(M, p)}.
ist eine Norm, mit der L' + L™ ein Banachraum ist.
SaTz 1.14. Sei 1 < p < co. Dann gilt L,(M, ) C L1 + Loo(M, ).

PRrROOF. Der Fall p = oo ist trivial. Sei f € LP(M, u). Setze A := {x €
M : |f(z)] > 1} und h := xaf, g == xXan\af- Dann g € L*°(M, p) und
h € LY(M, ), denn

Jmau= [ina< [1rans 1P an
M A A M

THEOREM 1.15 (Riesz-Thorin Konvexitétstheorem). Sei T : L1 + Loo —
L1 + Lo linear, ferner seien po, p1,7r0,71 € [1,00] mit pg < p1 und r9 < 71.
Sei v € (0,1) und setze

0

1 ._l-a, a 1 ._1-a_ o
Pa Po +P1 und Ta ' T +7"1'

Dann gilt
I (zre zra)y < VTN 7000 Lroy 1T 2o1, 1 -
Zur Beweis benttigen wir folgenden Satz und folgendes Lemma.

SATz 1.16 (Hadamard, 3-Linien Satz). Seia < b und f : {z € C : a <
Re z < b} — C analytisch und beschrinkt. Weiter sei

M, =sup|f(a+it)|, und My = sup|f(b+ it)|.
teR teR

Dann gilt:

b—x z—a
|f(z+iy)| < Mg~ M,™, z+iye{zeC:a<Rez<b}.
g zt+iy—>b a—(z+1iy)
PRrOOF. Wir betrachten f.(z+iy) = €@t f(v+iy)M, " M, *°

fir ¢ > 0. Dann gilt |f:(a + iy)| < ¢ und |fo(b+ iy)| < =" (Beachte:
|a®| =1 fiir a > 0, y € R). AuBlerdem gilt

lim sup |fe(z+1y)| =0.
y—too a<z<b

Mit dem Maximumprinzip fiir analytische Funktionen und ein hinreichend
groBes Rechteck folgt |f-(z)| < max{e®®’, e}, Aus ¢ — 0T folgt die Be-
hauptung. O
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LEMMA 1.17. Seipg < p < p1 und f = Y aja;xg, eine Treppenfunktion
mit oj € C, |aj| =1, aj > 0 und {E;} paarweise, disjunkte, mb. Mengen
mit (jeweils) endlichem Maf. Weiter sei || f|l, =1 und

P

o= ajar xg,,

wobei p,

1_1—z z

Dz Po 1
gentigt. Dann gilt:

| fzllzrre - =1, 0 < Rez<1.
Proor. Es gilt

/ o) =dp VA S (s Pu(Ey) = 18 = 1.

O

BEWEIS v. THEOREM 1.15. Sei p = p, mit 0 < « < 1 und betrachte
Treppenfunktion f und f’ auf M, welche ||f]|, = || f'||,y = 1 erfiillen. Sei f.
und f, wie in Lemma 1.17, wobei f, mit pg und p; und f, mit ro und rq
konstruiert werden. Nach Voraussetzung ist

B(z) = / @) T 1 () dps(z)
M

analytisch in z. Mit der Holder-Ungleichung und Lemma 1.17 folgt nun:
@7 +iy)| < |2 lyMillfallp < Mj,  j=0,1, yeR
d.h.

sup [®(j + iy)| < Mj, j=0,1.
yeR

Damit folgt mit dem 3-Linien Satz, dass
| [ a1 < gy

Da Treppenfunktionen dicht in LP" sind, erhalten wir | Tf]|, < Mg~ “M{".
Die Behauptung folgt nun, da Treppenfunktionen auch in L? dicht sind. [

2. L, Raume II

Im Folgenden sei p stets das Lebesgue-Mafl und ¥ die o-Algebra der Lebes-
gue-messbaren Mengen.

SaTz 2.1 (Faltung, Youngsche Ungleichung). Sei f € LY(R%), g € LP(RY),
1 <p<oo. Dann gilt
(a) Fiir fast alle x € R? ist y — f(z —y)g(y) € L' (R?)
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(f * 9)a /fx—

s0 ist fx g € LP(R?) und es gilt
1f = gllp < flla-llgll, 1< p<oo

PROOF. Sei p = 1. Dann gilt:

//\fx— y)| dy da T0“6”1/| \/rf:c— )] dz dy < |11l

R4 R4

(b) Setzt man

Fiir p = oo liefert die Holder—Ungle1chung
!/f v~ 9)g(y) dy| < 1ol

insbesondere existiert [pq f(z — y)g(y) dy fiir alle z € R%.
Betrachte nun die Abbildung Ttg := f * g. Dann folgt aus dem Riesz-
Thorin Konvexitéitstheorem dass Ty € Z(LP, LP) und ||T¢|| 2 (re, 1oy < |1 fl1
fiir 1 < p < o0, d.h. (b) gilt. Ferner erhalten wir mit Beppo-Levi

P

\fx— Mg(y)ldy | dz

p

:)EEO/ /\f(x—y)HXB(o,r)g(y)\dy dz
Rd d

< 1im |l Ixsonglls < 1711 lgl

d.h.
P

/ F@—yllg)ldy | < oo, fa. e R

BEISPIEL 2.2.
(a) Betrachte die partielle Differentialgleichung

(1 - A)u(z) = f(z), zecRL

Dann existiert fiir jedes f € LP eine eindeutige Lisung u. Deswei-
teren besitzt u die Darstellung

u(x) = (k* f)(x), x¢€ R,

mit einem Kern k € L.
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(b) Betrachte
Owu(t,x) — Au(t,z) =0, t>0, z € RY
u(0,z) = up(x), =eR%

Dann existiert fiir jedes ug € LP eine eindeutige Lisung u. Deswei-
teren besitzt u die Darstellung

ult, w) = (ke x uo)(w), ¢>0, x€R,
mit ky € LY fiir t > 0.

Im Folgenden benétigen wir den Raum der lokal integrierbaren Funktionen
LL (R%). Genauer,

loc

LL (RY) .= {f :R? — Cmb. : || f]| 11 x) < oo fiir alle kp. K C Rd}.

KOROLLAR 2.3. Sei f € L'(RY), dann definiert die Abbildung Tf := f x g
einen stetigen linearen Operator auf LP(RY) mit | T < || f]l1-
Sarz 2.4. Sei f € C.(RY), g € L} _(RY). Dann f * g € C(R?).

loc

ProOOF. Wegen

(f * 9)(@)| = / £ —1)9(y) dy < 111 llglc
R4

existiert (f * g)(z) = [ f(z — y)g(y) dy fiir alle z € R%.
Sei z, — x. Wir zeigen (f * g)(zn) — (f * g)(x). Setze

Fo(y) = f(zn —y)g(y) und F(y) = f(z —y)g(y),

dann gilt F,,(y) — F(y) fiir fast alle y € R?. Anderseits, sei K kompakt so,
dass x, —supp f C K fiir alle n € N. Dann z,, —y & supp f falls y ¢ K,

dh. f(zn —y) = 0 fir y ¢ K. Daher ist [Fu(y)| < [[flleoxx(y)|g(y)] eine
integrierbare Majorante. Nach dem Lebesgueschen Satz folgt [ F,, dy —
J F dy. O
DEFINITION 2.5. Sei Q C R, f: Q — C messbar und setze
Oyf = {a: € Q:3V C Q offene Umgebung von x
mit f(x) =0 fir f.a. © € V}

Dann heifst supp f := Q\ Oy der Tréger von f.

loc

5) supp(f * g) C Supp F T Supp g

’satz:suppconv‘ SATZ 2.6. Sei f € C.(RY), g € L} (RY). Dann gilt
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Proor. Wegen [(f * g)(z)| < [|fll1llgllec existiert (f*g)(z) = [ f(x
y)g(y) dy fiir alle z € R, Also
(Fx9)x /f v = / fl@—1)g(y) dy.

(z—supp f)Nsupp g

Falls 2 ¢ supp f+supp g, gilt (z—supp f)Nsuppg = @ und (f*g)(x) =0. O

BEMERKUNG 2.7. Im Satz 2.6 gilt supp f + supp g = supp f + suppg.

BEMERKUNG 2.8. Die obige Aussage (5) gilt auch fir f € L'(R?), g €
LP(RY), 1 < p < oo.

SaTz 2.9. Seien f € CE(RY), g € Lloc(Rd). Dann ist f x g € CH(R?), und
D%(fxg) = D fxg. Insbesondere feCx, ge L (RY) = fxg € C®(R?).

PROOF. Wie immer existiert (f * g)(w) fiir alle . Sei e; € R? ein Stan-
dardbasisvektor, h € R, |h| < 1. Setze K := supp f + B(0, 1), dies ist auch
kompakt. Dann gilt (Differenzenquotient):

L(f*g)(x+ hej) = (f +g)(x))

_ / L(f(a+ he; — v)g(y) — F(x — y))gly) dy =
Rd

_ / L(f(x + hej — v)g(y) — f(z —y))g(y) dy,
K—x

wobei der Integrand gegen D; f(x —y)g(y) fiir alle y konvergiert. Auflerdem
gilt

|:(f(z+ hey —y)g(y) — f(@ = y)g(W)| < I1D;sflloolg)Ixx (y)-

Nach dem Satz von Lebesgue (Beachte: g € Li. (R?) bekommen wir D;(f *
9)(z) = ((D;f) * g)(x), und so die Behauptung. O

DEFINITION 2.10. Eine Folge (py,)n>1 von Funktionen mit den Eigenschaften

(a) pn € C*(R?) (c) supp p, € B(0,1/n)
(b) pn >0 (d) fgapn=1

heif$st Mollifier.

BEISPIEL 2.11. Betrachte p € C2°(RY), supp(p) C B(0,1), p >0, [p=1,
und definiere py(x) := 1/n%p(nzx).

LEMMA 2.12. Sei f € C(R?) und (pn)n>1 ein Mollifier. Dann konvergiert
pn * [ — f gleichmipig auf kompakten Teilmengen von RY.



lem:UrysohnCinf

bem:Urysohn

2. L, RAUME 11 12

PROOF. Sei K C R? kompakt. Dann existiert fiir alle & > 0 ein § > 0
mit |f(x —y) — f(z)| < e fir z € K und |y| < 4. Also

(on * 1)) — f(2) = / (F(z — ) — £(2))paly) dy

R4

= [ U9 s .
B(0,1/n)

so fiir n > 1/8 gilt |(pn * f)(x) — f(z)| <e [pn =c fir z € K.

([
LEMMA 2.13 (Urysohn, C®-Version). Sei ) # Q C R? offen, K C Q, K
kompakt. Dann ezistiert ein ¢ € C2°(2) mit 0 < =1
zec K.

PROOF. Sei 0 < 1/n < e < e+ 1/n < dist(K,Q°). Setze U, := {y €
Q: dist(y, K) < e} € Q und u = yp.. Dann gilt p = p, *u € C®°(R?)
und suppy C B(0,1/n) +U. C Q, also suppy C Q ist kompakt. Sei x €
K, dann ¢(z) = [, o1, u(@ = y)pa(y) dy = [, <1/, Pr(y) dy = 1. Ferner
il < lpnls - Il = 1. Da o > 0 folgt auch 0 < < 1. o

BEMERKUNG 2.14. Sei () # Q C R? offen und K C Q kompakt. Dann exis-
tiert V.C R? offen mit V' kompakt und
KcVcVco.

PROOF. Sei ¢ € C2°(Q2) wie in Lemma 2.13 und setze

Vi={zeQpx) > %}

SATZ 2.15. Sei 1 < p < 0o. Dann ist C°(R?) dicht in LP(RY).

PROOF. Sei f € LP(RY).
Beh.:Ve > 03 Treppenfunktion T' = Zf\i L QX A, mit A; C R? beschrinkt
und |7 — f|l, < e, bekannt aus der Mafitheorie.
Beh.:Ve > 0 Ju € CX(RY) :|lu — xa,ll, < &
Wihle eine offene Menge O und eine kompakte Menge K mit K C A; C O
und |O \ K| < e (Existenz: Mafitheorie). Dann existiert nach Lemma 2.13
ein p € C°(0) mit p =1 auf K. Es gilt:

/\XAi — P = / Ixa, — ¢l? <2P|O\ K| < 2Pe.
o O\K

SATZ 2.16. Sei (pn)n>1 ein Mollifier.
(a) Seil <p< oo und f e LP(RY). Dann ||p, * f — fll, — O.
(b) Sei f € BUC(RY). Dann ||pn * f — flloc — 0
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ProOF. (a) Nach Satz 2.15 existiert fiir ¢ > 0 ein g € C.(R?) mit
| f — gl <e. Satz 2.6 liefert
supp(pn * g) € B(0,1/n) 4+ suppg C K, wobei K kompakt.
Da nach Lemma 2.12 p,, x g gleichmiissig auf K gegen g konvergiert, existiert

ein ng € N mit

||pn*g—g||g=/rpn*g—g|pSepuﬂ.
K

Daraus folgt mit der Youngschen Ungleichung
lon = Fllp < llon* (F = 9llp + llonx 9 = gllp + lg = fllp

1
<|f =glp+lenxg—=9glp+llg = Fllp < &+elK[r +e.

(b) Wiederhole den Beweis von Lemma 2.12. O
KOROLLAR 2.17. Sei ) # Q C R? offen und 1 < p < oo. Dann ist C2°(Q)
dicht in LP(2).
PROOF. Setze ), := {z € Q : dist(z, Q) > 1} und
Ful@) = { flz) , ze€y,

0 , sonst

Dann gilt nach dem Satz von Lebesgue limy, oo || fn — fllzr(q) = 0, d.h fiir
e > 0 existiert ein ng mit || f, — fllLr) < e.
Setze gm = pm * fn, Wobei p,, ein Mollifier ist. Dann existiert nach Satz 2.16
ein mo > no mit [|gm — fuoll Lrre < €, m > mg. Des Weiteren gilt

SUDPD g = SUPD P, + SUPD fry C 2, m > mo.

Damit erhalten wir

lgm = flize@) < lgm = Faollze@) + [1fno = fllir) < 26, m > my.
O

SATZ 2.18 (Zerlegung der Eins). Seien Q, Q; C R? offen. Seien ferner
K;cQ,cCcQ cCQ, i €N,
mit K;, Q; kompakt und
Uai=q,

€N

so, dass fir alle x € Q eine Umgebung U(x) existiert, welche nur endlich
viele Q0 trifft (diese Uberdeckung heifit lokal endlich). Nehmen wir ferner
an, dass K; N K; =0, falls i # j.
Dann ezistieren ¢; € C°(2), i € N mit

(a) ¢i >0

(b) > icnwi(x) =1, falls © € Q

(c) supp ¢; C
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(d) 0< ZieN% <1
Auferdem gilt p;(x) =1 fir z € K;.

PRrROOF. 1. Schritt: Nehmen wir an dass wir die folgende Situation haben
KjCV; SV, CU; €9

wobei V; kompakt, U; N K; =  falls i # j und V;,U; sind lokal endliche
Uberdeckungen von . Wihle cp; nach Lemma 2.13 zu U; und V. Dann gilt
o(x) == > ey wi(x) > 0, wobei lokal in © nur endlich viele Summanden von
0 verschieden sind. Setze ¢;(z) := ¢/ (x)/¢(x). Nach Konstruktion haben
die ¢; die gewiinschte Eigenschaften.

2. Schritt, Disjunktisierung von ; und Kj: U; := Q; \ U#j K. Natiirlich
gilt K; C U; C Q;. Wir behaupten, dass U; offen ist. Sei x € U; und
U(z) C Q; eine Umgebung von z so, dass J := {i : Q; NU(x) # 0} endlich
ist. Fiir j # k € J existiert eine Umgebung Wy(z) C U(x) von x mit
Wi(x) N Ky = 0. Setze W (x) := NgegWi(x), die ist eine Umgebung von x
mit W(z) C U; und W(z) N K; = 0 fiir alle i € N, ¢ # j, also U; ist offen.
Sei jetzt x € €, liegt dann = € €); fiir ein j, dann liegt es entweder in U;
oder in K; fiir ein i # j. Die Uberdeckung U; ist lokal endlich, da €2; lokal
endlich ist.

3. Schritt, Konstruktion von Vj: Sei V; := Uj. Angenommen Vj, j < n
konstruiert ist mit der FEigenschaft

n—1 [e%)
Uquw:Q
j=1 j=n

sei I, eine abgeschlossene Umgebung von 0U,, die erfiillt

n—1 o0
ou, cF,. c|Jvu | U
j=1 j=n+1

Solche eine Umgebung existiert nach Bemerkung 2.14. Falls U,, # 0, kénnen
wir eine kleinere Umgebung 0U,, C F), C F, finden damit U,, \ F), nichtleer
wird. Setze V,, := U, \ F,. Dann

n oo
U, CVoUFE, | JVv;u | U;
j=1 j=n+1

Also Vj ist eine offene Uberdeckung, die natiirlich lokal endlich bleibt. [

SATZ 2.19 (Zerlegung der Eins). Sei K C RY kompakt und K C U}, Q;,
mit ; C RY offen. Dann existiert p; € C°(Q) mit

(a) vi >0

(b) > pi(x) =1, fallsx € K

() 0S5 o<1,

(d) supp ¢; C Q;
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PRrROOF. Wihle V mit V kompakt und
n
KcvcvelJw
i=1
nach Bemerkung 2.14. Setze U;; =V N €); und verwende Satz 2.18 O

BEMERKUNG 2.20. Das System (;)ien heift der Uberdeckung untergeord-
nete Zerlegung der Eins zu K.

3. Sobolev Riaume 1.

In diesem Abschnitt es sei ) # Q C R? offen und beschriinkt.

DEFINITION 3.1 (Distributionelle Ableitung). Sei f,g € L, .(Q). Falls die
Identitdt

/fDago = (—1)'0‘| /ggo fir alle p € C°(Q)
Q Q

gilt, heifST G die distributionelle Ableitung von f, und wir schreiben D*f =
g, Y =g oder f = 0%.
BEMERKUNG 3.2.

(a) Die distributionelle Ableitung ist eindeutig, insbesondere ist die obi-
ge Definition sinnvoll, denn

/(f —g)p=0 firallepecCX() = f—g=0 fast dberall.
Q
(b) Falls f € C™(Q). Dann fir jede |a| < m ist D*f die klassische
partielle Ableitung von f.

DEFINITION 3.3. Sei m € N und 1 < p < oco. Definiere
WmP(Q):={f e LP(Q): V|a| <m ID*f € LP(Q)}
£ lwmey = D> IDfllir).

laf<m

SATZ 3.4. W™P(Q) ist ein Banachraum.

ProoF. Klar: normierter Vektorraum. Um die Vollsténdigkeit zu zeigen,
nehme (f,) € W™P(Q) eine Cauchyfolge, d.h. die Folgen (D f,,) C LP(f2)
sind alle Cauchyfolgen. Daher konvergieren die auch, bezeichne die Grenz-
werten mit f,. Wir zeigen nun D*f = f,:

[ fap = [ D fup = (1) [ D%~ (1)l [ D
Q Q Q Q

Die Behauptung folgt. ]

SATZ 3.5. Seil < p < co. Dann ist W™P(Q) separabel und reflexiv. W™ ()
ist separabel.
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PROOF. Definiere die stetige Abbildung
J:WTP(Q) — LP(Q) x -+ x LP(Q) =: X,
M

wobei M = die Anzahl der Multiindizes a mit |a| < m ist, durch (Jf)(x) :=
(Df)|aj<m- Dann ist J stetig invertierbar, bildet also auf einen abgeschlos-
senen Unterraum von X ab. Falls 1 < p < oo ist, ist X separabel, ist
zusitzlich p > 1, folgt die Reflexivitdt von X. O

LEMMA 3.6 (Lokale Approximation). Sei 1 < p < oo, f € W™P(Q) und
D C Q offen mit D C Q. Betrachte § = dist(D,9Q) > 0 und den Mollifier
Ne, € < d. Setze fo :=ne* (xaf). Dann fe — f in W™P(D).

PROOF.

Dafe(«%') = D). * XQf /Da 776 r— f(y) dy

o o Trager! o
Dl [ Dot = rw) dy " [onte - 9D d
Q
= (D%f)e(x), zeD.

Also f. € W™P(D) und nach Satz 2.16 D f. = (D“f). — D*f. O
SATZ 3.7. Fir 1 <p < oo ist W™P(Q) N C>(Q) dicht in W"™P(Q).

PROOF. Betrachte eine lokal endliche Uberdeckung €, von Q, Q5 C Q
kompakt (siehe Satz 2.18). Sei ¢y Zerlegung der Eins, ¢ > 0 und ¢ > 0

spiter noch zu bestimmen. Fiir ¢ > 0 existiert nach Lemma 3.6 fr. €
C>®(Q) N W™P(Qp) mit || f — fk’aHWW'LAp(Qk < cie. Setze

foi= 0rtre also fo— f=>> @p(fre — f)

keN keN

(lokal nur endlich viele Summanden). Die Produktregel gilt, denn fiir ¢ €
Ceo ()

/ onf Dyt = / (Di(prth) — (Dig))f = — / (orth)Dif + 6f Digp).
Q Q Q
Daher ist @ f € WHP(Q),

Di(¢rf) = Digk - [+ orDif.
Ferner gilt induktiv auch ¢ f € W™P(Q2), und fir |af <m

D prf) =Y (g)DaﬁQ@k DI f.

BLa
Wir erhalten

Df. — D“f = Z( )ZDQ Por(DP fre — D°f).

B<a keN
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| D fe — DafHLP < Cz H‘PkHcm(Q HDBka - Dﬁf”LP
keN

< CeZCkaHcm(ﬁ) <e
keN

falls ¢ < 27 ([l gmgm) +1)7"/C. O

SATz 3.8 (Produktregel). Sei 1 < p < o0, % % =1 und f € WmP(Q),
g € W™4(Q). Dann fg € W™YQ) und D;(fg) = Dif - g+ fDig.

PROOF. Sei p < co. Nehme f, € W™P(Q) N C*>®°(Q) mit fr — f. Wir
haben gesehen D;(fg) = D fy - g + fx Dig.

/Dz«p -fg= kh_)ngo/DiSO - frg = —klirgo/wDi(fkg)
Q Q Q

——tim [ @(Difig+ fiDig) =~ [ @(Dif -+ fDig).
Q Q

Der Rest folgt mit Induktion. O

SATz 3.9 (Kettenregel). Seien Q,Q C R? offen, und ® : Q' — Q ein C'-

Diffeomorphismus mit beschrinkten Ableitungen D®, D®~'. Seil < p < co.

Dann gilt fiir f € WHP(Q):

(a) fod® e WLr(Q).
(h) O(fod) = df o b - b,
Proor. UA. O

Sei 2 € R? offen, 1 < p < co und m € N. Wir setzen

m AW @)
W™ (@) := Ce*(Q) ,

VV0 VP = {ue WP s u> 0L},
C2(0) = {p € CX(@) : 9 > 0},

und

fr=xrs0fs [T =xs<0fs fe€LP(Q).
LEMMA 3.10. Sei Q C R™ offen.
(a) Dif* =1ps0D;f, Dyf~ = —1y<oD;f fuer f € WE2(Q)
(b) fH fl 5 = W”( ) — WH(Q) stetig.
(c) C(Q)4 dicht in Wo 2(Q)4.
(d) Seiu € WH2(Q), supp(u) CC Q, d.h. es emstze'rt ein offenes D C Q
mit suppu C D C D C Q. Dann ist u € WO (Q)

Proor. U.A. O
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SATZ 3.11. Sei I # () ein offenes Interval und f € WHY(I). Dann existiert
eine Nullmenge N so, dass fir x,y € I \ N

(6) f(y) — fla) = / f(2) da

gilt.

PROOF. Sei f € WHL(Q) und fi, € C°(I) N WhY(I) mit fr — f in
WHL(I). Dann gilt

) Yy
Felw) — fulz) = / fi(2) dz — / £(2) dz

Da fi in L'(I) konvergiert, besitzt sie eine punktweis fast iiberall konver-
gente Teilfolge, also lim;_, f, (2) = f(2) fiir fast alle z € I. O

SATZ 3.12. Sei I # 0 ein offenes Interval und f,g € L*(I) mit

Y

)~ fla) = / g(z)dz firz,y € I\ N,

xr
fiir eine Nullmenge N. Dann ist f € WH(I) und f' = g.

PROOF Sei ¢ € C°(I), und ¢,d € I so, dass supp € [¢,d] und f(y) —
f(c) = [Yg(z) dz fiir fast alle y € I. Dann

Y

/dw' dy—//w’ z) dz dy =/d/dw’ ) dyg(z
/d¢

SATZ 3.13. Sei f € WH(I). Dann existiert ein g € C(I) so, dass f = g fast
tberall.

O

PROOF. Sei I = (a,b). Definiere h(y) := [¥ f’(z) dz. Die Funktion h ist
stetig auf I, denn f’ € L'(I ) Auﬁerdem existiert hmxﬂabh( ), also h €
C(I). Seien z, z so, dass f(z) = [7 f'(z) dz. Sei ¢ := f(z) — h(z) und

setze g(y) = h( ) + ¢. Nach Deﬁnltlon f(z) = g(z) fir fast alle x € I. O

BEMERKUNG 3.14. Die obige Integralgleichung impliziert nicht nur Stetig-
keit, sondern auch Absolutstetigkeit. Genauer ist Absolutstetigkeit dquiva-

lent zu (6) (vgl. Mafitheorie).
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SATz 3.15. Es sei 1 < p < oo und I = (a,b). Dann sind die FEinbettun-
gen WmP(I) — WHP(I) = WL(I) — C(I) stetig. Falls p > 1, ist die
Einbettung WP (1) — C(I) kompakt.

Proor. Es ist klar, dass die Einbettungen
W™P(I) — WhP(I) — Whi(I)

stetig sind. B
Es bleibt zu zeigen, dass W1(I) «— C(I) stetig ist. Sei f € WH1(I). Nach
Satz 3.11 existiert eine Nullmenge N mit

f(y) — fla) = / f(t)dt, zyel\N.

Dann gilt

fWI=[r@+ [ i@l (1712 15@1+ 17 1.

Integration bzgl. x iiber [ liefert

(b—a)lf(y)| < / F@dz < 1l + G- ) oy, v €I\ N,
I

dh ([ fllzeery < Cllfllwray. Da C(I)NWE(T) dicht in W(T) ist, folgt
die Behauptung (Beachte: fiir f € C(I) gilt [ul|pee(ry = I|ul|oo)-
Nun sei p > 1 und x,y € I mit > y. Dann gilt mit 1/p+1/p' =1

# »Hold , o
1@~ s@p < ([17) 72 o [15p <@g [1r7

< @97 | iy
d.h.
F@) ~ F@)] < @@= )7 | fllwincy. £ € WD),

Also ist Byip(p),1(0) € C(I) gleichméfig gleichgradig stetig. Die Behaup-
tung folgt nun aus dem Satz von Arzela—Ascoli. (|

4. Sobolev Ridume II. — Einbettungsséitze

SATZ 4.1. Fiir 1 < p < oo ist der Raum C°(RY) dicht in W™P(R?).

PROOF. Seien ¢ > 0, f € W™P(R?) und ¢ € C*(R?) mit suppy C

B(0,2) und ¢(z) =1 fiir x € B(0,1). Setze ¢;(x) := ¢ (z/j).
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Beh. ¢ f — f in W™P(RY).
Die Produktregel (Satz 3.8) liefert
ID*(4if — f)l < C Y [DP(p; — 1)| - [D*7Pf],
BLla
also

/|Da wif = NP <C [ S Ip%w, - - Ipese

R B<a

="y D7 (4 = DI - [DFf|P

PSega\ B(o,5)

ve'Y [ Do - v e
=2B(0,)

—oY [t np ey

FSegayB(o,5)

<C"), / DR fp < e?,
P=oRa\B(0,9)
falls j grofl genug ist.
Nun betrachten wir einen Mollifier (p,,). Dann hat p,,*1); f kompakten Trager
und ist glatt. Nach Satz 2.9 und 2.16 gilt D*(pp, * (¢ f)) = pn * D (¥ f) —
D%y f fiilr n — oo. Sei also erst j grol und dann n geniigend grof}, so dass
| f=pnx(; F)llwmwmay < f =0 Fllwmre@ay+1105 f —pnx (i )l wmpmay < e
O
SATZ 4.2. Sei 1l < p < oo. Dann gilt
WHP(R) — L®(R)
mit stetiger Einbettung, d.h. fiir eine Konstante C,
lull ooy < Cpllullwirmy), Vu € WIP(R).

PROOF. Sei p € C®(R) und 1 < p < oo. Setze G(s) := |s[P~1s. Dann
gilt ¥ := G(p) € CHR) und ¢’ = G'(p)¢’ = plp[P~1¢'. Also erhalten wir
firxeR

Gle(@) = [ plelP o0 at
Nach der Holderschen Ungleichung folgt
Gle(@))] = le(@)I? < pllelE 1]l

und
lo(z)] < CllellP~177) ]| 4/7.
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Die Youngsche Ungleichung liefert

(7) ()] < CE el + C4lle'llp < Cllelwn)

Sei nun u € W1P(R). Nach Satz 4.1 existiert u, € C(R) mit u, — u in
WLP(R). Mit (7) ist dann u,, eine Cauchyfolge in L>°(R) und die Behauptung
folgt. ]

LEMMA 4.3. Seid > 2 und f1,...,fq € LY (RS, Fir o € RY und 1 <
1 < d setze

Ti = (T1,T2,. .., Tie1, Tit1,...Tq) € RA-1
und set

f(x) = fi(@1) fo(T2) - fu(Za) fiir x € R
Dann f € LY(R?%) und

d
£l 1 ey < H 1 fill La-1(ra-1)-

=1
Proor. U.A. O

THEOREM 4.4 (Sobolev). Sei 1 < p < d. Dann ist die Einbettung

« 1 1 1
WEP(RY) — LF(RY), mit — =~ — -
(RY) < 17" (R) =3
stetig und es existiert C' = C), 4 mit
Il < CIVFle V€ WHPRY).

PROOF. 1. Schritt: u € C}(R?).
Sei 1< <d.

" Ou
]u(xl,mg,...,xd)\ = ’/ %(3}1,1'2,...,$i_1,t,$i+1,...,$d) dt‘
7

< 7 guz(
32_;(fz')~

Also [ fill 1 ma—1) < HgZ”U(Rd)-
Bs gilt |u(z)|? < Hle | fi(Z;)]. Mit Lemma 4.3 folgt:

/ru < [ [ in mdx<HHamz ey

dll

Ty e v ,xi_l,t,xi+1,. . -;-fd)’ dt
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Das heifit

(5) Jul | o, R%_Hmﬁ

Wir wenden (8) auf |ul’, ¢ > 1 anstatt auf u an. Also, mit 1/p+1/p’ =1

t dl ;< t18u
Il = /w ) da) HWm o

Ll(Rd

L1 (RY)

<tHH|“t 15% <t||“|Lp /(t-1) (Ra) HHamz

Wahlenuntsodassd——p( 1), dht—dl*(dannt>1) Jetzt

durch dividieren durch |jul/®” o (t D (&) bekommen wir

Lp(R%)"

HWMRJ<4NMZ

die Behauptung fiir u € O} (]Rd).

2. Schritt: Sei v € W'P(R?). Nach Satz 4.1 wihle up € C(R?) mit
up — u in WP(R?). Dann [kl o+ ey < CllVug||Lp(gay. Dies zeigt auch

gty < ClVul ooy,

dass uy eine Cauchyfolge in LP"(R?) ist, deshalb ist sie konvergent. Ei-
ne Teilfolge konvergiert dann fast iiberall, benutzen wir die selbe Bezeich-
nung uy(z) — u(x) fir fast alle x € R% Also up — w in LP"(R%), und
e ey < ClIVuloaey- O
BEMERKUNG 4.5. Es geniigt Cpq = (dd__lp)p. Die optimale Konstante ist
bekannt aber kompliziert.

SATZ 4.6. Sei 1 < p < d. Dann ist die Einbettung
WHP(RY) < L"(RY),  r € [pp’]

stetig.

_ 0

PROOF. Sei p < r < p*. Fiir ein 0 gilt %
Interpolationsungleichung, die Youngsche Ungleichung und Theorem 4.4
el gy < Nllo g el 17 oy < Ollull oy + (1= 0)l[ull Lo (e
< llullzr®ay + lull Lo ey < llullzrway + ClIVull Lo wa
< C'ullwrpray-

THEOREM 4.7 (Morrey). Es sei p > d. Dann ist die Einbettung
WHP(RT) — L*(RY)
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stetig. Ferner existiert ein C := Cy,, so, dass fiir alle f € Whr(RY) gilt
(@) = @) < Cle —yPIVfllee  fiir fast alle z € RY,
wobei @ =1 — 2.
P
PROOF. 1. Schritt: Sei u € CL(RY). Sei Q ein abgeschlossener Wiirfel
0 € @ mit Seitenlénge 7. Sei z € @, dann u(x)—u(0) = 0 dt u(tx)dt. Daraus

1
() — u(0)] g/z o (1) H:L‘z|dt<r2/‘ (t)] dt.
0

=1 1= 10

Sei 4 = |Q| ™1 Jo u(z) dz. Dann |z — u(0)] < Q|1 Jo lu(z) —u(0)], und

1 1
i —u(0)] < /Z| (tz)| dt dw :g//Z\ (tz)] dz dt
0

IN

d
u ()P d /thl/q'lddt
> ([ 12e @l av) Tl

rl= d/p

da/
< eVl / 1 = 2 |Vl

Natiirlich kénnen wir das ganze fiir = anstatt fiir 0 wiederholen und auch @
verschieben, also

) ri=d/p )
(9) |t —u(z)| < T d/p||VuHLp(Q) fiir z € Q.
Daraus
opl—d/p
[u(z) —u(y)] < u(z) —al+|a—uy)l < T d/p||VUI|Lp(Q) fiir 7,y € Q.

Sei nun z,y € RY. Es existiert ein Wiirfel ) der Seitenlinge r = 2|2 — | mit
T,y € Q.
Cla —y|°

1—d/p
2. Schritt: Sei u € WIP(R?). Approximiere mit u; € C°(R?), d.h. up, — u
in W1P(R?). Wie im Beweis von Theorem 4.4 folgt

Clz —y|°
lu(z) —u(y)| < W

u() = u(y)| < IVull Lo (ra)-

HVUHLP(Rd)-
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3. Schritt: Wir zeigen W1HP(R?) «— L®(R9). Sei u € CH(R?), z € R? und
@ > x der Einheitswiirfel. Aus (9) folgt

lu(z)| < lul+ ClVull ) < llullr@) + CliVullr(q) < Cap

ullwrora)-
SchlieBlich approximiere u € WP(R?) mit u, € C}H(R?). O
SATZ 4.8 (Der Fall p = d). Die FEinbettung

WRY) < LIRY), g€ [d,00)

15t stetig.
PrOOF. Ohne Beweis. O
KOROLLAR 4.9. Seim € N (m > 1) und 1 < p < co. Dann gilt
(a) 3 =% >0= W™P(RY) — L"(RY) mit ; =1 - %
(b) 5 =% =0= W™P(R?) — L"(RY) firaller € [p,00) ¢ =3 =%
(c) 5 =5 <0 = W"P(R?) — L®(R?)
jeweils mit stetiger Einbettung.
(a) Sei % — %<0, m—d/p&N. Setze
k::[m—g] und H:Zm—g—k,0<0<1
= fiir jede f € W™P(R?) es existiert C' mit
1D fllzee < C|fllwm» Vie| <k
|D*f(x) — D*f(y)| < C|| fllwms|z —yl° fast alle z,y € RY, |a| = k.
Insbesondere gilt
W (R < OM(RY)
mit stetiger Finbettung.
Proor. UA. a

5. Sobolev Riume III. - Gebiete

NoTATION 5.1. Sei * € R%. Dann z = (2/,24) mit 2 € RI™L 2/ =
(x1,...,x4-1). Wir setzen

RY = {2 = (2/,24) : 24 >0}

Q:={x=(2',2q): |2| <1 und|zq| <1}

Q4 :=QNRY

Qo :={x = (2,2q): |2'| <1 und z4 =0}
DEFINITION 5.2. Sei 2 C R? offen. Dann heifit Q von der Klasse C™, falls
eine lokal endliche Uberdeckung {U;}jen des Randes 0Q und bijektive Abbil-
dungen ®; : Q — Uj existieren, so dass ®;, (IDj_l m-fach stetig differenzierbar

mit gleichméBig beschrinkten Ableitungen sind und ®;(Q4) = U; N Q und
®;(Qo) =U; NOQ gelten.
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SaTz 5.3 (Fortsetzungsoperator). Sei ) C RY beschrinkt und von der Klasse
C™ oder Q) = Ri. Dann existiert fir 1 < p < oo ein linearer Operator
F: LP(Q) — LP(RY), so dass fiir alle w € W*P(Q) mit k < m gilt

(a) FU‘Q = u,

(b) [[Fullwrrmey < Collullwrrq)-

BEWEISIDEE FUR m = 1 UND ) BESCHRANKT: Nach Voraussetzung kann
man ) mit Uy = Q und endlich vielen U; iiberdecken. Die zugehorigen bi-
jektiven Abbildungen bezeichnen wir wieder mit ®;. Betrachte eine dieser

Uberdeckung untergeordnete Zerlegung der Eins (¢;). Die Funktionen ¢ f
(eingeschrinkt auf Q N U;) liegen in W1P(Q N U;). Sei einfach

~ ~ Jgo(z) xzeU
fo(z) := {O Uy

Fiir [ > 0 definiere g; := (¢ f) o ®;. Dann gehért g zu W1P(Q,) nach
Satz 3.9. Setze g;, | > 0 auf @ so fort:

o (2. x - gl((xlaxd» (x,vxd) € Q-l—
gl wal): {gl«x',—azd» (o', 24) # Q4 U Qo.

Es gilt g € WHP(Q) und ||Gillwie) < Cllallwir(g,) (dies ist noch zu
beweisen!). Jetzt sei f; := §; o <I>l_1. Dann gilt fl‘ anv, = (@uf) anv, und fi
ist null auBerhalb von <I>l_1(Q). Betrachte jedes f; als eine Funktion definiert
auf R? (0 auBerhalb U;). Dann f; € Wh?(R%), also liegt die Funktion

~ N ~
F=>"#
1=0

auch in W1P(R?) und sie ist eine Fortsetzung von f (nach Konstruktion).
Die folgenden Abschiitzungen gelten fiir [ > 0:

lgillwrrr) < Cllef llwie@nu)s lgillr@y) < ClleifllLenuy)
gillwie@@) < Cllallwieg,), e @) < Cllgllrqy)
| fillwre@y < Cllallwir o), I filler ) < CllaillLe(q)s

wobei die Konstante C' nur von 2, von der Uberdeckung und von den zu-
gehorigen Funktionen ®; abhéngt. Also

N N N
1Flwiogay < D Ifillwromsy = > _ I flwiey <Y leif lwisona

< C"[| fllwrr()-
Analog folgt die Abschétzung im Fall k = 0. O
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satz:dichtCc2| SATZ 5.4 (Dichtheit). Sei ) # Q C RY beschrinkt und von der Klasse C™.
Sei u € W™P(Q) wobei 1 < p < oo. Dann existiert eine Folge (u,) C

C2(RY) mit Un| @ — u in W™P(Q), d.h. die Menge
{u‘g tu € C?(Rd)}

ist ein dichter Unterraum von WP ().
PROOF. Sei u € W™P(§) und betrachte Fu. Satz 4.1 liefert eine Folge

(v) € C*(RY) mit
lim [lv, — Fullyym.pray = 0.
n—oo
O

Die Folge u,, := vn‘g hat die gewiinschten Eigenschaften.

KOROLLAR 5.5. Seim € N (m > 1), § # Q C R? beschrinkt von der Klasse
C™ oder Q = Ri und 1 < p < oco. Dann gelten die folgende Aussagen
1 m

=--0,

() 1= 2 >0 = Wo(Q) = L7(©) mit L =
(b) % - =0 = W™P(Q)— L"(Q) fir alle r € [d,0),
(05— <0— wrr@) - 1¥(@)

jeweils mit stetiger Einbettung.

(a) Sei%—%<0,m—d/p§{N. Setze
d] und H:Zm—g—k,0<0<1

k= [m — 5
= fiir jede f € W™P(Q). Dann existiert C' mit
fir alle |a] < k

1D fll o) < Cllfllwme (o)
1D f(x) — D*f(y)| < Cllfllwmriyle —yl®  fiir fast alle z,y € Q, |af = k.

Insbesondere gilt
WP(Q) — C*(Q)
mit stetiger Finbettung.
Proor. U.A. O
SATz 5.6 (Charakterisierungen von Sobolev Funktionen). Es sei f € LP()
mit 1 < p < co. Aquivalent sind
(a) f € Whr(Q)
=1,...,d.

(b) Es existiert C > 0

dp
Q
(c) Es existiert ein C > 0, so dass fiir jedes ' C Q mit ¥ C Q und

fiir alle h € R? mit |h| < dist(Q, Q°) gilt
|7nf — fllrry < ClA].

fir alle p € C°(), 1

BEMERKUNG 5.7. Es kann C = ||V f||1r(q) gewdhit werden.
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Falls p=1, so gilt (a) = (b) < (c)
Proor. UA. O

SATZ 5.8. Sei Q C R? offen, 1 < p < oo und M C LP(Q) beschrinkt. Es
gelte

(a) fiir alle e > 0 und ' C ' C Q ezistiert ein 0 < § < dist(€', Q°)
mit

ITnf — fllery <& fiir alle h € RY mit |h| < & und fiir alle f € M,

wobei (Tn,f)(x) = f(x + h). B
(b) fiir alle € > 0 existiert ein Q' C Q mit Q' kompakt in 2, so dass

”fHLP(Q\Q/) <e firalle fe M.
Dann ist M relativ kompakt in LP($2).

PROOF. (Skizze). Wir betrachten zunéchst den Fall Q = R?. Nach Vor-
aussetzung (b) kénnen wir Q' C Q mit €’ kompakt in Q wiihlen, so dass ein
C > 0 mit

(10) I fllzey < Ce,  f € M.

existiert. Sei 7, ein Mollifier und ® € C.(R%). Dann gilt

(11) [0+ @ — @[ o (ray < , Sup 170 ® — @] Lo gy -
€

0,e

Da C.(R%) dicht in LP(RY) ist, existiert fiir f € LP(R?) eine Folge (®;)jen C
C.(RY) mit limj_, ®; = f in LP(R?). Es gilt

lim 7, *®; =n, * f in LP(RY),

lim 7,®; = 7, f in LP(RY).

Jj—00
Damit folgt aus (11) und (a), dass

lim (|9, * f — fllzey =0

n—oo
gleichméBig fiir alle f € M, d.h. es existiert ein C' > 0 und ein n € N mit
(12) 7 % f = fllory < Ce,  fe M.
Wegen n,, * f € C®(R?) gilt insbesondere 7, * f € C(). Mit Arzela-Ascoli
folgt nun, dass

M'={n,xf:feM}

relativ kompakt ist.
Somit existieren nach (Adams, Sobolev Spaces) Theorem 1.19 (Total be-
schréinkt) eine endliche Menge von Funktionen {¢1,..., ¢} C C(Q) mit

M c | B e).
=1
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Daher existiert ein C' > 0, so dass fiir f € M ein j € {1,...,m} mit
(13) () = (nu* f)(z)] < Ce, 2z

existiert. Bezeichne die Erweiterung mit 0 auf R? von 1) mit 1/; Dann folgt
aus (10), (11), (12) und (13), dass

If - @jHLP(Rd) <e
fiir ein j € {1,...,m} gilt, d.h.

M C U B(l/;l, 6).
i=1
Daher ist M relativ kompakt. B 3
Der allgemeine ]E':all folgt aus dem Spezialfall, wenn man die Menge M = {f :
f € M}, wobei f die Erweiterung mit 0 auf R? von f bezeichnet, betrachtet.
(s. Adams, Sobolev Spaces, Theorem 2.32) O

THEOREM 5.9 (Rellich). Sei ) # Q C R? beschrinkt der Klasse C'. Sei
1 <p < oo. Dann gilt
(a) p<d= WHP(Q) — L"(Q), r € [1,p*), wobei 1% = % — L erfillt
1st;
(b) p=d = WP(Q) — L"(Q), r € [1,00);
(c) p>d= WP(Q) - C(Q)
jJewetls mit kompakter Einbettung.

PROOF. (a) Sei B die Einheitskugel in WP(2). Wir verwenden Satz

5.8. Sei 1 < r < p*. Dann existiert ein § € (0,1] mit % = %—i— 1];9. Sei

Q' C O CQund |h| < dist(Y, Q). Die Interpolationsungleichung 1.11 und
5.6 liefern

I7hu = ullzry < [Thu — u”%l(Q’)HThu - UHIL;?(Q,)

< [R5 gy (2l e )
< ClR™ [Vl oyl ) < CIAI,
falls u € B. Ferner gilt fiir solche u

r 1/ —r/p*
fullrianery = ([ 1@l dz)" < fullyr a2\ 2177
o\
<2\ QT <,
falls Q' geeignet gewihlt ist.
(b) Analog.
(c) Sei p > d. Sei B die Einheitskugel in WP (). Es ist zu zeigen, dass B

relativ kompakt in C(€2) ist. Korollar 5.5 liefert
[f(z) = fl < Clz —y[*  VfeB,
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mit « > 0, d.h. B ist gleichméBig gleichgradig stetig. Der Satz von Arzela—
Ascoli liefert die Behauptung.
O

SATZ 5.10 (Poincaré Ungleichung). Sei () # Q C R offen und beschrinkt.
Dann existiert Cq > 0 mit

1Nl ry < CallV il  fir alle f € WyP(9).

PROOF. Sei f € C°(Q2) und Q C [a1,b1] X --- X [ag, bg], und definiere
f=0auf R\ Q. Dann gilt firi=1,...,d

@12l = (s 3 2a) — [0, a2

d p
= ’/&f(xh---,yi,---l’d)’ dy;

x; bi
< (b= et [losP < - alt [ jousl,

Daher
HfHLp(Q (bi — az)p/p (bi — GZ)Ha fHLp(Q) = (bi - az)p\laif\lip(g)-

Da (Zi:l 0; f[P)/P < M|V £|, so erhalten wir die gewiinschte Ungleichung.
U

SATZ 5.11 (Einbettungssitze fiir VVO1 P(Q)). Die obigen Finbettungssitze gel-
ten auch fir Wol’p—Rdume.

Proor. Klar, da W, () C WhP(9Q). O

BEMERKUNG 5.12 (Vektorwertige Sobolev-Réume). Sei m € N, k € Ny,
1 <p<oound Q CR? offen. Wir definieren

WHPQR™) = {f = (f1,....fm) : i EWFP(Q), i =1,...,m}.
Dann gelten die Sitze fir WFP(Q) auch fiir vektorwertige Sobolev-Réiume.
PROOF. Sitze komponentenweise anwenden. O
6. Sobolev Riume IV. Spuroperatoren

SATZ 6.1 (Spursatz (Halbraum)). Sei 1 < p < oco. Dann ezistiert eine ein-
deutige stetige Abbildung T'ga : WHP(RL) — LP(RI-1) mit
+

FRiu = u‘aRi, u € Cgo(Ri)

Proor. U.A. O

SATZ 6.2. Sei 1 < p < co. Dann gilt:

ueW,P(R%) < Trgu=0, ueW(Q).



6. SOBOLEV RAUME IV. SPUROPERATOREN 30

PRrOOF. Die Richtung von links nach rechts ist klar. Sei nun u € W1hP(R%)
mit FRiu =0 und (u,) C C2°(RY) mit u, — u in WHP(RZL). Wir bezeichnen

die Fortsetzung von u mit 0 auf R? mit @ und zeigen, dass @ € W1P(R?)
liegt, wobei D% die Fortsetzung von D®u mit 0 auf R? ist. Es gilt

/Dawp /Da up = hm D%uyp
Rd

+
= lim —/unDo‘g0+ / Up P
n—oo
R4 R4
= lim [ u,D% = /uDo‘cp: /&Do‘cp,
n—oo
R4 R Rd

o] <1, ¢ € C(RY),
da

[ un] < Wl sy sy = 0 fie = o,
it

Daher liegt v € W'P(RY). Da h — Tru (vgl. 1. Ubungsblatt) fiir 7 =
(0,0,0,...,h) eine stetige Abbildung mit Werten in W1P(R?) ist, folgt die
Behauptung nach Lemma 3.10 (d). O

SATZ 6.3 (Spursatz). Sei 1 < p < oo und 0 # Q C R beschrinkt und
von der Klasse C'. Dann existiert eine eindeutige stetige Abbildung T'q :
WhP(Q) — LP(082) mit

T'ou = u|aQ, u € Ccoo(ﬁ)

PRrROOF. Nach Voraussetzung existiert eine Uberdeckung U; des Randes
von 2. Wir bezeichnen wieder die zugehorigen Diffeomorphismen mit ;.
Weiter sei ¢; eine der Uberdeckung U; untergeordnete Zerlegung der Eins
und 1; € C°(R?) mit 0 < 1p; < 1 und supp p; CC {¥; = 1}. Wir definieren

Tou:= ) ¢;(Tga (ju) 0 ®;) 0 &1,

Dann gilt:
(Tou)(x Z pj(z FRd (ju) o ®5) o ¢;1(x)

:ZWE pju) o ;) 0 &5 (z) =D () (Yju)(x)

=u(z), z€d, ue CRY.
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SATZ 6.4. Sei 1 < p < o0, B # Q C R? und von der Klasse C'. Dann gilt:
ueWyP(Q) & Tou=0,uec WH(Q).

Proor. U.A. Lokalisierung unter Verwendung von Satz 6.2. (]

BEMERKUNG 6.5. Es stellt sich die Frage, ob die Abbildung I'q : W1P(Q) —
LP(Q) surjektiv ist, d.h. kann jede LP-Funktion auf dem Rand ins Innere
fortgesetzt werden?

1
Antwort: Nein, man kann aber zeigen, dass Tg : WhP(Q) — W' »P(5Q)
fiir 1 < p < oo surjektiv ist. Hier:

|u(z) — uly)”

o — gt dedy <oop, s€(0,1).

WP(9Q) == { u € LP(9Q) : /
0N 0N
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KAPITEL 3

Elliptische Randwertproblem in >

1. Elliptische Randwertprobleme

NoOTATION 1.1. Die Sobolevrdume werden im Falle p = 2 mit H™(Q) =
Wm2(Q) bzw. mit HJ' () = Wén’g(ﬂ) bezeichnet.

BEMERKUNG 1.2. Die Rdume H™ und Hy" sind Hilbertrdume mit dem Ska-
larprodukt

<f,g> = Z /DafDozg‘
la]<m g
Insbesondere sind sie reflexiv. Die Norm ist hier gegeben durch das Skalar-

produkt
1/2

ey s= (7072 5= (2 [|DarP?)

lo|<m
welches zu der W™2-Norm dquivalent ist.

Im Folgenden nehmen wir stillschweigend K = R an, aber natiirlich gelten
die Resultate auch im Falle K = C.

LEMMA 1.3. Sei ) # Q C R offen, beschrinkt und von der Klasse C?.
Sei (un) € HY () schwach konvergent gegen ein u. Dann konvergiert u, in
L3(2) gegen u.

PROOF. Die Einbettung H!(Q) — L?(Q) ist kompakt (siche Theorem
5.9). Nehmen wir an, dass eine Teilfolge u,, existiert mit ||un, — ulp2@q) >
e fiir ein festes € > 0 und fiir alle ng. Diese Teilfolge wird auch mit wu,
bezeichnet. Da (uy,) beschrinkt in H'(€) ist, hat es eine L?(2)-konvergente
Teilfolge u,, — u'. Aber u,, — u schwach in H'(f2) also auch schwach in
L%(9), was zu dem Widerspruch v/ = v fiihrt,. O

BEMERKUNG 1.4. Natiirlich gilt das obige Resultat fiir WY Riumei, so
lange 1 < p < o0 1ist.

1.1. Elliptische Gleichungen 2. Ordnung mit Dirichlet Randbe-
dingungen. Sei () # Q C RY offen und beschriinkt. Seien aj; = a;; € C1(Q),
1 <i,5 <dund ag € C(Q), ap(z) > 0 fiir jedes z € Q. Wir setzen im Fol-
genden die sogenannte FElliptizitdtsbedingung voraus:

d
Z aij(l‘)&fj > Oé|§|2, Vo €, V€ € Rd,
ij=1
32



sec:exwsol

1. ELLIPTISCHE RANDWERTPROBLEME 33

fir ein o > 0, d.h. die Matrix mit den Eintréigen (a;;) ist positiv definit.

PROBLEM 1.5 (Dirichlet-Randbedingung). Finde u : Q0 — R mit

9 ou
— A _ QO
®) w2=1 O (4 3331‘) +aou foin
u =0 aufo

Klassische Losung: Eine Funktion u € C%(Q), welche (P) erfiillt.
Schwache Lésung: Eine Funktion u € H}(Q) mit

d
Ou Ov
(SP) +/ E a;j /aouv—/fv Vo € Hy(Q).
; T 0x; 8:cj 0

Schritt 1: Klassische Losungen sind auch schwache Lésungen
Falls u € C*(Q) gilt auch u € H'(2) N C(€). Da u/gq = 0, liegt u in H{(€2)
. Multiplikation mit v € CZ°(€Q2) und partielle Integration liefern (SP) fiir
v € C2°(Q). Der Dichtesatz 3.7 gibt (P) fiir alle v € HJ ().

Schritt 2: Existenz von schwachen Lésungen

Seien nun a;; € L>(Q), f € L*(). Dann existiert eine eindeutige Losung
u € H}(Q) des schwachen Problems (SP), mit

lull g1 ) < Clifliz2 e

mit einer von f unabhingigen Konstanten C.

PROOF. Setze
d
Ou Ov
a(u,v) := / Z aija%%j—&—/aouv,
Q

3,j=1

/fv v e HL(Q).

Dann ist a eine stetige Bilinearform auf Hg(Q), denn

la(u,v)| < CHVUHLZ(Q)HVUHL2(Q) =+ CH“HLQ(Q)HU”LQ(Q)

< C'lull g vl ey
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Genauso sieht man, dass das lineare Funktional b stetig ist. Die Bilinearform
a ist auch koerziv, denn

() = [ (3 a2 2 40} ™ [ ol 4 ao [
a(u,u) = ;i =— = + apu > /a U +ag/u
ij=1 J@wiﬁxj
Q b Q Q
> af| Va7 = allVullfeq) +ellullfzg) — ellullizq)
= ellullF o) + (@ — &) Vulli2q) — ellull72q

Poincaré (a—e)

b 5||U||%11(9)+ a2 ||U”%2(Q) _5H“||%2(Q)
= ellullo + (& — = (1+ & )l

Fiir geniigend kleines ¢ > 0 folgt die Koerzivitdt von a, d.h a(u,u) >
ellull3n (@) U € H (). Verwendung vom Lax-Milgram Lemma liefert die

Existenz und die Eindeutigkeit der Losung (vgl. UA).

Die schwache Losung w erfiillt

1 1
Julfy < Zatww) = o) = [ Fu< | F el e
Q

Dies zeigt ||ul| < 111111 12(q), also die gewiinschte Normabschitzung. [

Schritt 3: Regularitit der Lésung
Seien a;j(x) = d;; fiir alle €  und 2 offen, beschréankt, von der Klasse
C2. Sei f € L*(Q), u € H}(Q) schwache Losung von (P). Dann gilt
(a) w e H2(Q) und [lull g2) < cllfllr2@)-
(b) Ist f € H™(Q) und 99 der Klasse ™2 = u € H™2(Q) und
ull 20y < Clfllamg)-

PRrROOF. Siehe Kapitel 2. O

KOROLLAR 1.6. Sei f € H™(Q) und u € H™2(Q) die schwache Lisung
von (P). Die Sobolevschen Einbettungsitze 4.9 geben W'P(Q) — C2(1Q),
falls 1 > 2 +d/p. Fiirp=2 undm > d/2 gilt u € H™"2(Q) — C?(Q).

Schritt 4: Riickkehr zur klassischen Losung

Sei f € H™(Q) mit m > d/2. Dann existiert eine schwache Losung u €
HE(Q) N C?(Q). Ferner partielle Integration und Dichtheitsargument liefern
die Existenz klassischer Losungen.

2. L?-Regularititstheorie
Sei () # Q C R? offen und beschrinkt. Seien aji =a;; € C1(Q), 1 <4,j<d

und b;, ag € C(2), 1 < i < d. Wir setzen die Elliptizitdtsbedingung vor-
aus. Wir untersuchen zunéchst die Regularitét von Losungen der folgenden
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Gleichung fiir f € L%(Q).
d d
(14) - Z 9;(aijOm) + Zbi@'u +aou = f in Q.

THEOREM 2.1 (Innere Regularitit). Sei f € L?(Q2) und u € HY(Q) eine
schwache Losung von (14). Dann ist u € H ( ) und fir' V.CC Q gilt:

lull r2vry < C (1l 20y + llull2)
wobei C nur von Q, V und a;j, b; und ag abhdngt.

ProOF. Wir betrachten nur den Fall a;; = d;5, b; = a9 = 0. Zu 'V C Q
wahle W7 C Q und Wy C Q offen mit

VcWycW,cWy Wy CQ

und ¢ € CP(RY) mit ¢ = 1 auf V, & = 0auf R\ W) und 0 < ¢ < 1.
Betrachte

(15) / (Vi)(Vur) = / of. ¢ HNQ)
Q Q

Setze p = —D,;h(ggD,};u), wobei

u(x + heg) — u(x)
3 ;

Diu(z) = h # 0.

Dann gilt

[er=[vevu= [v (D &) vu= [ ((€Dkw) Diva
Q

Q

Q
/ 26(VE)DRuDIVu + / 2D} (Vu) DRV
Q

Vv

—C|| DRl 2wy 1DV ull 2wy ) + 1EDEV U 72
> SIEDEVulaqg) — CIVulagy
Weiter
161320y < CIV(EDE) 220, < CUIEVED U2 0) + |12V D2 q)
< C (IDkul2m,) + Ha?Dkwan(Wl))

< C (IVullzaqu + 1€2DEVul )
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und damit

| / of] < Ol flzllellzz
Q

< Ol ez (IVull 2wy + 1€2 DRV U r20wry)
1
<€ (I By + Nulipny + FIEDET Ul ).
Also,

*llDZVUHLz(v ||€DZVU||L2(Q) < CUf 112 + llullz wy))
fiir h klein genug, d.h. Vu € H'(V) und

ull vy < CUFN2e) + llull 2 own))-

Wihle n € C°(R?) mit n = 1 auf Wi, n = 0 auf R4\ W und 0 < 7 < 1.
Mit ¢ = n?u in (15) erhalten wir

/ fo= / Vo)Vu = / (V) (Vu) + / 2n(Vn)uVu
Q

Q
= HWVUHLQ(Q) = Cllull 2wy IVl 2w

1
> QHUVUH%%WQ) - CHUH%Q(Q)

und
| / of1 < C (1 2 lull2e)
Q
<C (||f”%2(9) + HUH%Q(Q)) ;
d.h.
I9ullz2wsy < InVullzz@) < (171220 + lll3ay)
Also

[ull i ows) < CU N2 + [lullz2@)-
(]

THEOREM 2.2 (Héhere innere Regularitiit). Sei a;j,ao,b; € C™TH(Q), m €
N, f € H™(Q) und u € H*(Q) eine schwache Lisung von (14). Dann ist
€ H"(Q) und fir V.CC Q gilt:
ull g2y < C (1 lm ) + lullL2))

wobei C' nur von Q, V und a;;, b;, ag abhdngt.
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ProoF. Der Fall m = 0 ist klar. Wir betrachten nur den Fall b; = ag =
0. Sei nun m € N und das Theorem gelte fiir m. Insbesondere gilt dann
u € H2T™(Q) und fiir alle V CC Q existiert C' > 0 mit

loc

16)  Jullzeney < CUFlum + luliz).  f € H™(Q).

Wir zeigen, dass das Theorem dann auch fiir m + 1 gilt.
Sei W CQmitVCWCWCQund |a|=m+1. Wihle ¢ € C°(W) und
¢ = (=1)l*l D2, Mit partieller Integration erhalten wir

gla] (17) Z /aw D@0t = /sOf

7.7 1 Q
mit @ = D% € HY(W) und

d
f=Df— > |- o(D*Pa;;D0;u)
B<afta | ij=1

Insbesondere folgt aus (16) f € L(W) und
12wy < CULf Tmer ) + llull2@)-
Daher folgt mit Theorem 2.1
lall a2y < CUS 2wy + Nl 2wy) < CUSlmmes @) + llul2o),
d.he ul| gms vy < CUf Il mir@) + lullz2@)- O
Im n#chsten Schritt betrachten wir das Problem

d d
eq:P2| (18) — 0i(a;;0;u) + b;0;u 4+ apu = f in Q
5\ @ig

ij=1 i=1
v = 0 auf 09.

regd| THEOREM 2.3. Sei Q C R? beschrinkt von der Klasse C?, f € L?(Q) und
u € HY() eine schwache Losung von (18). Dann ist u € H?(Q) und es gilt:

[ullrz() < C (I1flle2() + lullr2(e)) -

wobei C' nur von §) und a;;, b;, ag abhingt.

Proor. Wir betrachten wieder nur den Fall a;; = d;5, b; = ag = 0.
Schritt 1:
Sei 2 = B(0,1) NRYL und setze V = B(0, 3) NRL. Wihle ¢ € C2°(R?) mit
¢=1auf B(0,3), é=0auf R?\ B(0,1) und 0 < ¢ < 1. Sei u € HY(Q) mit
ulpgnore = 0 und

[ = [et. vemo.

Q Q
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Fir k=1,...,d— 1 setze ¢ := —D,;h(§2DZu). Da

pla) = 3 D" (€() [u(z + hex) — u(z)])
— % (52(55 — heg)[u(x) — u(x — hey)] — 52(33) [u(z + heg) — u(a:)]) ,
T € €,

folgt ¢ € HZ(Q). Wie im Beweis von Theorem 2.1 erhalten wir

1DVl < € (1 By + el ) -

dh. Opu € HY(V) fir k=1,...,d — 1 und
d

(19) > Nokowullzzy < C (112 + lullme)) -
k=1 kt1<2d

Desweiteren gilt:

d—1 d—1
—ju=> 0u—Au=> dfu+f.

i=1 i=1
Damit (i. A. aus der Elliptizitét)
(20) 107ull 20y < C (I1f1lr2@) + lullmq)) -

AuBerdem gilt:

@) allulng < [(V)T0) = [uf < 1B + [l
Q Q
Aus (19), (20) und (21) folgt nun

lull g2y < C (1l 22(0) + Nlulln2() -

Schritt 2:

Sei nun € beliebig und wihle zu x € 92

®,: Q' := B(x,r) NRL — U(a),
V' := B(z,7/2) N R fiir ein 7 > 0 (vgl. Definition 5.2. Setze V := &, (V).
und v’ = u o ®,. Dann gilt ' € H'(Q'), u!aglmRi = 0 und (dies ist noch zu
Zeigen)

d d
Z /agjajw’ﬁiu’ = /Zbgw’aiu’+/a6go’u'+/(p/f’,
=13 o i=1 5 5
mit f’ = f o ®, und geeigneten a;;, b} und aj. Auerdem gilt (auch dies ist
noch zu Zeigen)
d
D ajgig > dlE?, £ eRY

1,j=1
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Nach dem ersten Schritt ist v’ € H?(V’) und es gilt
[ |2y < CULF 2y + 191 2000)
wobei C' > 0 unabhingig von f’ ist. Also ist v € H?(V) und es gilt
ullzzovy < CUf Nl z20) + llullz2)
mit einer von f unabhéngigen Konstante C.
Da 09 kompakt ist, konnen wir 02 mit endlich vielen Vi,...,Vy iiber-

decken. Dies liefert zusammen mit der inneren Regularitéit die gewiinschte
Abschétzung. O

Analog zu Theorem 2.2 erhalten wir

THEOREM 2.4. Sei a;j,b;,a9 € C™(Q), m € N, f € H™(Q) und u €

H(Q) eine schwache Lésung von (18). Dann ist u € H™2(Q) und es gilt:
ull rmt2) < C (1 1lam@) + llull2@)) »

wobei C' nur von Q und a;;, b;, ag abhingt.

PrOOF. Ohne Beweis. O

KOROLLAR 2.5. Sei Q C R? von der Klasse C%, b; = 0, ag(x) > 0 fir
r€Q, fe L) und u € H}(Q) eine schwache Lisung von (18). Dann ist
u € H%(Q) und es gilt:

ullz2@) < Clfllzz @),
wobei C' nur von Q) und a;;, ag abhdngt.

ProoF. Lax-Milgram liefert [[ul| ;1 (2) < C||f|l12(q)- (Die Einschrénkung
an die Koeffizienten liefert die Koerzivitét). O



KAPITEL 4

Temperierte Distributionen und die
Fouriertransformation

In diesem Kapitel entwickeln wir die wesentlichen Eigenschaften der Fou-
riertransformation. Fiir unsere Zwecke notwendig ist dabei eine Einfithrung
in die Theorie der Distributionen, die wir voranstellen wollen. Wir werden
uns hier jedoch auf temperierte Distributionen beschranken.

1. Temperierte Distributionen

DEFINITION 1.1 (Schnell fallende Funktionen). Eine Funktion ¢ € C*°(R™)
heif$t schnell fallend, falls fir alle Multiindizes «, B € N"

da,g(p) = Sup {|z*D%p(2)[} < oo.
TER™

Wir bezeichnen die Menge aller schnell fallenden Funktionen mit S.
Weiter versehen wir S mit der Topologie, die von der Menge der Halbnormen
{dap: 0,0 € N4 induziert wird.

BEMERKUNG 1.2. (a) Nach Definition konvergiert eine Folge (@ )nen C
S gegen ¢ € S, wenn dy g(n — ) — 0 fir alle o, 3 € N? gilt.
(b) Der Raum der schnell fallenden Funktionen ist ein Fréchet-Raum.
Denn eine abzdhlbare Familie von Halbnormen ist gegeben durch
d;(p) == sup sup {(1 + [z[*)| DY (z)[}, j € N.

|a|=7 z€R"

und
= 277d(p — o)
)= 2 T =)

definiert eine Metrik auf S mit der dieser Raum vollstindig ist.

DEFINITION 1.3. Der Dualraum von S (versehen mit der schwach-* To-

pologie) heifit der Raum der temperierten Distributionen und wird mit S’
bezeichnet. D.h.:

S :={f:8 — C: f ist linear und stetig}.
Wir schreiben (f, ) fir die duale Paarung zwischen 8" und S.

BEMERKUNG 1.4. (a) Eine Folge (Ty)nen C S’ konvergiert gegen T €
S', falls (T, — T, ) — 0 fiir alle Testfunktionen ¢ € S.

40
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(b) Die Definition der Ableitung stimmt fiir stetig differenzierbare Funk-
tionen mit der iblichen Definition der Ableitung tiberein.

BEISPIELE 1.5. (a) Es sei f : R™ — C messbar mit [(1+|z]*)"" f(z)dz <
oo fiir ein v > 0. Dann definiert

Ty(p) == /ftp dz
eine temperierte Distribution. Insbesondere ist also in diesem Sinne
LP(R™) C &' fir1 <p < oo.
(b) Das Auswertfunktional 6(p) := ¢(0) definiert ebenfalls eine tempe-
rierte Distribution die sogenannte Diracsche d-Distribution.
(¢) Cauchy Hauptwert:
Durch

1 . 1
ch — ;(cp) = 511_1)"1(1) gp(:n); dz
|x|>e

wird eine Distribution in S'(R) definiert.
ProOF. Einfach, bzw. in den Ubungen. O
DEFINITION UND SATZ 1.6. Es seien T € 8', ¢ € S und p ein Polynom.
(a) Die Ableitung D; in Richtung i =1,...,d ist definiert durch
(DiT', @) == —(T', Diyp).
(b) Die Multiplikation von T mit 1 bzw. p ist definiert durch
(WT, ) :=(T,p) 08
(T, ) :=(T,pp) €8
D/z'ese Definitionen sind wohldefiniert, d.h. fiir o € N¢ gilt DT, pT, YT €
S'.
Proor. Ubung O

Mit Hilfe der Notation 7,9(y) := g(x — y) iibertragen wir die Faltung auf
Distributionen.

DEFINITION 1.7 (Faltung von Distributionen mit Funktionen). Es seien T €
S', ¢ € C®(R?Y). Dann definieren wir die Faltung T * o durch

(Tx ) (2) = (T, T p)-
SATZ 1.8. Es seien T € 8’ und ¢ € C°(RY), dann gilt T * ¢ € C®(RY) mit
Dj(Tx ¢) = (D;T) x o =T * (Djep).

PRrOOF. 1. T x ¢ ist stetig:

Es gilt 7.0 (y) —T2p(y) = ¢(2—y) —p(r—y) und damit folgt 7, (y) — Top(y)
in S, falls z — 2 (MWS). Also (T, 7,¢) — (T, 7p) und damit lim, . (7T

p)(2) = (T * ) ().



2. DIE FOURIERTRANSFORMATION 42

2. Differenzierbarkeit: Es sei h € R\ {0} und e; der i-te Einheitsvektor. Dann
gilt

1 . 1
5 (Fotheip = 7o) (y) = 7 (ol + hei —y) — p(z —y)).

Wie oben folgt daher  (Fyihe, 9 — o) "0z (0ip) in S. Also folgt

N -
ai(T * 90) (.7}) = lllli% E<T7 Te+he; P — TISO>

) 1. -
= %lgl <T7 E (7':1:+hei90 - 7'9:90»
T stetlg <T 7'17814,0>
T % 0;¢) (x)

und damit existiert die partielle Ableitung von T ¢ mit 9;(T * @) = T x 0;¢.
Insbesondere ist damit 9;(T * ) eine stetige Funktion. Mit Induktion folgt
schlieBlich (T * ¢) € C>®(RY).

3. 8Z(T * (p) = (BZT) *

Es gilt (9;0)(x —y) = —(0ip(z — +))(y), also ist auch 9;(Top) = —T2(0ip)
damit rechnen wir unter Verwendung von Obigem

Oi(T x ) (x) = (T * 9ip)(x) = (T, 72 (Dip))
= (T, =0i(Tap)) = (0T, Tap) = ((O;T) * ¢) ().

Def (

2. Die Fouriertransformation

DEFINITION 2.1. Fiir f € LY(R?) ist die Fouriertransformation von f defi-
niert durch

FRE) = f(e) = — / =8 £(2) du.

Rd

LEMMA 2.2. Es sei f € LY(R%). Dann ist f € BC(R%) und es gilt

A 1
oo < .
[ £l Loo (mey < (%)%HfHLl(Rd)

PROOF. Es sei £ € R? und (gk) C R? mit gk — £, Dann gilt

Lebesgue

i 17(6) — SO < Jim - / F@)[eitrs) — il 0
— 00 5
d.h. f ist stetig. Desweiteren gilt:
7 . / e d||f|rL1<Rd) £
2
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satz:eigen_fourier‘ SaTz 2.3. Es seien f,g € Ll(Rd), k € Ng. Dann gilt:
(a) f]Rd fg = fRd 19

— d ~
(b) frxg=(2m)2f-g.
(¢) Es sei x> xf(z) € LY(R?) fiir alle « € Nd. Dann gilt

0% f = (—ix)of.
(d) Es sei f € WFY(RY). Dann gilt
0°f (&) = (€)*f (&), ¢eR’

fiir alle o € N& mit o] < k
(¢) Es gilt F (L'(R?)) C Co(R?) (Riemann-Lebesgue).

PROOF. (a) Wir erhalten mit Fubini:
JEGICE: . / / F(@)e 109 dag(¢) de
Rd
— —ie8 q¢ dr = g(z) d
P R/ /(@) R/ g(€)e~ 29 d¢ da R/ f(@)3(x) da
(b) Es gilt:
Fxg g //f z —y)g(y) dye @€ dz

Re R4

/ Yo Hv:E) /fx— —e=9.0 qz dy

l\.’:\&

(2m)

— [t f(¢) dy = (2m)
Rd
(C) Da 8?677;(1'75) — (_Z'x)ae*“zvg> gllt7 folgt fur %) S CSO(RCI)

~ 0 1 —i{x
0,9(6) = o7 [ w9 ds
2

ol

a .
& (27) a
—i{x,E+he;) _ —i(z,E)
e llm a / (Z,U)e ’ © d‘T
A0 (2m)5 J "
Lebe_sgue 1

o
o(z)——e ™8 dg
(27)2 R[ 9¢;

1 .
= i /—ixjcp(x)e_’<x’§> dz
2 Rd

= (—iz)9p(€), £€RY j=1,....d

() f(6), €eRr™

43
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Approximiere f mit (¢,) C C2(RY).
(d) Sei ¢ € C°(R?). Dann gilt:
— 1

S = - (5.0 (2)e— "8 gy = —
el = R/ (0r0)(x)e )

= (i)%¢(€), €€R% j=1,...,d.

Approximiere f € WH(R?) mit (p,) C C°(R?).

(e) Sei p € C®(R?). Dann gilt 0% € LY(RY) fiir alle o € N&. Ins-
besondere folgt aus (d), dass lim|¢g_o P(§) = 0, d.h. ¢ € Co(R9).
Approximiere f € L'(RY) mit (p,,) C C2(RY).

BEISPIEL 2.4. Seia >0 und f(x) = e~ Dann gilt:
p 1\2 le|?
f(&) = (2@) e da.

PROOF. Sei d = 1. Dann gilt

1 —iE e M) q
i R/ () (—i;)e 9 da

0

—

(7Y(€) = (~ime () = 5 ey )

a

T,z 1 .
= 5 (&) = —5-€f(©).

d €12 4
" ( & f(€)> o,

also ist elél*/4a f (&) konstant. Die Konstante ergibt sich aus

Damit folgt:

A~

F0) = = [ o (;) |
R

Somit erhalten wir die Behauptung fiir d = 1. Der allgemeine Fall folgt nun
mit Fubini:

d d
A . 1 \2 2
FO =TI [erdesan, = (5.) e,

NOTATION 2.5. Fiir f € L*(R?) definieren wir

5 . 1 .
7€) == f(—) = =) £(z) da.
(2r) R/

[SIIcH
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satz:inv_fourier| THEOREM 2.6 (Inversionsformel der Fouriertransformation). Seien f, f € L'(R%).

Dann gilt:

a v

(fy=F=1f fi
PROOF. Fiir t > 0, z € R setze

pas(2) = /eI,

Dann gilt:
; |z—¢]?
Gat(§) = L < /el<90§72>et2|z2 dz = die— 4t§
(2m)2 23¢d
R4
lz—¢|?
= emt——e " = el - 0),
(4m)2td
wobei g(z) = ( 1)d e I*/4 und g,(z) := 1/t%(x/t). Somit gilt:
4m)2
@) [ ea©f© de = [ 1600l dt
R4 Rd

~ (2)? / F©) g — €) de = 2m)5 (f * g0) (2).
]Rd

Man zeigt (vgl. Mollifier)
lim 1f* gt — fllL1ay = 0.
Desweiteren gilt:

@) i [ en@F©d = [ 97 ds = 2n)
R4

R4

(f)(@).

ol

Aus (22) und (23) folgt f = (f). Analog zeigt man f = f. O
KOROLLAR 2.7. Sei f € L*(RY) und f=0. Dann gilt f =0.
Proor. Klar. O

THEOREM 2.8 (Plancherel). Sei f € L'(RY) N L2(RY). Dann ist f € L*(R%)
und die Abbildung F|p1(gaynr2me) kann eindeutig zu einem unitdrem Iso-

morphismus Fo auf L?(RY) fortgesetzt werden.

PROOF. Sei X := {f € L'(RY) : f € L'(R%)}. Dann ist insbesondere
f € L®RY), dh. X ¢ L*(R?). Ferner ist X dicht in L*(R?), da C°(RY)
X.
Seien f,g € X und h := §. Dann gilt:

1
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[ta=[si=[in=[ 73
Sl

Insbesondere folgt mit g = f, dass || f[|,2(ra) = HfHLZ(Rd) gilt. Da FX =X
kann F|x zu einem unitdren Isomorphismus Fy fortgesetzt werden.
Es bleibt zu Zeigen, dass

(F2)(€) = (), feL'®R)NL*RY).
Sei (p;) C C°(RY) mit

d.h.

lim |[f — )l z1gay =0
j—00
lim |[f = ¢jllz2®a) = 0.
j—00

Einerseits gilt lim; .o I/ — Pjll oo (may = 0, d.h.

Jim - 2i(6) — f©)ldg =0, R>0.

B(0,R)

Andererseits folgt mit Plancherel

lim [|¢; — Fofllr2mey = lim [l@; — fllp2may = 0,
j—oo j—o0

d.h.
i [ 16O -Ri@lE=0. R0
B(0,R)
Damit folgt Fof(€) = f(£) fiir alle f € L'(R%) N L2(RY). 0

SATz 2.9 (Hausdorff-Young-Ungleichung). Sei % —1—5 =0 mit p € [1,2].
Der Operator F kann zu einem stetigen Operator F,, : LP(RY) — LI(R?)
fortgesetzt werden. Es gilt:

1

H}—, HL Lr(R%),L9(R4 Si’n
PallL(LP(R),L(R?)) (27)5 -

ol

ProoF. Wir wissen bereits, dass F : L'(R?) — L*®°(R?) und F» :
L*(RY) — L%*(RY) stetig sind. Daher folgt die Behauptung aus dem Riesz—
Thorin Konvexitiatstheorem (man ersetze oo durch 2). O

BEMERKUNG 2.10. Fiir p > 2 und f € LP(R%) ist f i. A. keine Funktion
mehr (vgl. Distributionen-Theorie).

Proor. Ohne Beweis. O

SATZ 2.11. Sei k € Ng. Dann gilt:



satz:fourier_s_s

2. DIE FOURIERTRANSFORMATION 47

(a) Seix s xf(z) € L2(RY) fiir alle « € Nd mit |a| < k. Dann gilt

A~

0 f = (Zix)ef.
(b) Sei f € H*(R?). Dann gilt
1) = () f(€), &R
fiir alle o € N& mit |a| < k.

PRrOOF. Nach Satz 2.3 gilt die Behauptung fiir ¢ € C°(R?). Approxi-
miere f € L?(RY) mit (p,) C C°(R%) und nutze Plancherel. O

SATZ 2.12. Die Fouriertransformation ist ein topologischer Isomorphismus
von S nach S.

PROOF. Wegen einfacherer Notation setzen wir zunichst D® = (—3)!l9*
fir « € N* Wir verwenden Satz 2.3 und erhalten fiir ¢ € S und «a, § € N¢

£ DPp(&)| = [¢*(—1)PI 7 (2Bp)|
= |F(D*(—z) )]

< a7 [ 10w e(@)) da
Rd

- /(1 + |27 (1 + [2*)™ | Da(a(x))| da.

(2m)d/2
Rd
Wihlen wir m so, dass [(1+ |z[*)™™ dz = M < oo gilt, so folgt
(24) € DPg(6)] < Suﬂgl(l +|z[*)™ | Da(a’ ()| M
xre

Da ¢ € S gilt, folgt somit auch Fp € S. F ist linear und mit (24) folgt
auch, dass F¢, — 0, falls ¢, — 0, also ist F stetig.

Mit Theorem 2.6 folgt schlieBlich die Bijektivitit und die Stetigkeit von F~1,
da F~lp(z) = Fo(—x). U

Setzt man die Fouriertransformation in natiirlicher Weise auf komplexe Va-
riablen fort, so erhalten wir die folgende Verbindung zwischen holomorphen
Funktionen und Funktionen mit kompaktem Tréager. Wir bemerken hierzu
noch, dass eine Funktion F' : C¢ — C holomorph ist, wenn sie in jeder
Koordinate holomorph ist.

SaTz 2.13 (Paley-Wiener). Eine ganze holomorphe Funktion F(() : C¢ — C
ist genau dann die Fouriertransformierte einer Funktion f € C°(RY) mit
supp(f) € B(0,R), d.h.

F(¢) = (2n)% / o6 f(2) da,

R4
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wenn es fiir jedes N € N eine Konstante Cy gibt, so dass
(25) [F(Q)] < Cn(1+[¢[) Nefitmdl,

PROOF. Es sei f € C°(R?) mit supp f C B(0, R). Dann folgt mit par-
tieller Integration fiir jedes 3 € N mit |3] = N

Q)P F(Q)] = |(2m)~/2 / e~ 09 () da
B(0,R)
< ol CIR (92 / 0 f(2)] da
B(0,R)

Fiir die Riickrichtung definieren wir zunéchst

(26) f@) = (2" [ € F (),
R4
Die Inversionsformel liefert nun, dass f(6) = F(¢) und f € C®(RY) gilt, da
aus der Glattheit von F folgt, dass F' € L'(R?) gilt.
Zur Eingrenzung des Trigers von f differenzieren wir zunéchst (26) unterm

Integralzeichen. Dies ist durch die Voraussetzung (25) gerechtfertigt. Es folgt
somit

1) 0°f(a) = (2m) 2 [ ) (ig) (¢ do

R4
Wir setzen nun fiir ein @ > 0 = aﬁ und wenden Cauchys Integralsatz
sukzessive auf (26) an und erhalten

f(z) = (2m)~2 / S B¢ 4 i) de
Rd

wobei die Integrale {iiber die Wege in imaginirer Richtung wegen (25) im
Grenzfall verschwinden.
Fiir N = d+1 erhalten wir nun wieder mit der Voraussetzung die Abschitzung

£ < Ceftni=ten [(11 je)y-a-t e
Ra
Da dies fiir beliebige a@ > 0 gilt, folgt (mit o — o0) fiir |x| > R, dass
f(x) = 0. Also folgt supp f C B(0, R). O

DEFINITION UND SATZ 2.14. Sei m € L®(R%). Dann ist T, : L*(R%) —
LARY), Tonf == Fy " (mFaf) ein stetiger Operator mit

1Tl 22 mayy = Ml oo (ray-
Die Funktion m heif$t Fourier—Multiplikator.
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PROOF. Plancherel liefert
1T fll 2ray = 1F5 " (mFof) || p2ray = ImFafll o ray
< [|m] poo (ray | F2 f1] L2 (e
= [lml oo gy | fll p2ray,  f € L*(RY),

d.h. ([Tl 22 ray) < Ml poo may-
Zu e > 0 wihle Q € RY mit 0 < | < 1 mit inf,eq |m(z)| > [l oo (may — €
Dann gilt fiir ¢ = xq

1T (Fy o) | 2may = ImFaFy ol p2may = [mell 2wy
> (Il zoe ey = 2) 19l 22y,
d.h. ([Tl 22 ray) = Ml oo (may- O
BEMERKUNG 2.15. Man kann zeigen, dass m € L®(RY) eine notwendige
Bedingung ist.

DEFINITION 2.16. Die Fouriertransformation fiir temperierte Distributionen
ist definiert durch (Ff, o) = (f,Fp), f€S, p€S.

SATZ 2.17. Die Fouriertransformation F : 8" — S’ ist stetig. Ist ¢ € S und
ist Ty, € S die von ¢ erzeugte Distribution (via (Ty, ) = [1g), so gilt
Ty =Ty
PrRooF. FT € &' folgt aus der Stetigkeit von F auf S, da fiir ¢ — ¢
(FT,or) = (T, For) = (T, Fo) = (FT', )

gilt.
Die Stetigkeit von F auf &’ folgt dhnlich, denn fiir Ty — T in &’ folgt

<Tk7 90> = <T/€7 @> - <T7 ¢> = <T’ 90>
([l

SATZ 2.18. Die Fouriertransformation ist ein Isomorphismus auf S’ mit
Inverser (F~1T, ) = (T, F~Lyp).

PROOF. Essei T € & und ¢ € S. Dann gilt
(FFTIT, ) = (FTIT,Fp) = (T, FF ') = (T, )
also folgt FF~! = Ids und analog F~'F = Idg. O
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Singulédre Integraloperatoren

1. Interpolation von Operatoren

Wir werden uns in diesem Abschnitt einen Spezialfall des Interpolationssat-
zes von Marcinkiewicz beweisen. Fiir diesen Satz definieren wir zunéchst die
folgenden Begriffe. Im folgenden sei (M, X, u) ein o-endlicher Mafiraum.

DEFINITION 1.1. Es sei T eine Abbildung, die messbare Funktionen auf M
auf messbare Funktionen auf M schickt. Weiter sei 1 < g< oo und1 <p <
00. Dann ist T vom schwachen (p, q)-Typ, falls es eine Konstante A gibt,
so dass fir alle f € LP(M) und alle A > 0

o 71 > 3 < (A1)

Die Abbildung ist vom schwachen (p, 00)-Typ, falls es eine Konstante A gibt
mit

1T flloo < All £l

Schlieflich sagen wir, dass T vom starken (p, q)-Typ ist, falls fiir ein A

ITfllq < Allfllp
gilt.

DEFINITION 1.2. Es sei T wie in Definition 1.1. Die Abbildung T heifit
sublinear, falls

T(f +9)(@)| < [Tf(x)|+|Tg(z)l

Wesentlich fiir den Beweis des MArcinkiewicz-Satzes ist die folgende Dar-
stellungsformel fiir die LP-Norm

LEMMA 1.3. Es seien 1 < p < oo und f: M — K eine messbare Funktion.
Dann gilt fiir alle f € LP(M)

1915 =p [ ntte: 5@ > A2t an
0

50
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PROOF. Fiir eine einfache Funktion ay 4 gilt offensichtlich die Gleichung
I fII5 = aPu(A). Weiter gilt

o

p [ a1 > A0t dr=p [ a(antax
0 0
— (A

Aufgrund der Linearitit des Integrals folgt damit die Aussagen auch fiir
Treppenfunktionen. Fiir eine beliebige messbare Funktion f wéhlen wir eine
monotone Folge von Treppenfunktionen 7, mit 7,, — |f| (punktweise). Mit
dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt dann |75, — || f|,. AuBer-
dem ist A,, wobei A,(\) := {z : [T, (z)| > A} eine wachsende Folge von
messbaren Mengen mit A,(\) — A(\) = {z : |f(x)] > A}, d.h. UA, = A.
Eine weitere Anwendung des Satzes von Beppo-Levi ergibt

p [ Ao = p [ At an
0 0
womit die Behauptung bewiesen ist. O

Fiir einen Mafiraum M bezeichnen wir im Folgenden mit M (M) die Men-
ge aller messbaren Funktionen von M nach C. Weiter definieren wir die
Zerlegung einer Funktion f : M — C durch f = f\ + f* wobei

fA(x):{ f, falls [f| < A

0, sonst

und f* = f — f. Nun konnen wir zum Beweis des Satzes von Marcinkiewicz
kommen.

THEOREM 1.4 (Marcinkiewicz Interpolationssatz). Es seien 1 < py < p1 <
oo und (M, %, p) bzw. (N,II,v) o-endliche Mafridume. Weiter sei D(T) C
M(M) und T : D(T) — M(N) eine sublineare Abbildung. Auferdem sei
D(T) abgeschlossen unter Zerlequng, d.h. fx € D(T), falls f € D(T).

Ist T vom schwachen (pj,p;)-Typ fir j = 0,1, dann ist T vom starken

(p,p)-Typ fiir jedes p € (po,p1). Ist p1 < oo so gilt

pApO plAm 1/p
quupsz( 0y PAT )T

bP—po pP1—Pp
Im Fall py = oo gilt

pApO 1/p
HTprS(1+A1)< 4 ) £
P — Do

PROOF. Wir betrachten zuerst den Fall p; < oco. Fur f € D(T) sei
fr + fA = f die Zerlegung zu A > 0. Aus der Sublinearitit von T folgt
[o: ITf(@)] > 20} € {o s [TA@)| + 1T )] > 2} € Lo [Th )] > AU
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{z:|Tf )| > A}, da fiir ein 2 aus der linken Menge |Tf\(z)| > A oder
|TfA(x)| > X gilt. Da T vom schwachen (p;, p;)-Typ ist gilt weiter

v({o: 175 @) > 200 < v ({z: TP @)] > A) +v (o THE)] > A

~ (Aol lpo p°+ Al Al \™
- A A

Mit Hilfe von Lemma 1.3 und der Substitution 2z — A folgt
oo

27T = 2_”P/V({x HTf(x) > 2}) 271 dz

0
0o

= /V({x ST f(z) > 20)) AP~ HdA

p/ 2y A_mp_ld“rp/(All\,ﬁllpl)’” APl )
0 0
= Agopp()//'u |f)‘ |>,7_}> Tpo—l dT)\p_pO_l d)\
00

o0 A
lppl//u @) > 7)) T drar L),
0 0

da |fa| < A gilt. Zur weiteren Abschiitzung betrachten wir zuniichst den
zweiten Term der rechten Seite. Mit

pz @) > 7)) <p{e:[f(@)] > 7})

und dem Satz von Tonelli folgt

oo A
ppl//u ({z: |fa(@)] > 7)) 711 drap—P1—1
0 0

(e}

:ppl/u({x | f ()] > T})/)\p—m—l D=1 gr

0

< (pfp p)/ ({z: |f(@)| > 7)) Pt dr
1£1D-

_pl—p
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Fiir die Abschétzung des ersten Terms von oben bemerken wir zunéchst,
dass

,u({x:|f/\(x)|>7'}>:u({x:|f(:n)|>7'}), falls 7 > A und
u({az:\f/\(a;)|>7'}>:u({x:]f(a?)]>)\}), falls 7 < A\

Daher folgt

PPo 7/00,u ({x : \f’\(x)| > T}) P01 qr\P—Po—1 4\
00

= ppo//u({:z | f(z)] > 7)) Pt drapTPo—Ll g
0 A

o0

+p/Mwaf@n>xwv1dA

0

bo
= +1> TIE.
<p—po 1715

Insgesamt folgt also

pApO plApl
Iﬁﬂ$§?< 0 PEAY N e

bP—pPo pP1—PD

Fiir den Fall p; = oo bemerken wir zunéchst, dass falls |T'f(z)| > (1 4+ A1)\
auch die Ungleichung

(1+ADA < [Thia(@)] + [T (@) < Ad + [T ()]

gilt, da T vom schwachen (oo, 00)-Typ ist. Damit folgt dann |Tf*(z)| > A.
Das heiflt, es gilt die Beziehung

{z:|Tf(x) > 1+ AN} C {x T z) > )\} .
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Wir kénnen nun wie folgt abschétzen

o0

(I+A)PITFIp = (1 + Al)pp/l/ ({z [T f(x) > A}) AP~ dA
0

p [ v [T4@) > @+ A 2 A
0

p/l/ ({m T fNx) > 1)\}) AP=hd

<
0
by A \P
:p/<AO||f|po> 0)\1)—1 d\
A
0
_pAO po/p/u ({:U : |f>‘(:L‘)] > T}) FPo—1 3 \P—Po—1 4y
0 0
Apo
< P < IIpr
P —Po

2. Calderén-Zygmund-Theorie

Wir wollen nun Abbildungen T : & — &’ betrachten, die sich iiber einen
Integralkern definieren lassen. Eine Funktion K : R? x R? — C heifit Inte-
gralkern von T, falls K auf R? x R%\ {(x,y) : = y} lokal integrierbar ist
(d.h. integrierbar auf kompakten Teilmengen) und fiir f,g € C°(R?) mit
supp f Nsupp g = @ die Gleichung

/ K(z,y)f(y)g(z) dz dy

gilt.
DEFINITION 2.1. (a) Ein Integralkern K heifit Calderon-Zygmund-Kern,
falls K stetig diﬁer@nzierbar in R x RN\ {(z,y) : . =y} ist und
(i) |K(@.)| < S
(ii) |VoK (z,y)| + [V K(z,y)| <
gilt.
(b) Es sei T ein Operator mit Calderon-Zygmund-Kern. Ist T stetig

auf L*>(R?) — L2(R?) fortsetzbar, so heifst T Calderon-Zygmund-
Operator.

< ¢
lz—y[m+?

Das Ziel dieses Abschnitts ist es zu beweisen, dass sich Calderén-Zygmund-
Operatoren beschrinkt auf LP(R?) fiir 1 < p < oo fortsetzen lassen. Dies
ist eines der zentralen Themen der Harmonischen Analysis. Wir werden
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spéter sehen, dass sich mit Hilfe dieser Theorie Existenzresultate fiir partielle
Differentialgleichungen von L? nach LP fiir p # 2 iibertragen lassen. Das
Hauptresultat dieses Abschnitts lautet also

THEOREM 2.2. FEs sei T ein Calderon-Zygmund-Operator. Dann gibt es fiir
p € (1,00) eine Konstante C > 0, so dass |[Tf|l, < C||f|, fir alle f €
LP(RY) N L2(RY).

Wir werden den Beweis fithtren indem wir mit Hilfe einer Zerlegung fiir
integrierbare Funktionen zeigen, dass Calderén-Zygmund-Operatoren vom
schwachen (1, 1)-Typ sind und anschliefend den Interpolationssatz von Mar-
cinkiewicz anwenden.

Wir kommen also nun zur angesprochenen Zerlegung und legen zunéchst ein
paar Bezeichnungen fest, die uns das (Notations-)Leben etwas erleichtern.

NOTATION 2.3. Wir beginnen mit der Menge aller achsenparalleler Wiirfel
mit Seitenldnge 1 und ganzzahligen Ecken. Diese Menge nennen wir Dy.
Fiir eine ganze Zahl k entsteht die Menge Dy von Wiirfeln indem wir die
Skalierung ©* — 2Fx auf jedes Element in Dy anwenden. Das heifit, die
Wiirfel in Dj, haben Seitenlinge 2F und entstehen, wenn man die Seiten
der Wiirfel in Dy_1 halbiert. Eine wichtige Figenschaft der Menge aller so
entstehenden Wiirfel D = Ugcz Dy, die dyadischen Wiirfel, ist die folgende:
Fiir zwei Wiirfel W und W' gilt entweder, dass einer im anderen enthalten
ist oder, dass sie disjunktes Inneres haben.

LEMMA 2.4 (Calderén-Zygmund-Zeregung). Es seien f € L'(R?) und \ >
0. Dann gibt es eine Familie von dyadischen Wiirfeln Wi mit paarweise
disjunktem Inneren, so dass |f(z)] < X foii. in R?\ Upez Wy und

1

A< —— / z)| de < 2%\,

i [ 1@
Wy

Insbesondere lisst sich f zerlegen in f = g+ b, wobei |g(z)| < 29\ fii.,

lgllt < |fllx und b= 3"4cp br. Fiir die Funktionen by, gilt weiter supp by, C

Wi, fRd b, = 0 und ||bg|j1 < 2fWk |f(x)| dx.

PrOOF. Es sei £ die Menge aller dyadischen Wiirfel W € D, die die
Bedingung

1
(28) W,J;f@n de > A

erfiillen. Da f € L'(R?), folgt, dass ein Wiirfel W mit || f|l; < A\|W/| nicht in
& enthalten ist. Die Seitenldngen der Wiirfel in £ ist also beschrédnkt. Damit
gibt es zu jedem Wiirfel W' € & einen grofiten Wiirfel W € &, der W’
enthélt. Die Menge aller dieser maximalen Wiirfel nennen wir W := {W}}.
Ist W} ein groferer dyadischer Wiirfel, der Wy, enthilt, dann ist W, nicht
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in £ und daher kann fiir diesen Wiirfel die Ungleichung (28) nicht gelten.
Damit folgt

(20) / (@) da < / F(@)] dx < WA = 2.
Wi w!

k

Die geforderten Bedingungen fiir die Familie von Wiirfel gilt also.
Die Funktionen by werden definiert durch by, := f —|Wj] fWk f(z)dx auf Wy

und 0 sonst. Mit b = ), by, stzen wir g = f — b. Die Eigenschaft € b, =0
folgt unmittelbar aus der Definition. Die Dreiecksungleichung liefert weiter

[ @l <2 [15@)]a
R4 Wi

Weiter gilt [|gll1 < [[fll1, dain Wy g = [Wi|™" [j), f(z) da.

Es bleibt noch |g(x)] < 2¢ zu zeigen. Auf jedem Wiirfel W}, folgt diese
Ungleichung mit (29). Fiir x € (UgW})¢ gibt es eine Folge von dyadischen
Wiirfeln, so dass die Seitenldngen gegen Null konvergieren, x enthalten und
die Ungleichung (28) nicht gilt. Da g € L'(R?) und damit fast alle Punkte
Lebesgue-Punkte von g sind, folgt daher |g(z)| < A fast iiberall. O

LEMMA 2.5. Es sei K ein Calderon-Zygmund-Kern und r > 0. Dann gibt
es eine Konstante C > 0, so dass fiir alle x,y € R mit |z —y| < r die
Ungleichung

/ |K(z,z) — K(z,y)|dz < C.
R4\ By, (z)

PRrOOF. Mit dem Mittelwertsatz und den Eigenschaften von Calderén-
Zygmund-Kernen folgt fiir y € B,(z) und z € R?\ By,.(x), dass

K() ~ K(z)| <o~y sup [ VuK(zw)
(30) wEBy(x)

< 2"kl —yl|lz — 2|7 L
Hier benutzten wir auerdem die Dreiecksungleichung fiir |w — z| > |z —
z| = |lw — x| > |z — 2|/2, wobei die letzte Ungleichung fiir |z — y| < r und
|z — z| > 2r giiltig ist. SchlieBlich folgt die Behauptung durch Integration
von (30), denn mit Kugelkoordinaten folgt

|K(z,7) — K(2,y)|dz < Cr2"Mwn /7“”17“"1 dr
Rd\BQT.(x) S
- CKann_l_

Nun koénnen wir Theorem 2.2 beweisen.
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PROOF. Wir zeigen zunéchst die schwache (1,1) Abschéitzung fiir Cal-
deron-Zygmund-Kerne. Hierzu werden wir gelegentlich die Ungleichung

(31) 115 = / [f(@)[P de > e"[{f > e}
{f(z)>e}

benutzen. Es sei nun f € L'(R?) N L?(RY) und A > 0. Die Calderén-
Zygmund-Zerlegung auf f angewendet liefert Funktionen b und g mit f =
g+ b und den in Lemma 2.4 genannten Eigenschaften. Es gilt offensichtlich

{z:|Tf(x)] > A} C{x:|Tg(x)| >A\/2} U{x:|Tb(x)| > \/2}.

Mit der L? Beschrinktheit folgt damit

o: Tg(@)] > 2 < 5 [ Tyla) da
Rd
<5 [ ls@P do
Rd
<$ [loto)Pas,
Rd

da |g(x)| < CA gilt. SchlieBlich folgt wegen ||g|1 < || f]l1

o+ [To()| > A2} < Sl

Wir kénnen uns also nun der Abschétzung von Tb zuwenden.

Es sei Oy = UgBy, wobei B, Kugeln um die Mittelpunkte xj der Wiirfel
Wi mit Radius y/n- Seitenlinge von Wj. Das heifit aber, dass fiir y € Wy
der Abstand |zy — y| zu z) hochstens die Hélfte des Radius von By, betrégt.
Dies benétigen wir fiir die Anwendung von Lemma 2.5. Fiir das Volumen
von O) gilt.

1 C
o<cS @< 1Y [1fiar < Siflh.
k k
Qk

Als néchstes schétzen wir Thy ab. Fir x € Qy gilt, da die by Mittelwert 0
haben, dass Tby(z) = [ K(z,y)bi(y) dy = [(K(2,y) — K(z,z))bk(y) dy.
Anwendung des Satzes von Fubini und Lemma 2.5 liefert

/ u%u@<m55/um@n / K (2,y) — K (&, 23)] dz dy

R4\ By, Qk R4\ By,

gC/m@MMSC/U@My
Qk Qr
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Summation iiber k ergibt schlielich

(32) / o) dy <Y / Thi(y)| dy < C|l 1.
RO, F ra\B,

Damit folgt also unter Verwendung von (31) und (32)
A A
{z: Tb(x) > §}| < |Ox| + |[{z € R4\ Oy : |Th(z)| > 5}\

2
<o+ [ 1Tu@)lds
ROy

C
< <l

Insgesamt ist damit die schwach (1,1) Bedingung fiir T'f erfiillt.

Die LP-Beschrinktheit von 7T fiir 1 < p < 2 folgt nun mit der L?-Beschrénkt-
heit und dem Interpolationssatz von Marcinkiewicz.

Fiir 2 < p < oo folgt die Aussage durch Dualisieren, indem man erkennt,
dass die Adjungierte von T also T* ein Calderén-Zygmund-Operator ist,
falls T ein solcher ist. T* ist daher nach dem ersten Teil LP'-Beschrinkt,
wobei p’ der zu p konjugierte Holder-Exponent ist. Damit ist dann 7' LP-
Beschrénkt. O

3. Fouriermultiplikationsoperatoren

In der Theorie partieller Differentialgleichungen ist es oftmals niitzlich fiir
die Losbarkeit die zu untersuchenden Operatoren als Calderén-Zygmund-
Operatoren zu erkennen und so geeignete Abschéiitzungen zu erhalten. Ins-
besondere LP-Abschéitzungen fiir die Losung zu linearen Problemen kann
dazu dienen nichtlineare Gleichungen zu behandeln.

H&ufig erhélt man aber durch Anwenden der Fouriertransformation nur ex-
plizite Losungsformeln in Form von sogenannten Symbolen. Wendet man
etwa die Fouriertransformation auf die Gleichung (A — A)u = f an so erhélt
man (A + [£[2)a = f. Eine Losung dieser Gleichung wiire also formal durch
u=F Y A+[£]?)"LF f gegeben. In dieser Formel ist nicht so schnell ersicht-
lich, ob dies ein Calderén-Zygmund-Operator ist oder nicht. Deshalb wollen
wir im Folgenden Operatoren obiger Form untersuchen und als Hauptziel
eine hinreichende Bedingung angeben, die die LP-Beschranktheit des Ope-
rators sichert.

DEFINITION 3.1. Eine Funktion m : R?\ {0} — K heifit Symbol der Ordnung
k, falls m beliebig oft differenzierbar ist und fiir jedes o € N¢ eine Konstante
C,, existiert, so dass

) ‘8“171

o€

Wir geben zunéchst ein paar niitzliche Rechenregeln fiir Symbole an.

(5)\ < Cale|liE,
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LEMMA 3.2. (a) Ist mj fir j = 1,2 ein Symbol der Ordnung kj, dann
ist mime ein Symbol der Ordnung ki + ko und m1 +mso ein Symbol
der Ordnung k. Jede der Konstanten in der Abschdtzung (33) fiir
mime (bzw. my+ms) hingt nur von endlich vielen der Konstanten
fiir m1 und mo ab.

(b) Ist g € S, dann ist n ein Symbol der Ordnung k fiir jedes k < 0.

(c) Istm ein Symbol der Ordnung k, dann ist e *m(e€) ein Symbol der
Ordnung k und die Konstanten in (33) konnen unabhdngig von &
gewdhlt werden.

Den Beweis iiberlassen wir dem Leser.

LEMMA 3.3. Es seim € S und k > —d. Dann gibt es eine Konstante C, die
nur von endlich vielen der Konstanten fir m in (33) abhdngt mit

]]—tlm(wﬂ < C|x\7d*k.

ProOF. Wir wihlen eine Abschneidefunktion 79 € C*°(R?) mit kom-
paktem Triger, so dass np(§) = 1 fiir || < 1 und no(&) = 0 fiir [£] > 2 gilt.
Wir setzen 1o = 1 — 19. Damit definieren wir

Kj(a) = (2" [ ey €lal)m(e) de,
wobei j = 0,00. Wir schiitzen K jeweils getrennt ab. Fiir Ky gilt
Kolo)| < C2m [ (€] dg = Claf
1€1<2/|=|

Fiir den j = oo Teil schreiben wir zunichst (iz)®e®¢ = %emg und inte-
grieren partiell. Dies ergibt

(i) Koclo) = | (ié) noo(Elz)m(€) de
— (el [ ﬁ(fg (oo (€2 )(€)) d.

Mit (33), Lemma 3.2 und da 7, Null in der Néhe von 0 ist, folgt fiir k—|a| >
—d
i) K@ <C [ JgFel dg = Claf =0kt
[€]>1/|z]
Damit folgt die Ungleichung |K (z)| < C|z|~4=F O
Damit kénnen wir nun das zentrale Resultat dieses Abschnitts beweisen.

THEOREM 3.4. Ist m ein Symbol der Ordnung 0, dann ist T, = F 'mF
ein Calderon-Zygmund-Operator.
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PRroOF. Die L2-Beschrinktheit des Operators T}, folgt aus m € L>®°(R?)
nach Definition und Satz 2.14. Wir zeigen nun noch, dass der Kern von T,
von der Form K(z — y) ist und K Abschétzungen der Form

(39) |7 K@)] < Claf 1

erfiillt. Da die inverse Fouriertransformation von m nicht notwendigerweise
durch eine Funktion gegeben ist, approximieren wir m zunéchst durch schnell
fallende Funktionen. Hierzu nehmen wir ¢ € C2°(R%) mit ¢(x) = 1 fiir |2| <
1 und p(z) = 0 fiir |z| > 2. Wir setzen dann m.(§) = ¢(£&)(1—p(&/e))m(€).
Wegen Lemma 3.2 ist m. ein Symbol der Ordnung 0 mit von & unabhéngi-
gen Konstanten. Aulerdem gilt m. € S und damit gelten wegen Lemma 3.3
die Abschiitzungen (34) fiir K. := F~!'m.. Dies folgt aus den Eigenschaften
der Fouriertransformation, da die a-te Ableitung von K. die inverse Fou-
riertransformation von (—i&)*m.(§) ist und (—i&)*m.(§) ein Symbol der
Ordnung | ist.

Da die Konstanten nicht von € abhéngen, kénnen wir den Satz von Arzela-
Ascoli zusammen mit einem Diagonalfolgenargument anwenden. Arzela-Ascoli
liefert fiir eine Kugel um 0 und ein o € N? eine Folge a-ter Ableitungen von
K., die auf der abgeschlossenen Kugelschale B(0,r) \ B(0,1/r), fir r > 1
gleichméflig konvergiert. Nun lésst sich mit Hilfe des Diagonalfolgenargu-
ments eine Teilfolge von K. konstruieren, so dass fiir eine Funktion K die
Teilfolge K., — K und alle ihre Ableitungen gleichmiflig gegen K, bzw.
die entsprechende Ableitung von K konvergiert. Der Kern K erfiillt dann
natiirlich auch die Abschétzungen (34).

Es bleibt also noch zu zeigen, dass T}, durch den Kern K dargestellt werden
kann. Es sei f € S. Mit dem Satz von Lebesgue und dem Satz von Plancherel
folgt Trn. f — Tpnf in L?(R?) fiir ¢ — 0. Nach Definition von K. und den
Eigenschaften der Fouriertransformation, Satz 2.3 gilt T,,,_ f = K.* f. Haben
f und g disjunkten und jeweils kompakten Tréger, so gilt

/Tmf(x)g(a:) dz = lim ngjf(x)g(x) dz (L? — Konv.)

J—00

R4

J
= lim / / K., (@ — ) f(y)g(x) dy da

Jj—o0

Rd Rd
= / / K(z—y)f(y)g(x)dydz (glm. Konv.)
R4 R4
und damit folgt, dass T, durch den Kern K dargestellt werden kann. [

Ein Dichteschluss zusammen mit Theorem 2.2 und Theorem 3.4 liefert nun
abschlieffend

KOROLLAR 3.5. Ist m ein Symbol der Ordnung 0, dann ist Ty, : LP(R?) —
LP(RY) fiir 1 < p < oo ein stetiger Operator.
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Als erste Anwendung des Multiplikatorensatzes wollen wir uns nun mit
Besselpotentialraumen und ihrem Zusammenhang zu den Sobolevrdumen
beschéftigen. Die Besselpotentialrdume liefern eine Moglichkeit gebrochene
Ableitungen zu definieren und so eine kontinuierliche Skala verschiedener
Glattheit zu erhalten.

DEFINITION 3.6. Fiir s > 0 und 1 < p < oo heif§t
H*P(RY) == {f € LP(RY) : F' (1 + [¢P)**F f € LP(RY)}
der Besselpotenzialraum der Ordnung s. Eine Norm auf H*P(R?) wird durch
1Fllzzsr = 1F7H (1 + ()2 F £l definiert.
LEMMA 3.7. H*P(R?) ist ein Banachraum.
Proor. Ubung O

Dass die Besselpotenzialrdume wirklich eine Skala bzgl. der Glattheit liefert
zeigt der folgende Satz.

Satz 3.8. Ist s € N, dann gilt W*P(R?) = H5P(R?).

ProoOF. Wir zeigen die Aussage nur fiir gerade s. Fiir ungerade ist der
Beweis schwieriger und technisch aufwindiger. Ist s gerade, so ist (1 +
1€]2)%/2 = Py(€) ein Polynom vom Grad s. Da fiir f € W%P(R?) auch
0% f € LP(RY) fiir alle |a| < s gilt, folgt mit der Eigenschaft der Fouriertrans-
formation, dass P(—id)f = F 1 P;(&)Ff € LP(R?) und somit W*P(R?) C
H*P(RY).

Umgekehrt ist m ein Mikhlin Symbol fiir jedes |a| < s und daher folgt
I F flp = |17 ey (L €2V F £ llp < IIF A+ 1EP)2F £l =
1 - O

Auf Gebieten lassen sich analog zu den Sobolevraumen auch Besselpotenzi-
alrdume definieren.

DEFINITION 3.9. Fiir s > 0 und Q C RY definieren wir
H*P(Q) = {fla: f € H*P(RT)}.
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KAPITEL 6

[P-Theorie Elliptischer Randwertprobleme

Wir wollen im Folgenden elliptische Differentialoperatoren der Form

d
(35) Au(z) = > aij(2)005u(x +Zb (x)
i,j=1
auf Gebieten in R? betrachten. Ein Differentialoperator A heifit elliptisch,
falls a;;(z) € R fiir jedes z € R? und es eine Konstante 6 > 0 gibt, so dass

- Z azg f]gj > 5|£‘2

3,j=1

fiir alle x, & € R? gilt. In den Beweisen werden wir uns im Wesentlichen auf
den technisch einfachsten Fall (a;;) = (d;5), also A = A, beschrénken. Wir
werden fiir beschrinkte Gebiete ) ein Lokalisierungsargument anwenden.
Daher behandeln wir zunéichst den Fall @ = R? und Q = R% := {(2/,24) €
RY: 24> 0, 2/ € R}

1. Lésungstheorie in R?

Wir assoziieren zu einem Differentialoperator A von der Form (35) einen
stetigen Operator durch D(4,) = W2P(R?), A,u := Au. Der nichste Satz
zeigt, dass die Wahl des Definitionsbereichs giinstig ist, denn A4, : W2P(R?) —
LP(RY) ist Surjektiv.

SATZ 1.1. Es sei A ein elliptischer Differentialoperator mit konstanten Ko-
effizienten a;; und b; = 0,c = 0. Weiter sei A € C mit Re A > 0 und
f € LP(RY). Dann existiert eine eindeutige Losung u € W2P(R?) der Glei-
chung

(36) (A= Au = f in R
Desweiteren gilt fir o € Nd mit |a| < 2.
o C
(37) [ D%ul| p (ray < W\\f“m(n@)-
PROOF. Wir fiihren den Beweis fiir den Fall A = A. Anwenden der
Fouriertransformation auf (36) liefert (A + |£]?)4 = f und somit ist u =

62
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FYA+[€2)71Ff € LP(RY) eine Losung, falls my(€) := (A 4 [¢]?)7! ein
Symbol der Ordnung 0 ist. Zunéchst bemerken wir

A+ = VRe A+ E2 + [Im A2 > /[Re A2+ [Im A2 = |\, €eR%

und damit
laf
3 VI 1
< = e < VN,
‘A+8 AT e €l < vIN
£ HS 1 1
= = < L lEl > VN
‘A+£2 €2 Jepel = - €1 = VAl

Um zu zeigen, dass m) ein Symbol der Ordnung 0 ist, bemerken wir noch,
dass sich £€°DPm,(€) als endliche Summe mit Summanden der Form

(D )my - &0 (DP €17 m

mit 5 = >"" , B schreiben lésst. (Induktion)
Damit folgt mit obigen Abschitzungen, dass my, {my und &;€;my Symbole
der Ordnung 0 sind. Nach Korollar 3.5 geniigt 7;,,, damit den Abschétzungen
o 1
DTy [l Lo (ray) < A Tal/2

Die Eindeutigkeit der Losung folgt mit der Injektivitéit der Fouriertransfor-
mation. (]

Fiir die Lokalisierung bendtigen wir noch die Losbarkeit, falls a;j, b;, ¢ €
L®(R%). Es sei A = Z‘Zj:l a;;0;; ein elliptischer Differentialoperator mit
konstanten Koeffizienten ;. Wir definieren

d d

Bu(z) = Z (aij(x) — ayj)Ou(x) + Z bi(x)ou(z) + c(x)u(z).

ij=1 i=1

Wir assoziieren hierzu wieder den Operator Byu = Bu mit D(B,) = W2P(R4).
Dann gilt

THEOREM 1.2. Es seien A und B wie oben gegeben. Dann gibt es Konstan-
ten e, Ao, C, so dass fiir X mit Re A > 0 und |A\| > A\ die Gleichung

’gl:ellipt_stoer_rn‘ (38) (A=A, — By)u = f in R?

fiir jedes f € LP(R?) eine eindeutig bestimmte Losung u € W2P(R?) besitzt,
falls ||a;j — aijlloo < € gilt. Desweiteren gilt fir u die Abschitzung (37).

PROOF. Es ist klar, dass (A — A, — B,) : W2P(R?) — LP(R?) stetig ist.
Wir zeigen, dass (A — A, — B,) ™! : LP(RY) — LP(R?) existiert und stetig ist.
Dazu schreiben wir zunichst fiir u € W2P(R?)

(A= Ap = By)u = (Id — By(A — A) 1) (A = Ap)u.
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Also existiert (A\—A4,—B,) ™' € L(LP(R)), falls || Bp(A—Ap) || z(rogay < 1
gilt. In diesem Fall erhilt man (A — A, — B,) ™t = (A — 4,) "} (Id — Bp(\ —
Ap)~1)~L, wobei der zweite Operator wegen der Neumann Reihe existiert
und stetig ist. Die geforderte Abschitzung || B,(\ — Ap)*1||£(Lp(Rd)) <1
folgt mit Hilfe von (37) fiir € klein genug und A gro§ genug, denn

d
1By = Ap) 7 fllp < D ll(aij (@) — i) dig(A = Ap) " fllp
ij=1

d
Y bidi (A — Ap) Tl + lle(h = A) 7
=1
< A0y (A — Ap) "M fllp +d_max [bifloci (A = Ap) £l

+ llellosll(X = Ap) 7 1l

1 1

< Celfllp+ C—=fllp+ Crg
SRV R o

Die Abschitzung (37) folgt schlielich mit (37) fiir A, und der Darstellung
()‘_AP_BP)_I = ()‘_Ap)_l(ld_BpO‘_Ap)_l)_l‘ O

£ [lp-

o o e d
2. Loésungstheorie in RY

Da fiir @ = R der Rand 0Q = {z € R? : ;4 = 0} # 0 gilt, miissen wir
noch Bedingungen fiir u auf 92 fordern, um die eindeutige Losbarkeit der
Gleichung (A — A)u = f zu sichern. Wir werden zwei verschiedene Randbe-
dingungen untersuchen.

e Dirichlet-Randbedingung: u|gg = 0

e Neumann-Randbedingung: d,,ulsq = 0
Hierbei bezeichnet 9,, die Richtungsableitung in Richtung der dufleren Nor-
malen an 0f2.
Es sei nun zunéchst A ein elliptischer Differentialoperator mit konstanten
Koeffizienten. Zur Losung der Gleichung (A — A)u = f mit Dirichlet oder
Neumann Randbedingungen wollen wir das zuvor gezeigte Ergebnis in R?
mit Hilfe von Reflexion an der Hyperebene {z; = 0} zeigen. Hierzu bemer-
ken wir zuniichst, dass (A — A)~! durch einen Calderén-Zygmund-Kern K)
gegeben ist, da das zugehorige Symbol (A — a(£))™! ein Symbol der Ord-
nung 0 ist. Das heifit (A — A)~'f = K * f und diese Darstellung liefert
unmittelbar, dass u = (A — A)~Lf € C™ gilt, falls f € C*°.

Es sei nun f € C°(R%) Wir definieren
—fl@, —xq) fir x4<0,
f(@ zq) fir x4 > 0.

fo(',2q) = {

Damit ist fp ungerade in der letzten Variable. Nun definieren wir up €
C>®(R%) N LP(RY) als Losung von (A — A)u = fp in R% Damit ist up
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ebenfalls ungerade, denn es gilt
A =D (up (s, =)la=(atzy) = (A = Aup)(@’, —z4)
= fp(a', —zq)
= —fp(2',zq)
= (A= A)(~up) (2, zq).
Also 16st sowohl up(.,—.) als auch —up die Gleichung (A — A)u = —fp.
Die Funktionen up(., —.) und —up miissen damit iibereinstimmen. Da up €

C>(R%) gilt folgt insbesondere up(z’,0) = 0 fiir alle 2’ € R4~!. Die Funktion
up geniigt daher der Dirichlet Randbedingung und uDhRi 16st

A=-Au=f in RY
u=20 auf 8Ri

Insbesondere folgen die Normabschétzungen (37) da

(0% 6% C
[1D%upl|pprey < [D%upllLo(ray < WHJCDHLP(RUZ) < WZWHLP(M)-

Da C°(R%) dicht in LP(R?) liegt, ldsst sich (A — A)~1 auf ganz LP(R?)
eindeutig fortsetzen.

Fiir Neumann-Randbedingungen setzt man f gerade nach R? fort und erhilt
analoge Abschitzungen. Aulerdem erhilt man durch exakt gleiche Argu-
mentation des Beweises von Theorem 1.2 auch die Aussagen dieses Satzes
fiir R‘i statt R? und wir haben das folgende Theorem entsprechend zu Theo-
rem 1.2 gezeigt.

satz:stoer_halb‘ THEOREM 2.1. Es seien A und B wie im letzten Abschnitt gegeben. Dann
gibt es Konstanten €, Ao, C, so dass fir A mit Re A > 0 und |\ > X\ die
Gleichung

A—A—-Bu=finR%

Ru =0 auf ORY,
wobei R = Id (Dirichlet-RB) oder R = 0,, (Neumann-RB), fir jedes f €
LP(RL) eine eindeutig bestimmte Losung u € WHP(RL) besitzt, falls |la;j —
aijlloo < € gilt. Desweiteren gilt fir u die Abschdtzung

C
(40) D%l Lo gey < Wllf“m(m)-

’ gl:ellipt_stoer_halb ‘ (39)

BEMERKUNG 2.2. Mit Hilfe dieses Theorems ldsst sich ein der Differential-
gleichung (A — A)u = f zugeordneter Operator wie folgt definieren
(a) Fiir Dirichlet-Randbedingungen: D(Ap) = W2P(R%) N Wol’p(Ri)
mit Apu = Au.
(b) Fiir Neumann-Randbedingungen: D(An) = {u € W?P(R%) : Qqu €
Lp md
Wy P (RY)}
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3. Losungstheorie in beschrinkten Gebieten

Wir betrachten nun die Gleichung
A=Au=finQ

(41) Ru = 0 auf 9902

wobei A wieder ein elliptischer Differentialoperator und Q C R? ein be-
schrinktes Gebiet von der Klasse C? ist. Das Hauptresultat fiir beschriinkte
Gebiete ist

THEOREM 3.1. Es seien A und B wie im letzten Abschnitt gegeben. Dann
gibt es Konstanten e, \g,C, so dass fir A\ mit Re X\ > 0 und |A|] > Ao
die Gleichung (41), wobei wie vorher R = Id (Dirichlet-RB) oder R =
On (Neumann-RB), fir jedes f € LP(Q) eine eindeutig bestimmte Ldsung
u € W2P(Q) besitzt, falls ||aij — qijllo < € gilt. Desweiteren gilt fiir u die
Abschdtzung

o Cc
(42) [D%ullpr o) < WHNLP(Q)'

BEMERKUNG 3.2. Analog zum Fall Q) = Ri konnen wir die folgenden Dif-
ferentialoperatoren definieren
(a) Fiir Dirichlet-Randbedingungen: D(Ap) = W2P(R%) N Wol’p(Rff_)
mit Apu = Au.
(b) Fiir Neumann-Randbedingungen: D(Ay) = {u € W2P(R%) : Vu|gq-
n =0 im Spursinne}.

Bevor wir das Theorem beweisen, wollen wir noch ein einfaches Korollar
formulieren.

KOROLLAR 3.3. Die Operatoren (A — Ap)~t, (A — An)~1: LP(Q) — LP(Q)
sind kompakt fiir alle X fiir die sie existieren.

PRrOOF. Nach dem Satz von Rellich ist Id, : W*P(Q) — LP() ein
kompakter Operator und (A — Ap)~! bzw. (A — Ay)~! stetig von LP(Q)
nach W?2P(Q), also ist (A — Ap)~! = Id,(A — Ap)~' : LP(Q) — LP(Q)
kompakt. ([l

PRrROOF. (von Theorem 3.1, Beweisskizze) Es sei {U;,j = 1,...,n} eine
endliche Uberdeckung von 952, wobei fiir die Mengen U; diamU; < e gilt.
GeméB Definition 5.2 aus Kapitel 2 gibt es zugehoérigen Abbildungen ¢; :
@ — Uj. Aus der stetigen Differenzierbarkeit der ¢; folgt, dass sich die
Jakobi-Matrix nur um §(¢) von Id unterscheidet und §(g) — 0 fiir ¢ — 0
gilt. )

Weiter wihlen wir aus der offenen Uberdeckung {B(z,¢;) : © € Q\J, Uj, €2 <
dist(x,00)} von Q\ J; U; endlich viele aus, etwa {O; : j =n+1,...,N}.
Wir definieren nun lokale Operatoren. Sei hierzu ¢; eine quadratische Zer-
legung der Eins (d.h. 3, go? =1) zu {U;} U{0O,}. Damit setzen wir:
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(a) Fall j <n: Wir definieren u; als Losung von
(}\ - Aj)Uj = (pjf =: fj in Rd.

(b) Fall n < j < N: Wir definieren u; = 4; od)j_l, wobei @ eine Losung
von

A= A))i; =p;(fop;) inRL
Ruj =0 auf 8]1%‘1

Hierbei miissen wir die Koeffizienten von flj so wihlen, dass Aju; =
(Auj) o ¢j = fj = p; f gilt. Das bedeutet (wir vernachldssigen hier
den Index j)

Au= Ao ¢™t)

d
= aqdidi(iio¢")
ii=1

d
= Z ait0; (Zﬂ : 3l(¢1)k>

i,l=1 k=1
d d
= aq| D> OOkt 0i(¢ - (6™ )k + Oii- 00 (¢
i,l=1 k,m=1
=: Aq.

Da fiir ¢ klein jede der Funktionen ¢; bis auf Rotation fast die
identische Abbildung ist, ergibt sich, dass der Differentialoperator
A eine kleine Stoérung eines elliptischen Operators ist (da 9;¢,,' ~
dim). Klein meint hier im Sinne von Theorem 2.1. Daher ist ;
wohldefiniert.

Damit definieren wir den ersten Kandidaten fiir die Losung auf dem be-
schriankten Gebiet durch v(f) := Zé\;l @ju;, dann gilt

N
A=A =X — Z pjAu; + A(p;v) — p;Au;
j=1

N
=) duy — g Au; — [A, o5lu

j=1
N

=Y wifi—BO =47
j=1

=: f=T\f

Aus der Produktregel folgt, dass der Operator [A, ¢;] nur Ableitungen ers-
ter Ordnung in v und als Koeffizienten erste und zweite Ableitungen von
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¢ enthilt. Daher ist der Operator T : LP(Q2) — LP(Q) stetig mit der
Abschétzung
C

VIl
Fiir A grof genug existiert also (Id —Ty)~! und wir erhalten schlieflich eine
Losung der Gleichung durch u = v((Id — Ty) ! f). Die Normabschiitzungen
fiir u folgen aus der Beschrinktheit von (Id — Ty)~! und der Konstruktion
von v. g

1T fllp < [ f1lp-

4. Ausblick: Eine weitere Anwendung der Fouriertransformation

Wir betrachten die Wérmeleitungsgleichung in R?
u—Au =0 in (0,00) x R%
U(O) = Uuo,

mit einer Anfangstemperaturverteilung ug € S. Wir suchen also eine Funk-
tion u : (0,00) x R? — C, die diese Gleichung im Distributionensinne erfiillt.
Anwenden der Fouriertransformation ergibt

Gy + |2 =0  in (0,00) x RY
@(0,6) =d(¢)  inR™

(43)

Also ist fiir festes € € R? die Losung (t, £) gegeben durch die Losung dieser
gewOhnlichen DGI., ndmlich

a(t,€) = e ().
Anwenden von F~! und Beispiel 2.4 aus Kapitel 4 liefert, da F~1f(z) =
Ff(—=)
u(t,z) = F ! (e_ﬂleﬂo)

= (f_le_t‘ﬂQ) * U

= <]-'e_t‘5|2> * U0

= | — e 4t xUg
2t

=: Gy * ug.

Die Funktion Gy wird auch Gauss-Kern genannt. Es gilt ||G¢||; = 1 und
daher folgt mit der Ungleichung von Young fiir die Faltung, dass der durch
u(t) = Gy * ug definierte Operator stetig auf LP(R?) fiir alle t > 0 ist.
Desweiteren ist G; analytisch in dem Parameter ¢. Da auch 0;G; € Ll(]Rd)
gilt, folgt, dass damit u(t,x) = Gy *ug(z) sogar analytisch in ¢ fiir ¢ > 0 ist.



