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KAPITEL 1

Einfithrung in die Problematik

1. Physikalische Motivation

Betrachte einen Stab aus Metall mit gegebener Temperaturverteilung. Nun
wollen wir untersuchen wie die Warme geleitet wird.
Annahmen:

e Stab (isoliert) wird parametrisiert durch das Intervall [0, 1], u(t, z) =
Temperatur in z zum Zeitpunkt ¢.

Konstanten: p Dichte, ¢ spezifische Wiarme

f:0,1] — R Wirmequelle

Energie in Segment [z1, z2]: E(z2,x1,t) = cp(ra — x1)u(t, 1)
Wirmeleitungsregel von Fourier: Sei Q(t,z) = die Warme durch
Punkt x zum Zeitpunkt ¢

t — Q(t 0
Q 2’? tQ( 1,7) ~ —Koa—u(tl,x) Ko Thermale Konduktivitat
2— 1 T

e Energieerhaltung:

cp(xo — x1)(u(te, z1) — u(ty, z1))

= (tg — tl)(l‘g — .Tl)f(ﬂfl) — Kg(tg — tl)(%u(tl,xl) — %u(fl, IEQ))

Daraus folgt

u(te, v1) —u(ti,z1)  f(71) n Ko a%u(tl,@) - (%U(tl’l'l)

to — 1 cp cp T9 — T
und damit

0 0?
(1) au(t,:n) = fc(,cgj) + ﬁ@u(t,x),

wobei kK = Ig—; die thermische Diffusivitét (eine Konstante) ist.

Stationire Temperaturverteilung (Gleichgewicht, steady state):
u(t,z)=v(x)

0
0= &u(t,:v)

0= f(z) + Av(z) = Av(z) = — f(x).
2. Mathematische Problemstellung
Es sei Q C R? offen und beschrinkt.

Gegeben: Stetige Funktion f auf €.
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Gesucht: Stetige Funktion u : Q — R, in Q zweimal differenzierbar mit

(2) {Awﬂzzfﬁimm::fm Vz € Q

i

u(z) = 0(z) Vo € 0.
Anwendung: Potential eines Ladungsfreies elektrisches Feldes.
u stationéire Temperaturverteilung
BEMERKUNG 2.1. A ist ein linearer Operator A(u+ v) = Au+ Av.

Idee: Definiere den Laplace-Operator in geeigneten Rdumen und untersuche
Abbildungsvorschriften.
Sei zB. X := {h: h € C*(Q), Bog = 0} und Y := C(Q) und betrachte
AXY X Y.
Typische Fragestellungen:
(a) Ist Axy injektiv (d.h. die Losung der Gleichung 2 ist eindeutig,
falls sie existiert)
(b) Ist Axy surjektiv (d.h. es existiert eine Losung der Gleichung 2 fiir
alle f€Y).
(c¢) Finde moglichst einen groflen Raum Y so dass Axy surjektiv ist
(d.h. die Gleichung ist fiir viele f losbar).
(d) Da X typischerweise nicht explizit gegeben ist, finde moglichst viele
Eigenschaften von X (d.h. Eigenschaften der Losung).

BEMERKUNG 2.2. (a) Der Laplace-Operator besitzt keine guten Eigen-

schaften in C(Q)). Suche nach geeigneten Raumen fihrt auf Sobolev-
Réume (reflerive Banachriume bzw. Hilbertrdumen).
Idee (L2-Theorie):
(a) Die Existenz einer schwachen Losung lisst sich im Hilbertraumfall

(Lo-Theorie) sehr einfach iiber Lax-Milgram zeigen.
(b) Regularititstheorie liefert dann eine starke bzw. klassische Losung.

BEMERKUNG 2.3. FEine wichtige Rolle bei der Regularititstheorie spielt die
sogenannte Lokalisierung.

Idee (L,-Theorie):
(a) Betrachte zunéchst
A= A)u(z) = f(z), =eR

(b) Benutze die sog. Fouriertransformation. Die zentrale Eigenschaft
dieser Abbildung ist, dass sie Differentialausdriicke in algebraische
umwandelt. Im Fall (A — A) erhélt man

A+ |€P)Fu = FFf.

Damit ist die formale Inverse von (A — A) durch u = F~1(\ +
€]?) "L F f gegeben.

Typische Fragestellungen:
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(a) Wie kann man dem formalen Ausdruck F~1(\ 4+ [£]?)~1F als Ope-
rator: Y — X einen Sinn zu geben?

(b) Finde hinreichende Bedinungen, so dass F (A + [£]?)~1F ein be-
schrénkter Operator in L, ist.

BEMERKUNG 2.4. Auf diesem Weg werden wir auch erkennen, dass sich T =
F YN+ [€2)7LF auch als Integraloperator, d.h. Tf(z) = [k(z,y)f(y)dy,

darstellen ldisst.

Im letzten Abschnitt betrachten wir die Warmeleitungsgleichung (1).
Idee:
(a) Betrachte u als Funktion ¢ — u(t,-) € X, X ein Funktionenraum
(Sobolevraum)
(b) Sei A der Laplaceoperator und betrachte
u'(t) — Au(t) =0, t>0
u(0) = up.
Dies ist eine gewohnliche DGL im Banachraum!
(c) Ana III: Losung ist e“tug.
Typische Fragestellungen
(a) Verniiftige Definition fiir e/ fiir grofie Klassen von (Differential-

)Joperatoren.
(b) Suche Bedingungen an A, so dass ¢4 wohldefiniert ist

BEMERKUNG 2.5. Fliir spezielle (in Physik und Ingenieurwissenschaften sehr
relevante) Klassen von Differentialoperatoren, sog. Divergenzoperatoren, lisst
sich zeigen, dass et wieder ein Integraloperator ist (z.B. Laplace auf belie-
bigen offenen Mengen).



KAPITEL 2

Sobolevraume

1. L, Riume (Erinnerung)
In diesem Abschnitt sei (M, X, p) stets ein Mafiraum.
DEFINITION 1.1.
(a) Seil <p < oo. Setze || fllp = </|f|p du)
(b) Sei f: M — K messbar. Dann ]l\L/[eiﬂt f wesentlich beschrinkt, falls
ein o > 0 ezistiert mit u({x € X : |f(z)| > a}) = 0. Ferner heifit
[flloo :=inf{a = 0: p({z € X : [f(z)| > a} = 0)}

das wesentliche Supremum von f.
(c) Seil < p < oco. Definiere

LP:=LP(M, S, 1, K) == {f: f: M — K messbar und | f||, < oo}.

1/p

BEMERKUNG 1.2.
(a) || - ||p ist eine Halbnorm auf LP.
(b) Sei f € LP. Dann ist || f||, =0 genau dann wenn
feN :={f: f messbar und f =0 p-fast iberall}.

(¢) LP ist ein Vektorraum.
(d) N ist ein Unterraum von M, dem Vektorraum der messbaren Funk-
tionen (auch von LP), und

frg BB fogeN

definiert eine Aquivalenzrelation
DEFINITION 1.3. Der Raum L°° ist definiert durch:
LM, p) = LM, 5, K) /N oo = 1fllees  VIf] € L.

SATZ 1.4.
(0) 1] < |Flloo r-fast iberall.
(b) || - ||co ist ein Norm.
(c) [[fn — flloo = 0 = es ezistiert ein A € ¥ mit p(A°) = 0 und
fn — [ gleichmdssig auf A.
(d) (L°(M,p), | - lloo) ist ein Banachraum.

3
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DEFINITION 1.5. Seil <p < o0
LP(M, /j’) = <M727:U’7K)/N7 ||[f”|p = ”f”P? V[f] € Lp'
SATZ 1.6 (Holdersche Ungleichung). Es seil < p,q < oo mit 1/p+1/qg=1

(interpretiere 1/oo = 0). Desweiteren seien f € LP(M, u) und g € LY(M, p).
Dann ist f-g € LY(M, 1) und

gl < 11y - llgllq-

ProoF. Die Fille p = 1,00 sind trivial. Seien a,b € Ry und f,g # 0.
Dann gilt
ab < % + %q (Youngsche Ungleichung).

(Der Beweis dieser Ungleichung ist elementar.) Natiirlich ist fg messbar. Sei-
en G := g/||gllg und F := f/|| f|l,- Anwendung der Youngsche Ungleichung
in jedem Punkt x € M ergibt nach Integration

JZ F(2)G(x)| du(x) < ]Z L / Gz =1l

und die Behauptung folgt. O

SATz 1.7 (Minkowskische Ungleichung). Sei 1l < p < oo und f,g € LP(M, ).
Dann gilt

1+ glly < 11fllp + [lgllp-
SATZ 1.8 (Riesz—Fischer). Sei 1 < p < oo. Dann ist LP(M, ) vollstindig.

SATz 1.9. Nehmen wir an, dass f, € LP(M,u) gegen f € LP(M, u) konver-
giert, dann existiert eine Teilfolge fy, , so dass fn, (x) p-fast iberall konver-
giert.

SATz 1.10 (Dualitét). Sei 1 < p < oo, und (M, X, u) o-endlicher Mafraum.
Sei 1/p+1/q =1 (50 genannte konjugierte Exponente). Dann definiert
L9(M, ) — LP(M, )

0/ —/f gdu, g LI(M,p), f € LP(M, ).,

einen isometrzsch@n Isomorphismus.

PRrROOF. J ist wohldefiniert nach der Holderschen Ungleichung. Natiirlich
ist J linear. J ist isometrisch, denn sei g € LY(M, ) und setze

g lg| \a/p
re= ()

31\” Jgle
I = [ ( i —
»= ) gl) 1ol
M

und [,, fgdu = ||gllq- Es bleibt die Surjektivitéiit von J zu zeigen.

Dann
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1. Fall (M) < o0: Sei ¢ € LP(M, ). Betrachte v : ¥ — K, v(A) := ¢(x4)
(xa € LP(M, p)). v ist ein signiertes (komplexes) Maf. Ferner ist v absolut
stetig beziiglich p, denn A € ¥ und p(A) = 0 impliziert x4 = 0 p-fast
iiberall, d.h. x4 = 0in LP(M, p), also v(A) = ¢(xa) = 0. Satz von Radony—
Nikodym ergibt g € L'(M, 1) mit

v(A) :/gd,u:/XAgdu VAeX.
A M
Also wegen Linearitét

(3) o(f) = /fg dp V Treppenfunktionen f.
M

Ferner |o(f)] < C'|| f|loo- Die Treppenfunktionen sind dicht in L>°(M, 1) also
gilt (3) fiir f € L>°(M,pn). Wir zeigen nun g € LI(M, ). Sei erst ¢ < oo.
Setze

() @) = {'(<)>' o) 70

0 sonst.

f ist messbar und |g|? = fg = |f|P. Fiir n € Nsei A, :={z € M :|f(z)| <
n}. Dann ist x4, f € L>(M, 1) und

/ 1919 dp = / xafgdu = oea, f) < ol fllp =
An M

1/p 1/p
=l ([ 117 a) ™ = el [ o1 an)
An An
1
q
N (A/ gt <ol vnenN.

Satz von Beppo Levi(monotone Konvergenz) gibt g € LI(M, u).

Jetzt betrachten wir der Fall ¢ = co. Dann |g| < ||¢||, dennsei A := {x € M :
lg(2)| > llell}. Setze f := xalgl/g, f € L>(M, p). Nehmen wir pu(A) > 0
an.

Al < / gl dp = /fg dp = o(f) < llell - [If]1:
A M

und nach Annahme = p(A) < || f|j1, Widerspruch mit p(A) = || f||1. Also
g€ L%(M, p).

Die Treppenfunktionen sind dicht in LP(M, u) also ¢ = Jg.

2. Fall, (M) = oo: Es sei M = ;2 M, mit pu(M,) < oo, und M,
paarweise disjunkt. Sei ¢ € LP(M,u)". Setze ¢n(f) = o(xum, f), fiir f €
LP(M,, pin,), wobei p,(A) := u(M, N A). Dann ||¢,| < ||¢||, insbesondere
on € LP(M,, py)'. Verwende jetzt den ersten Fall um g, € LY(M,, py,) zu
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bekommen. Setze g := Y 2 | gn (in jedem Punkt nur ein Summand, g,, wird

durch 0 fortgesetzt auf MS). Es ist g € LY(M, u) und ¢ = Jg zu zeigen. Sei
Ay = Ujo, Mj und f wie in (4)

/ 99 dp =" / fgdp=>" / X, fgj dp ="y elxa; f)
i =t =t =1
=00 xan £) <D llellixag £llp
=1 j=1

= el (3 [ xan e an) ™ =t - ([ 1ot an) "
An

jle

=

Daraus folgt (fAn lg|? dp)a < |||, und nach Beppo Levi Theorem g €
LY(M, p). Es gilt:

p(f) = e(lim xa,f) = lim ¢(xa,f) =7}iggo/fg

An
. Lebesgue
= lim [ xa,f9g = /fg.
n—oo
M

M
(]

SATZ 1.11 (LP Interpolation Ungleichung). Seien pg,p1 € [1,00], 6 € (0,1)
und i = lp;oe—i—p%. Sind f € LPO(M, u)NLPY (M, ), dann ist f € LPo (M, )
und es gilt

11l < 1£150 115
PROOF. Setze g := |f|1=9P und h := |f|%¢. Dann ist gh = | f|(1=0)re+0pe —
“po b1
|f|Pe, ferner g € L9706 (M, ) und h € L6 (M, i) und

1 llpg = llghll < llgll zg_ - 1Al 2o = £ 115622 - 1 £ 12,
mit der Verwendung der Holderschen Ungleichung. O
SaTz 1.12 (Verallgemeinerte Holder-Ungleichung). Sein € N und 1 < p; <
oo, fi € LPi fiiri=1,...,m. Sei ferner 1 < p < oo so, dass % = Z?:lp%.
Dann gilt
n n n
[[/ierr und HHf,- < Tl
i1 =1 P =
Proor. UA. O
DEFINITION UND SATZ 1.13. (a) L'NL>®(M, p) := LY (M, p)NL>® (M, p)
versehen mit der Norm ||fllinco = ||fll1 + || flloc ist ein Banach-

raum.
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(b) Definiere
L'+ L®(M,p) == {f : M — K mb.:3g € L*(M, ), h € L°°(M, 1)
mit f =g+ h}.
Die Abbildung
[Flismo = mE{hlly + gl + £ =g+ h s g € LN(M, 1), h € L2(M, )}
ist eine Norm, mit der L' + L™ ein Banachraum ist.
Sarz 1.14. Sei 1 <p < oo. Dann gilt L,(M, ) C L1 + Loo(M, ).

PRrROOF. Der Fall p = oo ist trivial. Sei f € LP(M, u). Setze A := {x €
M : |f(z)] = 1} und h := xaf, g == Xan\af- Dann g € L*°(M, p) und
h € LY(M, ), denn

Jmau= [1na< [1rans 1P an
M A A M

THEOREM 1.15 (Riesz—Thorin Konvexitétstheorem). Sei T : L1 + Loo —
L1 + Lo linear, ferner seien po, p1,7r0,71 € [1,00] mit pg < p1 und ro9 < 71.
Sei o € (0,1) und setze

O

L.: 1—04_'_

«a 1 . l-« o
Pa Po D1 und ra * 70 + 1’

Dann gilt
||TH$(LPQ,LM) < HTH;(%P(),LT())”TH?Z(Lpl,LTl)'
Zur Beweis benttigen wir folgenden Satz und folgendes Lemma.
SATz 1.16 (Hadamard, 3-Linien Satz). Seia < b und f : {z € C:a <
Re z < b} — C analytisch und beschrinkt. Weiter sei

M, =sup|f(a+it)|, und My =sup|f(b+ it)|.
teR teR

Dann gilt:

T—a

b—z
|f(z+iy)| < Mg *M,), z+iye{zeC:a<Rez<b}.

zt+iy—>b a—(z+1iy)

PrROOF. Wir betrachten f.(z+iy) = @+ f(ztiy) M, *=* M, *°
fir ¢ > 0. Dann gilt |f:(a + iy)| < ¢ und |fo(b+ iy)| < =" (Beachte:
|a®| =1 fiir a > 0, y € R). AuBlerdem gilt

lim sup |fe(z+1y)| =0.
Y—=£0 (<<

Mit dem Maximumprinzip fiir analytische Funktionen und ein hinreichend
groBes Rechteck folgt |f-(z)| < max{e®®’, e}, Aus ¢ — 0T folgt die Be-
hauptung. O
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LEMMA 1.17. Seipo < p < p1 und f = Y ajajxg, eine Treppenfunktion
mit aj € C, |aj| =1, aj > 0 und {E;} paarweise, disjunkte, mb. Mengen
mit (jeweils) endlichem Map. Weiter sei || f||, =1 und

P

o= aja? xg,,

wobei p,

1_1—z z

Dz Po p1
gentigt. Dann gilt:

| f2llzpre - =1, 0 < Rez <1.

Proor. Es gilt

/ o) =dp VA ST (s PuEy) = 18 = 1.

O

BEWEIS v. THEOREM 1.15. Sei p = p, mit 0 < « < 1 und betrachte
Treppenfunktion f und f’ auf M, welche ||f||, = || f'||,y = 1 erfiillen. Sei f.
und f, wie in Lemma 1.17, wobei f, mit pg und p; und f, mit ro und rq
konstruiert werden. Nach Voraussetzung ist

B(z) = / FU@)T 1 (2)dps(z)
M

analytisch in z. Mit der Holder-Ungleichung und Lemma 1.17 folgt nun:
@7 +iy)| < | f2lyMillf:llp < Mj,  j=0,1, yeR
d.h.

sup |[®(j +iy)| < M;, j=0,1.
yeR

Damit folgt mit dem 3-Linien Satz, dass
| [ a1 < ey

Da Treppenfunktionen dicht in LP" sind, erhalten wir | Tf]|, < Mg~ “M{".
Die Behauptung folgt nun, da Treppenfunktionen auch in LP dicht sind. [J

2. L, Raume II

Im Folgenden sei p stets das Lebesgue-Mafl und ¥ die o-Algebra der Lebes-
gue-messbaren Mengen.

Satz 2.1 (Faltung, Youngsche Ungleichung). Sei f € LY(R?), g € LP(RY),
1 <p<oo. Dann gilt
(a) Fiir fast alle x € R ist y — f(z —y)g(y) € L' (R?)
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(f * 9)a /fx—

s0 ist fx g € LP(R?) und es gilt
1f = gllp < flla-llgll, 1< p<oo

PROOF. Sei p = 1. Dann gilt:

[ [ 116 - ey Tonelh/| \/!ffv— )l dz dy < |19l

Rd R4

(b) Setzt man

Fiir p = oo liefert die Holder—Unglelchung
!/f v~ 9)g(y) dyl < 1ol

insbesondere existiert [pq f(z —y)g(y) dy fiir alle z € R,
Betrachte nun die Abbildung Ttg := f * g. Dann folgt aus dem Riesz-
Thorin Konvexitéitstheorem dass Ty € Z(LP, LP) und ||T¢|| 2 (re, oy < |1 fl1
fiir 1 < p < o0, d.h. (b) gilt. Ferner erhalten wir mit Beppo-Levi

P

\f:I?— Mgyl dy | dz

p

:)EEO/ (N/f(:ry)xB(o,r)g(y)dy dz
Rd d

< 1im ||l Ixsonglls < 17109l

d.h.
P

/ @yl dy | < oo, fa. e R

BEISPIEL 2.2.
(a) Betrachte die partielle Differentialgleichung

(1—Au(z) = f(z), =eR%

Dann existiert fiir jedes f € LP eine eindeutige Lisung u. Deswei-
teren besitzt u die Darstellung

u(z) = (k* f)(x), x¢€ R,

mit einem Kern k € L.
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(b) Betrachte
du(t,z) — Au(t,z) =0, t>0, x€R?
u(0,z) = up(x), =eR%

Dann existiert fiir jedes ug € LP eine eindeutige Lisung u. Deswei-
teren besitzt u die Darstellung

ult, w) = (ke x uo)(w), ¢>0, x€R,
mit ky € LY fiir t > 0.

Im Folgenden benétigen wir den Raum der lokal integrierbaren Funktionen
Li (R%). Genauer,

loc

LL (RY) .= {f :R? — Cmb. : || f]| 11 x) < oo fiir alle kp. K C Rd}.

KOROLLAR 2.3. Sei f € L'(RY), dann definiert die Abbildung Tf := f x g
einen stetigen linearen Operator auf LP(RY) mit | T < || f]l1-
SATZ 2.4. Sei f € C.(RY), g € L} _(R?). Dann f * g € C(R?).

loc

PrROOF. Wegen

(f * 9)(@)| = / & —)9(y) dy < 111 llg]e
Rd

existiert (f * g)(x) = [ f(z — y)g(y) dy fiir alle z € R%
Sei z, — x. Wir zeigen (f * g)(zn) — (f * g)(x). Setze

Fo(y) = f(zn —y)g(y) und F(y) = f(z —y)g(y),

dann gilt F,,(y) — F(y) fiir fast alle y € R%. Anderseits, sei K kompakt so,
dass x, —supp f C K fiir alle n € N. Dann z,, —y & supp f falls y ¢ K,

dh. f(zn —y) = 0 fir y ¢ K. Daher ist [Fu(y)| < [[flleoxx(y)|g(y)] eine
integrierbare Majorante. Nach dem Lebesgueschen Satz folgt [ F,, dy —
J F dy. O
DEFINITION 2.5. Sei Q C R, f:Q — C messbar und setze
Of = {a: € Q: 3V C Q offene Umgebung von x
mit f(x) =0 fir f.a. x € V}
Dann heifst supp f := Q\ O der Tréger von f.

SATZ 2.6. Sei f € C.(R%), g € Li, (R?). Dann gilt

(5) supp(f * g) C supp f + supp g
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PROOF. Wegen |(f * g)(@)] < 1/l lglle existert (f  9)(x) = [ f(z
y)g(y) dy fiir alle x € R, Also
(fx9)la /fw— = [ e

(z—supp f)Nsupp g

Falls 2 ¢ supp f+supp g, gilt (z—supp f)Nsuppg = @ und (f*g)(x) =0. O

BEMERKUNG 2.7. Im Satz 2.6 gilt supp f + supp g = supp f + suppg.

BEMERKUNG 2.8. Die obige Aussage (5) gilt auch fir f € L'(R?), g €
LP(RY), 1 < p < oo.

SATZ 2.9. Seien f € C¥(RY), g € L,oc(Rd). Dann ist f x g € C*(R?), und
D%(fxg) = D fxg. Insbesondere f € C°, g € L}OC(Rd) — fxg € C(RY).

PROOF. Wie immer existiert (f * g)(w) fiir alle . Sei e; € R? ein Stan-
dardbasisvektor, h € R, |h| < 1. Setze K := supp f + B(0, 1), dies ist auch
kompakt. Dann gilt (Differenzenquotient):

H(f % 9)(@+ hey) = (fx9)(x))

= / #(f(x+hej —y)gly) — flz—y))g(y) dy =
Rd

_ / L(f(x + hej — v)g(y) — f(z —y))g(y) dy,
K—x

wobei der Integrand gegen D; f(x —y)g(y) fiir alle y konvergiert. Auflerdem
gilt

|:(f(z+ hey —y)g(y) — f(@ = y)gW)| < I1D;sfllsolg(W) Xk (y)-

Nach dem Satz von Lebesgue (Beachte: g € Li. (R?) bekommen wir D;(f *
9)(z) = ((D;f) * g)(x), und so die Behauptung. O

DEFINITION 2.10. Eine Folge (py,)n>1 von Funktionen mit den Eigenschaften

(a) pn € C*(RY) (c) supp p, C B(0,1/n)
(b) pn >0 (d) fgapn=1

heif$st Mollifier.

BEISPIEL 2.11. Betrachte p € C2°(RY), supp(p) C B(0,1), p >0, [p=1,
und definiere py(x) := 1/n%p(nzx).

LEMMA 2.12. Sei f € C(RY) und (pp)n>1 ein Mollifier. Dann konvergiert
pn * [ — f gleichmipig auf kompakten Teilmengen von RY.
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PROOF. Sei K C R? kompakt. Dann existiert fiir alle £ > 0 ein § > 0
mit |f(x —y) — f(z)| < e fir z € K und |y| < 4. Also

(on * ) (@) — f(z) = / (F(z — ) — £(2))paly) dy

R4

— [ U9 - i@ .
B(0,1/n)
so fiir n > 1/8 gilt |(pn * f)(x) — f(z)| <e [pn=c fir z € K. O
LEMMA 2.13 (Urysohn, C™-Version). Sei ) # Q C R? offen, K C Q, K
=1

kompakt. Dann ezistiert ein ¢ € C°(2) mit 0 < ¢ < 1 und p(z) fiir
r e K.

PROOF. Sei 0 < 1/n < e < e+ 1/n < dist(K,Q°). Setze U. := {y €
Q : dist(y, K) < e} € Q und u = yy.. Dann gilt » := p, * u € C°(R?)
und suppy C B(0,1/n) + U. C Q, also suppy C Q ist kompakt. Sei x €
K, dann ¢(z) = [, o1, u(@ = y)pa(y) dy = [, <1/, Pr(y) dy = 1. Ferner
il < ll7nls - Il = 1. Da o > 0 folgt auch 0 < < 1. o

BEMERKUNG 2.14. Sei ) # Q C R? offen und K C Q kompakt. Dann
ezistiert V.C R% offen mit V kompakt und

KcVcVco.

PROOF. Sei ¢ € C2°(Q2) wie in Lemma 2.13 und setze

Vi={zeQpx) > %}

SATZ 2.15. Sei 1 < p < 0o. Dann ist C°(R?) dicht in LP(RY).

PROOF. Sei f € LP(RY).
Beh.:Ve > 03 Treppenfunktion T" = Zf\i L QX A, mit A; C R? beschrinkt
und |7 — f||, < e, bekannt aus der Mafitheorie.
Beh.:Ve > 0 Ju € CX(RY) :|lu — xa,ll, < &
Wihle eine offene Menge O und eine kompakte Menge K mit K C A; C O
und |O \ K| < e (Existenz: Mafitheorie). Dann existiert nach Lemma 2.13
ein p € C°(0) mit p =1 auf K. Es gilt:

/\XAi — P = / Ixa, — ¢l? <2P|O\ K| < 2Pe.
o O\K

SATZ 2.16. Sei (pn)n>1 ein Mollifier.
(a) Seil <p< oo und f € LP(RY). Dann ||p, * f — fll, — O.
(b) Sei f € BUC(RY). Dann ||pn * f — flloo — 0
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PROOF. (a) Nach Satz 2.15 existiert fiir ¢ > 0 ein g € C.(R?) mit
|f — gl <e. Satz 2.6 liefert
supp(pn * g) € B(0,1/n) 4+ suppg C K, wobei K kompakt.
Da nach Lemma 2.12 p,, x g gleichmiissig auf K gegen g konvergiert, existiert

ein ng € N mit

||pn*g—g||g=/rpn*g—g|pSepuﬂ.
K

Daraus folgt mit der Youngschen Ungleichung
lon = Fllp < llon* (F = 9llp + llon x 9 = gllp + lg = fllp
1
<Nf=gllp +llon*xg=glp+llg = fllp < e+elK| +e.

(b) Wiederhole den Beweis von Lemma 2.12. O
KOROLLAR 2.17. Sei ) # Q C R? offen und 1 < p < oo. Dann ist C2°(Q)
dicht in LP(2).
PROOF. Setze ), := {z € Q : dist(z, Q) > 1} und
Ful@) = { flz) , ze€y,

0 , sonst

Dann gilt nach dem Satz von Lebesgue limy, oo || fn — fllzr(q) = 0, d.h fiir
e > 0 existiert ein ng mit || f, — fllLr) < e.
Setze gm := pm * fn, Wobei p,, ein Mollifier ist. Dann existiert nach Satz 2.16
ein mo > no mit {|gm — fuoll Lrre < €, m > mgo. Des Weiteren gilt

SUDPD g = SUPD P, + SUPD fry C 2, m > mo.

Damit erhalten wir

lgm — flize@) < llgm = Faollze) + [1fno — fllr) < 26, m > my.
O

SATZ 2.18 (Zerlegung der Eins). Seien Q, Q; C R? offen. Seien ferner
K,cQ,cCcQ cCQ, i €N,
mit K;, Q; kompakt und
Uai=q,

€N

so, dass fir alle x € Q eine Umgebung U(x) existiert, welche nur endlich
viele 0 trifft (diese Uberdeckung heifit lokal endlich). Nehmen wir ferner
an, dass K; N K; =0, fallsi # j.
Dann ezistieren p; € C°(2), i € N mit

(a) ¢i >0

(b) > icenwi(x) =1, falls © € Q

(c) supp p; C €
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(d) 0< ZieNSOi <1
Auferdem gilt p;(x) =1 fir z € K;.

PRrROOF. 1. Schritt: Nehmen wir an dass wir die folgende Situation haben
Kj CV;CV; CU; €9

wobei V; kompakt, U; N K; =  falls i # j und V;,U; sind lokal endliche

Uberdeckungen von €. Wihle cp;- nach Lemma 2.13 zu U; und V. Dann gilt

o(x) == > ey wi(x) > 0, wobei lokal in © nur endlich viele Summanden von

0 verschieden sind. Setze ;(z) := ¢} (x)/¢(x). Nach Konstruktion haben
die ¢; die gewiinschte Eigenschaften.

2. Schritt, Disjunktisierung von ; und Kj: U; := Q; \ U#j K. Natiirlich
gilt K; C U; C Q;. Wir behaupten, dass U; offen ist. Sei x € U; und
U(z) C Q; eine Umgebung von z so, dass J := {i : Q; NU(x) # 0} endlich
ist. Fiir j # k € J existiert eine Umgebung Wy(z) C U(x) von x mit
Wi(x) N Ky = 0. Setze W (x) := NkegWi(x), die ist eine Umgebung von x
mit W(z) C U; und W(z) N K; = 0 fiir alle i € N, ¢ # j, also Uj ist offen.
Sei jetzt x € €, liegt dann = € ); fiir ein j, dann liegt es entweder in U;
oder in K; fiir ein i # j. Die Uberdeckung U; ist lokal endlich, da €2; lokal
endlich ist.

3. Schritt, Konstruktion von Vj: Sei V; := U;. Angenommen Vj, j < n
konstruiert ist mit der Eigenschaft

n—1 0o
Uvulu =«
j=1 j=n

sei I, eine abgeschlossene Umgebung von 0U,, die erfiillt

n—1 00
ou, cF,. c|Jvu | U
j=1 j=n+1
Solche eine Umgebung existiert nach Bemerkung 2.14. Falls U,, # 0, kénnen
wir eine kleinere Umgebung 0U,, C F), C F, finden damit U, \ F), nichtleer
wird. Setze V,, := U, \ F),. Dann

U, CVoUFE, | JVv;u | U;
j=1 j=n+1
Also Vj ist eine offene Uberdeckung, die natiirlich lokal endlich bleibt. [

SATZ 2.19 (Zerlegung der Eins). Sei K C R? kompakt und K C Ui Q,
mit ; C RY offen. Dann existiert p; € C°(Q) mit

(a) pi >0

(b) > pi(x) =1, fallsx € K

() 0S50 o<1,

(d) supp ¢; C Q;
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PRrROOF. Wihle V mit V kompakt und
KcvecvelJo
i=1
nach Bemerkung 2.14. Setze U;; =V N €); und verwende Satz 2.18 O

BEMERKUNG 2.20. Das System (;)ien heift der Uberdeckung untergeord-
nete Zerlegung der Eins zu K.

3. Sobolev Riume I.
In diesem Abschnitt es sei ) # Q C R? offen und beschriinkt.

DEFINITION 3.1 (Distributionelle Ableitung). Sei f,g € L, .(Q). Falls die
Identitdt

[ Do =10 [gp i atte o € c2(@)

Q Q
gilt, heifST G die distributionelle Ableitung von f, und wir schreiben D*f =
g, 9 =g oder f = 0%.
BEMERKUNG 3.2.

(a) Die distributionelle Ableitung ist eindeutig, insbesondere ist die obi-
ge Definition sinnvoll, denn

/(f —g)p=0 firallepecCX() = f—g=0 fast dberall.
Q
(b) Falls f € C™(Q). Dann fir jede |a| < m ist D*f die klassische
partielle Ableitung von f.

DEFINITION 3.3. Sei m € N und 1 < p < co. Definiere
WmP(Q):={f e LP(Q): V|ja| <m ID*f € LP(Q)}
£ lwmey = > IDfllir).
|a|<m

SATZ 3.4. W™P(Q) ist ein Banachraum.

Proor. Klar: normierter Vektorraum. Um die Vollsténdigkeit zu zeigen,
nehme (f,) € W™P(Q) eine Cauchyfolge, d.h. die Folgen (D f,,) C LP(f2)
sind alle Cauchyfolgen. Daher konvergieren die auch, bezeichne die Grenz-
werten mit f,. Wir zeigen nun D*f = f,:

[ fap = [ D fup = (1) [ D% = (1)l [ D%,
Q Q Q Q

Die Behauptung folgt. (]

SATZ 3.5. Seil < p < co. Dann ist W™P(Q) separabel und reflexiv. W™ (Q)
ist separabel.
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PROOF. Definiere die stetige Abbildung
J:WTP(Q) — LP(Q) x -+ x LP(Q) =: X,
M
wobei M = die Anzahl der Multiindizes a mit |a| < m ist, durch (Jf)(z) :=
(Df)|aj<m- Dann ist J stetig invertierbar, bildet also auf einen abgeschlos-

senen Unterraum von X ab. Falls 1 < p < oo ist, ist X separabel, ist
zusétzlich p > 1, folgt die Reflexivitdt von X. O

LEMMA 3.6 (Lokale Approximation). Sei 1 < p < oo, f € W™P(Q) und
D C Q offen mit D C Q. Betrachte § = dist(D,9Q) > 0 und den Mollifier
Ne, € < d. Setze fo :=ne* (xaf). Dann fe — f in W™P(D).

PROOF.

Dafe(x) = D). * XQf /Da 776 r—Yy f(y) dy

Dl [ Dot = 7w) dy " e - 9D d
Q
= (D*f)e(x), =€ D.
Also f. € W™P(D) und nach Satz 2.16 D f. = (D“f). — D*f. O
SATZ 3.7. Fir 1 <p < oo ist W™P(Q) N C>(Q) dicht in W™P(Q).

PROOF. Betrachte eine lokal endliche Uberdeckung € von Q, Q5 C Q
kompakt (siehe Satz 2.18). Sei ¢y Zerlegung der Eins, ¢ > 0 und ¢ > 0
spiater noch zu bestimmen. Fiir ¢ > 0 existiert nach Lemma 3.6 fr. €
C(Q) NW™P(Qg) mit [|f — frcllwmr, < cre. Setze

foi= 0rtre also fo— f=> @p(fre — f)

keN keN

(lokal nur endlich viele Summanden). Die Produktregel gilt, denn fiir ¢ €
Ceo ()

/@kaﬂﬁ = /(Di(¢k¢) — (Digp)) f = — /((SOMZJ)Dz’f + ¢ fDipr).
) ) )
Daher ist ¢ f € WHP(Q),

Di(¢rf) = Digk - [+ orDif.
Ferner gilt induktiv auch ¢ f € W™P(Q2), und fir |af <m

D*(grf) =Y <Z>Daﬁ<ﬂk -Df.

BLa
Wir erhalten

Df. - D*f = Z( )ZDQ Por(D’ fre — D°f).

B<a keN
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1D fe = D*fllo(@) < C Y lerllomy 1P’ fre = D fllir (@)
keN

< C5zck|¢k”cm(§) <e¢
keN

falls ¢ < 27 ([l gmgm) +1)7"/C. 0

SAaTz 3.8 (Produktregel). Sei 1 < p < oo, zl) % =1 und f € W™P(Q),

g € W™(Q). Dann fg € W™ (Q) und Di(fg) = Dif - g+ fDig.

PROOF. Sei p < oco. Nehme f, € W™P(Q) N C*®(Q) mit fr — f. Wir
haben gesehen D (fyg) = D fy - g + fx Dig.

/Dicp-fgz lim /DiSO'fkg: — lim /wDi(fkg)
k—o0 k—oo
Q Q Q

—— tim [ @(Difi-g+ fiDig) = — [ @(Dif -+ fDig).
Q Q

Der Rest folgt mit Induktion. ([l

SaTz 3.9 (Kettenregel). Seien ', Q C R? offen, und ® : Q' — Q ein C'-

Diffeomorphismus mit beschrinkten Ableitungen D®, D&, Seil < p < oo.

Dann gilt fiir f € WHP(Q):

(a) fod® e WLr(Q).
(h) O(fod) = df o b - b,
Proor. UA. O

Sei 2 C R? offen, 1 < p < co und m € N. Wir setzen

m e WP(Q)
W) = ce)” Y,

VV0 VP = {u e WP s u> 0L},
Ce(Q)1 :=={p e CZ(Q) : ¢ = 0}

und

fr=xss0f, [T =xs<0fs fELP(Q).
LEMMA 3.10. Sei Q C R™ offen.
(a) Dif* =1p20D;f, Dyf~ = —1y<oD;f fuer f € WH2(Q)
(b) fH I f5 = W”( ) = WH2(Q) stetig.
(c) C(Q)4 dicht in Wo 2(Q)4.
(d) Seiu € WH2(Q), supp(u) CC Q, d.h. es emstzert ein offenes D C Q
mit suppu C D C D C Q. Dann ist u € WO (Q)

Proor. U.A. O
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SATZ 3.11. Sei I # () ein offenes Interval und f € WHY(I). Dann existiert
eine Nullmenge N so, dass fir x,y € I\ N

(6) f() — fla) = / £(2) da

gilt.

PROOF. Sei f € WHL(Q) und fi, € C°(I) N WHY(I) mit fr — f in
WHL(I). Dann gilt

Yy Yy
Fel) — fiulz) = / fi(2) dz — / f(2) dz

Da fi in L'(I) konvergiert, besitzt sie eine punktweis fast iiberall konver-
gente Teilfolge, also lim;_, f, (2) = f(2) fiir fast alle z € I. O

SATZ 3.12. Sei I # 0 ein offenes Interval und f,g € L*(I) mit

Y

)~ fla) = / g(z)dz firz,y € T\ N,

xr
fiir eine Nullmenge N. Dann ist f € WH(I) und f' = g.

PROOF Sei ¢ € C°(I), und ¢,d € I so, dass suppy € [¢,d] und f(y) —
f(c) = [Yg(z) dz fiir fast alle y € I. Dann

Y

/dw' dy—//w’ z) dz dy =/d/dw’ ) dyg(z
/dw

SATZ 3.13. Sei f € WH(I). Dann existiert ein g € C(I) so, dass f = g fast
dberall.

O

PROOF. Sei I = (a,b). Definiere h(y) := [¥ f’(z) dz. Die Funktion h ist
stetig auf I, denn f' € L'(I ) Auﬁerdem existiert hmxﬂabh( ), also h €
C(I). Seien z, z so, dass f(z) = [7 f'(z) dz. Sei ¢ := f(z) — h(z) und

setze g(y) = h( ) + ¢. Nach Deﬁm‘mon f(x) =g(x) fir fast allex € I. O

BEMERKUNG 3.14. Die obige Integralgleichung impliziert nicht nur Stetig-

keit, sondern auch Absolutstetigkeit. Genauer ist Absolutstetigkeit dquiva-
lent zu (6) (vgl. MafStheorie).



4. SOBOLEV RAUME II. — EINBETTUNGSSATZE 19

SAaTz 3.15. Es sei 1 < p < oo und I = (a,b). Dann sind die Finbettun-

gen WmP(I) — WHP(I) = WH(I) — C(I) stetig. Falls p > 1, ist die
Einbettung WP (1) — C(I) kompakt.

Proor. Es ist klar, dass die Einbettungen
WP (I) — WP (I) — Wh(I)

stetig sind. B
Es bleibt zu zeigen, dass WH1(I) < C(I) stetig ist. Sei f € W1(I). Nach
Satz 3.11 existiert eine Nullmenge N mit

f() — fla) = / f(t)dt, zyel\N.

Dann gilt

fWI=[r@+ [ i@l + (1712 15@1+ 17 1.

Integration bzgl. x tiber I liefert

(b—a)lf ()| < / F@)dz < 1l + G- ) sy, v €I\ N,
I

d.h ([ fllzeery < Cllfllwrary. Da C(I)NWE(T) dicht in W(T) ist, folgt
die Behauptung (Beachte: fiir f € C(I) gilt [ul|pee(ry = l|ul|oo)-
Nun sei p > 1 und x,y € I mit > y. Dann gilt mit 1/p+1/p' =1

? . »Hsld , o
1)~ s@p < ([17) 72 o [15p <@g [1r7

< @97 | iy
d.h.
@)~ F@)] < @ = 9)7 | fllwrncy. £ € WD),

Also ist Byip(p),1(0) € C(I) gleichméfBig gleichgradig stetig. Die Behaup-
tung folgt nun aus dem Satz von Arzela—Ascoli. O

4. Sobolev Ridume II. — Einbettungsséitze

SATZ 4.1. Fiir 1 < p < oo ist der Raum C°(RY) dicht in W™P(R?).

PROOF. Seien ¢ > 0, f € W™P(R?) und ¢ € C*(R?) mit suppy C

B(0,2) und ¢ (z) =1 fiir x € B(0,1). Setze ¢j(x) := ¢ (z/j).
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Beh. ¢ f — f in W™P(R?).
Die Produktregel (Satz 3.8) liefert
ID*(yf — f)l < C Y |DP(yp; — 1)| - | D*Pf],
BLa
also
/|Da Vif = f) |p<Cl/ZDﬁ i — D)|P - | D ﬁf|p
Rd B<Oé

PSegayB(o,5)

ve'Y [ Do - v e
=2B(0,)

—o'S [ p ey

Fsega\B(o,5)

<"}, / DR fp < e,
P=oRa\B(0,9)
falls j grofl genug ist.
Nun betrachten wir einen Mollifier (p,,). Dann hat p,*1); f kompakten Trager
und ist glatt. Nach Satz 2.9 und 2.16 gilt D*(pp, * (¢ f)) = pn * D (¥ f) —
D%y f fiilr n — oo. Sei also erst j gro und dann n gentigend grof}, so dass
1f=pnx (@i ))llwmp@ay < NF=8; fllwmp@ay 115 f—pnx (W )l wmpmay < e
O
SATZ 4.2. Seil < p < oo. Dann gilt
WP (R) — L¥(R)
mit stetiger Einbettung, d.h. fiir eine Konstante C,
lull ooy < Copllullwiom), Yue€ WHP(R).

PROOF. Sei p € C®(R) und 1 < p < oo. Setze G(s) := |s[P~1s. Dann
gilt ¥ := G(¢) € CHR) und ¢’ = G'(p)¢’ = plp/P~1¢'. Also erhalten wir
firxeR

Gle(@) = [ pletiP oo at
Nach der Holderschen Ungleichung folgt
|Gle(@))] = le@)P < pllelE ']l

und
lo(z)| < CllellP177) ]| 47,
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Die Youngsche Ungleichung liefert

(7) ()] < CE el + C4lle'llp < Cllelwn)

Sei nun u € WP(R). Nach Satz 4.1 existiert u, € C(R) mit u, — u in
WLP(R). Mit (7) ist dann u, eine Cauchyfolge in L>°(R) und die Behauptung
folgt. ]

LEMMA 4.3. Sei d > 2 und f1,...,fq € L&Y RIY). Fir x € R und
1 <i<d setze

Tii= (T1,02, .., Tj1, Tit1,. .. Tq) € RIT!
und set
f(x) = f1(@1) f2(T2) -+ fu(Za)  fiir © € R
Dann f € LY(R%) und
d
£l 1 ray < H 1 fill La-1(ra-1)-
i=1
Proor. U.A. O

THEOREM 4.4 (Sobolev). Sei 1 < p < d. Dann ist die Einbettung

. 1 1 1
WhP(RY) — LF"(RY), mit — = - — =
pr p d
stetig und es existiert C' = C), 4 mit

Il <CIVSflle  VfeWHP(RY.

PROOF. 1. Schritt: u € C}(R?).
Sei 1< <d.

ou
|u(z1, 2, ..., 2q)| = ’/ %(xl,xg,...,xi,l,t,xiﬂ,...,xd) dt‘
K3
o
/ ou
< (
Oz;
—00

Also [ fill 1 a1y < H%”Ll(ﬂ%-
Bs gilt |u(z)|? < Hle | fi(Z;)]. Mit Lemma 4.3 folgt:

/ru < [ [ mdx<HHazz ey

Rdll

T, . . .,xi_l,t,xi+1,. . .,.%'d)’ dt
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Das heifit

(5) Jul | o, R%_Hmﬁ

Wir wenden (8) auf |ul®, ¢ > 1 anstatt auf u an. Also, mit 1/p+1/p’ =1

td 4t
||u||2dtiil - = (/ |u| 71 ( dx) < HHt|u|t 18%

]Rd

Ll(Rd

L1(R4)

<tHH|u‘t 1612 <t||“||Lp /(t-1) (Ra) HHamz

Wéihlenuntsodassd——p( 1), dht—dl*(dannt>1) Jetzt

durch dividieren durch |jul/®” o (t D () bekommen wir

Lp(R%)"

HWMRJ<4NMZ

die Behauptung fiir u € C} (]Rd).

2. Schritt: Sei v € W'P(R?). Nach Satz 4.1 wihle uxy € C(R?) mit
up, — u in WP(RY). Dann [kl o+ ey < CllVug||Lp(gay. Dies zeigt auch

gty < ClIVul ooy,

dass uy eine Cauchyfolge in LP"(R?) ist, deshalb ist sie konvergent. Ei-
ne Teilfolge konvergiert dann fast iiberall, benutzen wir die selbe Bezeich-
nung ug(z) — u(x) fir fast alle 2 € R% Also up — w in LP"(R?), und
[ull o= may < ClIVUllLp(ra)- O
BEMERKUNG 4.5. Es geniigt Cpq = (dd__lp)p. Die optimale Konstante ist
bekannt aber kompliziert.

SATZ 4.6. Sei 1 < p < d. Dann ist die Einbettung
WHP(RTY) < L"(RY),  r€[pp’]

stetig.

_ 0

PROOF. Sei p < r < p*. Fiir ein 0 gilt %
Interpolationsungleichung, die Youngsche Ungleichung und Theorem 4.4
0
el gy < NllTo gy 1l 17 gay < Ollull oy + (1= 0) [l Lo (e
< lull o may + ull o (may < ullLrray + ClI VUl oo rey
< C'ullwipray-

THEOREM 4.7 (Morrey). Es sei p > d. Dann ist die Einbettung
Wl’p(Rd) M LOO(RCI)
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stetig. Ferner existiert ein C := Cg,, so, dass fiir alle f € Whe(RY) gilt
@) = fWI < Cle =yPIVflles  fiir fast alle x € R,

wobei § =1 — <,
P

PROOF. 1. Schritt: Sei u € CL(R?). Sei @ ein abgeschlossener Wiirfel
0 € @ mit Seitenlénge 7. Sei z € @, dann u(x)—u(0) = fol 4 u(tz)dt. Daraus

1 d d 1
|u(m)—u(0)\g/z 9 (1)l dt < r Z/g (1) dt.

o ¢ =17

|u(z

Sei u = |Q|~ lfQ x) dz. Dann |u — u(0)| < |Q|~ 1fQ

1 1 d
1@ — u(0)] < 6 /Z| (tz) \dtdx:g//z]g;(mﬂdxdt
0

=1 =1

—u(0)[, und

| A

d 1/p
> y) QI - dt

1=

=

d

Z/aa ‘dy tlddt
Q
Q

0
1
O/ 1:1
1
0

1
da/ l-d/
< %HWHLP(Q)rd/q/ttcﬁ dt = =75 | Vulle(@)-

Natiirlich kénnen wir das ganze fiir « anstatt fiir 0 wiederholen und auch @
verschieben, also
Tl—d/p

(9) U —u(z)| < - d/p”VUHLp(Q) fir z € Q.

Daraus

- 2rl—d/p )
[u(@) = u(y)| < Ju(@) —ul+la—u(y)l < T IVl fir e,y €Q.

Sei nun z,y € RY. Es existiert ein Wiirfel ) der Seitenlinge r = 2|2 — 5| mit
T,y € Q.

Clz —y|?
)~ ul)] < STl

2. Schritt: Sei u € W1P(R?). Approximiere mit u; € C°(R?), d.h. up — u
in WP (RY). Wie im Beweis von Theorem 4.4 folgt

Clz —yl°

u(e) —ul)] < 547

HVUHLP(Rd)-
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3. Schritt: Wir zeigen WHP(R?) «— L®(RY). Sei u € CH(R?), z € R? und
@ > x der Einheitswiirfel. Aus (9) folgt

u(@)] < faf + ClVulle @) < lullr@) + ClIVullLr@) < Capllullwre e
SchlieBlich approximiere u € WHP(R?) mit u, € C}H(R?). O
SATZ 4.8 (Der Fall p = d). Die FEinbettung

WLRY o LIRY, g [d,)
15t stetig.
PROOF. Ohne Beweis. g

KOROLLAR 4.9. Seim € N (m > 1) und 1 < p < co. Dann gilt
(a) 3 =% >0= Wm™P(RY) — L"(RY) mit L =1 %
(b) % —m =) = WmP(RY) — L™(RY) fir alle r € [p, o)
(¢) 5= <0 = W™P(R?) — L*(R?)
jeweils mit stetiger Finbettung.
(a) Sei % — %<0, m—d/p&N. Setze
— _d R
k.—[m p] und 6 :=m > kE,0<f<1
= fiir jede f € W™P(R?) es existiert C' mit
1D fllzoe < CIlfllwm Vie| <k
|DYf(x) = D* f(y)| < C||fllwmslz —y|° fast alle z,y € RY, |a] = k.

Insbesondere gilt

m
d

A

1
q

W™P(R?) — C*(RY)
mit stetiger Finbettung.

Proor. UA. O
5. Sobolev Riaume III. - Gebiete

NoTATION 5.1. Sei # € R%. Dann z = (2/,24) mit 2 € RI™L 2/ =
(1,...,x4-1). Wir setzen
RY = {2 = (2/,24) : 24 >0}
Q:={x=(2",2q): |2| <1 und|zq| <1}
Q4 :=QNRY
Qo :={zr = (2,2q): |2'| <1 und z4 =0}

DEFINITION 5.2. Sei Q C R? offen. Dann heifit Q von der Klasse C™, falls
eine lokal endliche Uberdeckung {U;j}jen des Randes OS2 und bijektive Abbil-
dungen ®; : Q — Uj existieren, so dass ®;, (IDj_l m-fach stetig differenzierbar
mit gleichméBig beschrinkten Ableitungen sind und ®;(Q4) = U; N Q und
®;(Qo) =U; NOQ gelten.
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SATz 5.3 (Fortsetzungsoperator). Sei ) C R? beschrinkt und von der Klasse
C™ oder Q) = Ri. Dann existiert fir 1 < p < oo ein linearer Operator
F: LP(Q) — LP(RY), so dass fiir alle uw € W*P(Q) mit k < m gilt

(a) FU‘Q = u,

(b) [[Fullwrrmey < Collullwrrq)-

BEWEISIDEE FUR m = 1 UND ) BESCHRANKT: Nach Voraussetzung kann
man ) mit Uy = Q und endlich vielen U; iiberdecken. Die zugehorigen bi-
jektiven Abbildungen bezeichnen wir wieder mit ®;. Betrachte eine dieser

Uberdeckung untergeordnete Zerlegung der Eins (¢;). Die Funktionen ¢ f
(eingeschrinkt auf Q N U;) liegen in W1P(Q N U;). Sei einfach

~  Jgo(z) xzeU
fo(z) == {O Uy

Fiir [ > 0 definiere g; := (¢ f) o ®;. Dann gehért g, zu W1P(Q4) nach
Satz 3.9. Setze g;, | > 0 auf @ so fort:

~ / L gl((xlaxd» (.I',,.%'d) € Q-l—
gl wa)) = {gl«x', ) (@ 2a) € Q1 UQo.

Es gilt g € WH(Q) und ||gillwieg) < Cllallwir(g,) (dies ist noch zu
beweisen!). Jetzt sei f; := §; o ®;!. Dann gilt fl‘ anv, = (@if) any, und fi
ist null auBerhalb von <I>l_1(Q). Betrachte jedes f; als eine Funktion definiert
auf R? (0 auBerhalb U;). Dann f; € WHP(R%), also liegt die Funktion

~ N ~
F=>_1
1=0

auch in W1P(R?) und sie ist eine Fortsetzung von f (nach Konstruktion).
Die folgenden Abschéitzungen gelten fiir [ > 0:

lgillwrrr) < Cllefllwrr@nu)s lgillzr@y) < ClleifllLenuy)
lgllwre@) < Clladllwrr@,) e @) < Cllgllrqy)
| fillwre@y < Cllallwre o) I filler @) < CllaillLe(q)s

wobei die Konstante C' nur von €, von der Uberdeckung und von den zu-
gehorigen Funktionen ®; abhéngt. Also

N N N
1 Flwio@ay < D Ifillwriomsy = > _ I flwiey <Y leif lwiswna

< C"[| fllwrr()-
Analog folgt die Abschétzung im Fall k = 0. O
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SATZ 5.4 (Dichtheit). Sei ) # Q C R beschrinkt und von der Klasse C™.
Sei u € W™P(Q) wobei 1 < p < oco. Dann existiert eine Folge (u,) C
CX(R?) mit un‘g — u in W™P(Q), d.h. die Menge

{u‘g tu € Cfo(Rd)}
ist ein dichter Unterraum von WP ().

PROOF. Sei u € W™P(§) und betrachte Fu. Satz 4.1 liefert eine Folge
(v) € C*(RY) mit

lim [|v, — Fullyym.pray = 0.
n—oo
Die Folge u,, := Un‘g hat die gewiinschten Eigenschaften. O

KOROLLAR 5.5. Seim € N (m > 1), ) # Q C RY beschrinkt von der Klasse
C™ oder Q2 = Ri und 1 < p < oco. Dann gelten die folgende Aussagen

(a) 5 =% >0= W™P(Q) = L'(Q) mit ; =3 — 5,
(b) =% =0= W™P(Q) = L"(Q) firaller € [d,o0),
(c) % - <0 = WmP(Q) — L>(Q)

jeweils mit stetiger Finbettung.

(a) Sei % — ™ <0, m—d/p¢&N. Setze
k::[m—g] und H:Zm—g—k,0<0<1
= fiir jede f € W™P(Q). Dann existiert C' mit
D% fllLoc () < Cllfllwmr)  fiir alle |af <k
1D f () = D*f(y)| < C||fllwmrle —y|”  fir fast alle z,y € Q, |a| = k.
Insbesondere gilt
WP(Q) — C*(Q)
mit stetiger Finbettung.
Proor. U.A. a

SATz 5.6 (Charakterisierungen von Sobolev Funktionen). Es sei f € LP()
mit 1 < p < co. Aquivalent sind

(a) f € WHP(Q)
(b) Es existiert C > 0

dp
Q
(c) Es existiert ein C > 0, so dass fiir jedes ' C Q mit ¥ C Q und
fiir alle h € R? mit |h| < dist(Q, Q°) gilt

ITnf — fllzery < ClA|.
BEMERKUNG 5.7. Es kann C = ||V f||1r(q) gewdhit werden.

< Cllell 1w () fir alle p € C°(Q), i =1,...,d.
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Falls p=1, so gilt (a) = (b) <= (c)
Proor. UA. O

SATZ 5.8. Sei Q C R? offen, 1 < p < co und M C LP(Q) beschrinkt. Es
gelte

(a) fiir alle e > 0 und ' C ' C Q ezistiert ein 0 < § < dist(Y, Q°)
mit

ITnf — fllery <& fiir alle h € RY mit |h| < & und fiir alle f € M,

wobei (Tn,f)(x) = f(x + h). B
(b) fiir alle € > 0 existiert ein Q' C Q mit Q' kompakt in 2, so dass

[ fll Ly <€ fiir alle f € M.
Dann ist M relativ kompakt in LP($2).

PROOF. (Skizze). Wir betrachten zunéchst den Fall Q = R?. Nach Vor-
aussetzung (b) kénnen wir Q' C Q mit €’ kompakt in Q wiihlen, so dass ein
C > 0 mit

(10) [ fllze@y < Ce,  f € M.

existiert. Sei 7, ein Mollifier und ® € C.(R%). Dann gilt

(11) [ % @ — @[ o (ray < , Sup 170 ® — @] Lo gy -
€

0,e

Da C.(R%) dicht in LP(RY) ist, existiert fiir f € LP(R?) eine Folge (®;)jen C
C.(RY) mit limj_, ®; = f in LP(R?). Es gilt

lim 7, * ®; =n, * f in LP(RY),

lim 7,®; = 7, f in LP(RY).

Jj—00
Damit folgt aus (11) und (a), dass

lim |7, * f — fllzey =0

n—oo
gleichméBig fiir alle f € M, d.h. es existiert ein C' > 0 und ein n € N mit
(12) 7 % f = fllLry < Ce,  f e M.
Wegen 1, % f € C®(R?) gilt insbesondere 7, * f € C(). Mit Arzela-Ascoli
folgt nun, dass

M'={n,f:feM}

relativ kompakt ist.
Somit existieren nach (Adams, Sobolev Spaces) Theorem 1.19 (Total be-
schrinkt) eine endliche Menge von Funktionen {41, ..., ¢} C C(Q) mit

M c | B e).
=1
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Daher existiert ein C' > 0, so dass fiir f € M ein j € {1,...,m} mit
(13) () = (nu* f)(z)] < Ce, 2z

existiert. Bezeichne die Erweiterung mit 0 auf R? von 1) mit 1/; Dann folgt
aus (10), (11), (12) und (13), dass

If - @jHLP(Rd) <e
fiir ein j € {1,...,m} gilt, d.h.

M C U B(l/;l, 6).
i=1
Daher ist M relativ kompakt. B 3
Der allgemeine ]E':all folgt aus dem Spezialfall, wenn man die Menge M = {f :
f € M}, wobei f die Erweiterung mit 0 auf R? von f bezeichnet, betrachtet.
(s. Adams, Sobolev Spaces, Theorem 2.32) O

THEOREM 5.9 (Rellich). Sei § # Q C R? beschrinkt der Klasse C'. Sei
1 <p < oo. Dann gilt
(a) p<d= WHP(Q) — L"(Q), r € [1,p*), wobei 1% = % — L erfillt
1st;
(b) p=d = WP(Q) — L"(Q), r € [1,00);
(c) p>d= WP(Q) - C(Q)
jJewetls mit kompakter Einbettung.

PROOF. (a) Sei B die Einheitskugel in W!P(£2). Wir verwenden Satz

5.8. Sei 1 < r < p*. Dann existiert ein § € (0,1] mit % = %—i— 11;9. Sei

Q' C O CQund |h| < dist(Y, Q). Die Interpolationsungleichung 1.11 und
5.6 liefern

[7hu — ul|rry < l[Thu — ull7a gl Thu — UHE*O‘(Q,)
< R Vull 1 llull o )~
< CIh|*IVullfo gy lullip ) < ClRI%,

falls u € B. Ferner gilt fiir solche u

, 1/r .
fullrianey = ([ 1@l dz)" < ullr a2\ 2177
o\
<o\ <,
falls Q' geeignet gewihlt ist.
(b) Analog.
(c) Sei p > d. Sei B die Einheitskugel in WP (). Es ist zu zeigen, dass B

relativ kompakt in C(€2) ist. Korollar 5.5 liefert
[f(z) = fl < Clz —y[*  VfeB,
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mit « > 0, d.h. B ist gleichméBig gleichgradig stetig. Der Satz von Arzela—
Ascoli liefert die Behauptung.
O

SATz 5.10 (Poincaré Ungleichung). Sei () # Q C RY offen und beschrinkt.
Dann existiert Cq > 0 mit

1Nl r) < CallV il fir alle f € WyP(9).

PROOF. Sei f € C°(Q2) und Q C [a1,b1] X -+ X [ag, bg], und definiere
f=0auf R\ Q. Dann gilt firi=1,...,d

|f($17...,l’i7...$d)’p: |f(331,...,l’i7...$d)—f(ﬂfl,...,ai,...l‘d)‘p

d p
= ’/8if($17---ayia---$d)’ dy;

x; bi
< (b= ot [0 < - alt [ jousl,

Daher
A L o LAY (S 9 [

Da (Zi:l 8; f|P)1/P < M|V f|, so erhalten wir die gewiinschte Ungleichung.
U

SATZ 5.11 (Einbettungssitze fiir Wol’p(Q)). Die obigen Einbettungssitze gel-
ten auch fiir Wol’p—Rdume.

Proor. Klar, da W, () C WhP(Q). O

BEMERKUNG 5.12 (Vektorwertige Sobolev-Réume). Sei m € N, k € Ny,
1 <p<oound Q CR? offen. Wir definieren

WHEP(QR™) i= {f = (f1,-- -, fm) : € WFP(Q), i =1,...,m}.
Dann gelten die Sitze fir WFP(Q) auch fiir vektorwertige Sobolev-Réiume.

PROOF. Sitze komponentenweise anwenden. [l

6. Sobolev Riume IV. Spuroperatoren

SATZ 6.1 (Spursatz (Halbraum)). Sei 1 < p < oo. Dann ezistiert eine ein-
deutige stetige Abbildung T'ga : WHP(RL) — LP(RI-1) mit
+

FRiu:u‘aRi, UGCSO(Ri)
Proor. U.A. O

SATZ 6.2. Sei 1 < p < co. Dann gilt:
ue WyP(RY) & Ipgu=0, ueW(Q)
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PRrOOF. Die Richtung von links nach rechts ist klar. Sei nun u € W1hP(R%)
mit FRiu = 0 und (u,) C C°(RY) mit u,, — u in WHP(R%). Wir bezeichnen
die Fortsetzung von u mit 0 auf R? mit @ und zeigen, dass @ € W1P(R?)
liegt, wobei D@ die Fortsetzung von D®u mit 0 auf R ist. Es gilt

/Do‘wp /Daucp = hm D%uyp

TR
= lim —/unDo‘ap+ / Unp
n—oo
R4 R4
= lim up D%p = /uDO‘gO:/fLDa%
n—oo
R4 R Rd

o] <1, ¢ € CE(RY),
da

[ n] < Wl sy e sy = 0 fie = o,
ke

Daher liegt v € W'P(RY). Da h — Tyu (vgl. 1. Ubungsblatt) fiir 7 =
(0,0,0,...,h) eine stetige Abbildung mit Werten in W1P(R?) ist, folgt die
Behauptung nach Lemma 3.10 (d). O

SATZ 6.3 (Spursatz). Sei 1 < p < oo und 0 # Q C R% beschrinkt und

von der Klasse C'. Dann existiert eine eindeutige stetige Abbildung T'q :
WLP(Q) — LP(0S2) mit

T'ou = u|aQ, u € Ccoo(ﬁ)

PRrROOF. Nach Voraussetzung existiert eine Uberdeckung U; des Randes
von 2. Wir bezeichnen wieder die zugehorigen Diffeomorphismen mit ;.
Weiter sei ¢; eine der Uberdeckung U; untergeordnete Zerlegung der Eins
und 1p; € C°(R?) mit 0 < 1p; < 1 und supp p; CC {¥; = 1}. Wir definieren

Tou:=) ©j(Tpa (ju) 0 B5) 0 B} .
Dann gilt:
(Pou)(z Z Sp] FRd w.] u) o ) o <I>;1(l‘)

:Z%x bju) o @) 0 &M (x) =Y 0j(x) (ju)(w)

=u(z), z€d, ue CRY.
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SATZ 6.4. Sei 1 < p < oo, B # Q C R? und von der Klasse C'. Dann gilt:
ue WP (Q) & Tou=0,ue WH(Q).

Proor. U.A. Lokalisierung unter Verwendung von Satz 6.2. (]

BEMERKUNG 6.5. Es stellt sich die Frage, ob die Abbildung I'q : W1P(Q) —
LP(Q) surjektiv ist, d.h. kann jede LP-Funktion auf dem Rand ins Innere
fortgesetzt werden?

1
Antwort: Nein, man kann aber zeigen, dass Tg : WEP(Q) — W' »P(5Q)
fiir 1 < p < oo surjektiv ist. Hier:

|u(z) — uly)”

iz — gt dedy <oop, s€(0,1).

WP(9Q) == { u € LP(9Q) : /
0N 0N



KAPITEL 3

Elliptische Randwertproblem in >

1. Elliptische Randwertprobleme

NOTATION 1.1. Die Sobolevrdume werden im Falle p = 2 mit H™(Q) =
Wm2(Q) bzw. mit HJ' () = Wéﬂg(Q) bezeichnet.

BEMERKUNG 1.2. Die Rdume H™ und Hy" sind Hilbertrdume mit dem Ska-
larprodukt

<f7g> = Z /DafDozg‘
la|<m g
Insbesondere sind sie reflexiv. Die Norm ist hier gegeben durch das Skalar-

produkt
1/2

ey = (707 5= (2 [|DarP?)

loe|<m
welches zu der W™2-Norm dquivalent ist.

Im Folgenden nehmen wir stillschweigend K = R an, aber natiirlich gelten
die Resultate auch im Falle K = C.

LEMMA 1.3. Sei 0 # Q C R? offen, beschrinkt und von der Klasse C?.
Sei (u,) C HY(Q) schwach konvergent gegen ein u. Dann konvergiert u, in
L3(2) gegen u.

PROOF. Die Einbettung H'(Q) — L?(Q) ist kompakt (siche Theorem
5.9). Nehmen wir an, dass eine Teilfolge u,, existiert mit |jun, — ulp2@q) >
e fiir ein festes € > 0 und fiir alle ng. Diese Teilfolge wird auch mit wu,
bezeichnet. Da (uy,) beschrinkt in H'(€) ist, hat es eine L?()-konvergente
Teilfolge uy,, — u'. Aber u,, — u schwach in H'(f2) also auch schwach in
L%(9), was zu dem Widerspruch v/ = v fiihrt. O

BEMERKUNG 1.4. Natiirlich gilt das obige Resultat fiir WY Riumei, so
lange 1 < p < o0 ist.

1.1. Elliptische Gleichungen 2. Ordnung mit Dirichlet Randbe-
dingungen. Sei () # Q C RY offen und beschriinkt. Seien aj; = a;; € C1(Q),
1<i,j5 <dund ag € C(Q), ap(z) > 0 fiir jedes z € Q. Wir setzen im Fol-
genden die sogenannte FElliptizitdtsbedingung voraus:

d
> aij(@)&g; > alél’, Ve e, VEeR,
ij=1
32
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fir ein o > 0, d.h. die Matrix mit den Eintréigen (a;;) ist positiv definit.

PROBLEM 1.5 (Dirichlet-Randbedingung). Finde u : Q1 — R mit

9 ou

u =0 aufdf

Klassische Losung: Eine Funktion u € C%(Q), welche (P) erfiillt.
Schwache Lésung: Eine Funktion u € H}(Q) mit

d
(SP) +/ E aijauav—k/aouv:/fv, Yv GH&(Q)
qQ =1 Q Q

Schritt 1: Klassische Lésungen sind auch schwache Lésungen
Falls u € C*(Q) gilt auch uw € H'(2) N C(€). Da u/gq = 0, liegt u in H{(€2)
. Multiplikation mit v € CZ°(€Q2) und partielle Integration liefern (SP) fiir
v € C2°(Q). Der Dichtesatz 3.7 gibt (P) fiir alle v € HJ ().

Schritt 2: Existenz von schwachen Lésungen

Seien nun a;; € L>(Q), f € L*(). Dann existiert eine eindeutige Losung
u € HE(Q) des schwachen Problems (SP), mit

lull g1 ) < Clifllz2 e
mit einer von f unabhingigen Konstanten C.

PROOF. Setze

d Ou Ov
a(u,v) ::/Z aij@maa:j+/aouv’
Q

ij=1

Q
b(v) := /fv, v e Hy(Q).
Q

Dann ist a eine stetige Bilinearform auf Hg(Q), denn

|a(u, v)| < Cl[Vull 2@ [Vllz2@) + Cllull 2@ 0]l 20

< C'ull g vl o)-
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Genauso sieht man, dass das lineare Funktional b stetig ist. Die Bilinearform
a ist auch koerziv, denn

a(u,u) = /(Zd: a"%% +a u2> elh>pt. /a\Vu!2+a /]u2
B A g

> || Vullf2(q) = allVullZaq) + ellulizg) — ellullizq)

= ellullFn(q) + (@ = &) VulZ2q) — ellulZ2q)

B el ey + S el — ellelae

= ellulifg + (& —=(1+ &) Iullfza):
Fiir geniigend kleines ¢ > 0 folgt die Koerzivitdt von a, d.h a(u,u) >
ellull3n (@) U € H (). Verwendung vom Lax-Milgram Lemma liefert die
Existenz und die Eindeutigkeit der Losung (vgl. UA).

Die schwache Losung w erfiillt

1 1
Jully < Zatww) = 2bw) = [ Fu< | F el oo
Q

Dies zeigt ||ul| < 11111 12(q), also die gewiinschte Normabschitzung. [

Schritt 3: Regularitit der Lésung
Seien a;j(x) = d;; fiir alle €  und  offen, beschrankt, von der Klasse
C2. Sei f € L*(Q), u € H}(Q) schwache Losung von (P). Dann gilt
(a) w e H*(Q) und [lull g2) < cllfllr2@)-
(b) Ist f € H™(Q) und 99 der Klasse C™2 = u € H™2(Q) und
ull 20y < Clfllam9)-

PRrROOF. Siehe Kapitel 2. O

KOROLLAR 1.6. Sei f € H™(Q) und u € H™2(Q) die schwache Lisung
von (P). Die Sobolevschen Einbettungsitze 4.9 geben W'P(Q) — C2(1Q),
falls 1 > 2 +d/p. Fiirp=2 undm > d/2 gilt u € H™"2(Q) — C?(Q).

Schritt 4: Riickkehr zur klassischen Losung

Sei f € H™(Q) mit m > d/2. Dann existiert eine schwache Losung u €
H(Q) N C?(Q). Ferner partielle Integration und Dichtheitsargument liefern
die Existenz klassischer Losungen.

2. L?-Regularititstheorie
Sei () # Q C R? offen und beschrinkt. Seien aji =a;; € C1(Q), 1 <4i,j<d

und b;, ap € C(2), 1 < i < d. Wir setzen die Elliptizitdtsbedingung vor-
aus. Wir untersuchen zunéchst die Regularitét von Losungen der folgenden



2. L>-REGULARITATSTHEORIE 35
Gleichung fiir f € L*(€).
d d
(14) - Z 9 (aijOu) + Zbi&'u +apu=f in Q.

THEOREM 2.1 (Innere Regularitiit). Sei f € L?(2) und u € H*(Q) eine
schwache Losung von (14). Dann ist u € HZZOC(Q) und fiir V.CC Q) gilt:

lull r2vry < C (1l 2y + llull 2
wobei C nur von Q, V und a;j, b; und ag abhdngt.

ProOOF. Wir betrachten nur den Fall a;; = d;5, b; = ag = 0. Zu 'V C Q
wahle W7 C Q und Wy C Q offen mit

VcWycWicWy Wy CQ

und € € CP(RY) mit ¢ = 1 auf V, & = 0auf R\ W) und 0 < ¢ < 1.
Betrachte

(15) / (Vi)(Vur) = / of. o€ HNQ)
Q Q

Setze ¢ = —D,;h(gzD,};u), wobei

u(x + heg) — u(x)

Dyu(z) = - . h#0.
Dann gilt
of = [ VoVu = D MED)) Vu = [ V ((£2D}u)) DIV

26(VE)DPuDIVu + / 2D (Vu)DEVu

D"\D

> —CHDkUHL2(W1)”fDZVUHB(Wl) + \\éDkVU\\%2(Q)
> SIEDEVulaqg) — CIVulagr
Weiter
161320y < CIV(EDE) 220, < CUIEVED U2 0) + |12V Dl q))
< C (IDgul2m,) + Ha?Dkwan(Wl))

< C (IVullzaqu + 1€2DE VUl 22,
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und damit

r/@ﬂ<cwmmmmm@
Q

< C|Ifll g2 (IVull 2wy + 1€2DEVul| 2wy
1
< (11120 + By + 50 DRVl )
Also,

1
ZHD Val[f2ay < ||5D WVullf2) < CUIF T2 + el )
fiir h klein genug, d.h. Vu € H'(V) und

ull vy < CUF N 2() + llull 2 own))-

Wihle n € C°(R?) mit n = 1 auf Wi, n = 0 auf R\ W5 und 0 < n < 1.
Mit ¢ = n?u in (15) erhalten wir

/ fo= / Vo)Vu = / (V) (Vu) + / 2n(Vn)uVu
Q

Q
= HWVUHLQ(Q) = Cllull L2y IVl 22w

1
> QHUVU”%z(Wg) - CHUH%Q(Q)

und
| [l <€ (el )
Q
<C (||f”%2(9) + HUH%Q(Q)) :
d.h.
IVl 2wy < InVallzzay < (1712200 + Nul2qqy ) -
Also

ull i owsy < CUI 2@ + llullz2@)-
]

THEOREM 2.2 (Hohere innere Regularitéit). Sei a;;,aq,b; € C™(Q), m €
N, f € H™(Q) und u € H*(Q) eine schwache Lisung von (14). Dann ist
€ H"(Q) und fir V.CC Q gilt:
ull g2y < C (1 lm ) + lullz2))

wobei C' nur von Q, V und a;;, b;, ag abhdngt.
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ProoFr. Der Fall m = 0 ist klar. Wir betrachten nur den Fall b; = ag =
0. Sei nun m € N und das Theorem gelte fiir m. Insbesondere gilt dann
u € H2T™(Q) und fiir alle V CC Q existiert C' > 0 mit

loc
(16) ull g2+mvy < CUfllm@) + lullz2@).  f € H™(KQ).

Wir zeigen, dass das Theorem dann auch fiir m + 1 gilt.
Sei W CQmitVCWCWCQund |a|=m+1. Wihle ¢ € C°(W) und
¢ = (—1)l*I D2, Mit partieller Integration erhalten wir

(17) Z /az] 0;p0jt = /wf

7] 1 Q
mit @ = D% € HY(W) und

d
f=Df— > |- 0(D*Pa;;D0;u)
B<afta | ij=1

Insbesondere folgt aus (16) f € L(W) und

12wy < CULF Tmer ) + llull2@)-
Daher folgt mit Theorem 2.1

i)l g2y < CULF 2wy + Nl L2owy) < CULF Il mer ) + lullz2(e);
d.he fJull gmss vy < CULF Il me @) + [ull2)- O
Im néchsten Schritt betrachten wir das Problem

d d
(18) — Z 6j (am@u) + sz&u 4+ aou = f in
ij=1 i=1
uw = 0 auf 99.

THEOREM 2.3. Sei Q@ C RY beschrinkt von der Klasse C?, f € L*(Q) und
u € HY(Q) eine schwache Losung von (18). Dann ist u € H?(Q) und es gilt:

lull 2y < C (1 f1lr2e) + lullr2@)) »

wobei C nur von §) und a;;, b;, ag abhingt.

Proor. Wir betrachten wieder nur den Fall a;; = d;5, b; = ag = 0.
Schritt 1:
Sei @ = B(0,1) NRYL und setze V = B(0, 3) NRL. Wihle ¢ € C2°(R?) mit
¢=1auf B(0,3), é=0auf R?\ B(0,1) und 0 < ¢ < 1. Sei u € HY(Q) mit
ulpgnore = 0 und

[ = [et. oemo.

Q Q
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Firk=1,...,d— 1 setze ¢ := —D;h(§2DZu). Da
1

p(z) = —ED;Zh (& () [u(z + hey) — u(z)))
— % (52(55 — heg)[u(x) — u(x — heg)] — 52(33) [u(z + hey) — u(:l:)]) ,
T € €,

folgt ¢ € HZ(Q2). Wie im Beweis von Theorem 2.1 erhalten wir

1DV ulBagry < € (1 By + el ) -

dh. Opu € HY(V) fir k=1,...,d — 1 und
d

(19) > Nokowullzzy < C (112 + lullm)) -
hl=1,ki<2d

Desweiteren gilt:

d—1 d—1
—dqu=> 0u—Au=> dfu+f.

i=1 i=1
Damit (i. A. aus der Elliptizitét)
(20) 107ullr2cvy < C (12 + lullmq)) -

AuBerdem gilt:

@) allulig < [(V)T0) = [uf < 1 + [l
Q Q
Aus (19), (20) und (21) folgt nun

lull g2(vy < C (I1f 2 + lullz2(e)) -
Schritt 2:
Sei nun €2 beliebig und wéhle zu x € 9N
®,: Q' := B(x,r) NRL — U(a),
V' := B(z,r/2) N R fiir ein r > 0 (vgl. Definition 5.2. Setze V := &, (V).
und v’ = u o ®,. Dann gilt ' € H'(Q'), “’aQ’mRi = 0 und (dies ist noch zu
Zeigen)

d d
Z /agjajap’ﬁiu’ = /Zb;d@iu’—i—/aggp’u'%-/Lp/f’,
=13 &5 i=1 5 5
mit f’ = f o ®, und geeigneten a;;, b} und aj. Auerdem gilt (auch dies ist
noch zu Zeigen)
d
> ajgg > dlE?, £ eRY

ij=1
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Nach dem ersten Schritt ist v’ € H?(V’) und es gilt
W |2y < CUL 2y + 191 2000)
wobei C' > 0 unabhingig von f’ ist. Also ist v € H2(V) und es gilt
ull 2y < CUflz2) + lullz2()
mit einer von f unabhéngigen Konstante C.
Da 09 kompakt ist, konnen wir 02 mit endlich vielen Vi,...,Vy {iiber-

decken. Dies liefert zusammen mit der inneren Regularitéit die gewiinschte
Abschétzung. O

Analog zu Theorem 2.2 erhalten wir

THEOREM 2.4. Sei a;;,bi,a0 € C™(Q), m € N, f € H™(Q) und u €
H(Q) eine schwache Lésung von (18). Dann ist u € H™2(Q) und es gilt:

ull rmt2) < C (1 1lam@) + llull2@)) »
wobei C' nur von Q und a;;, b;, ag abhdingt.
PROOF. Ohne Beweis. O

KOROLLAR 2.5. Sei Q C R? wvon der Klasse C%, b; = 0, ag(x) > 0 fir
r€Q, fe L) und u € H}(Q) eine schwache Lisung von (18). Dann ist
u € H%(Q) und es gilt:

[ullz2) < Clfllz2 @)
wobei C' nur von Q und a;;, ag abhdngt.

Proor. Lax-Milgram liefert [[ul| ;1 (2) < C||f|l12(q)- (Die Einschrénkung
an die Koeffizienten liefert die Koerzivitét). O



KAPITEL 4

Temperierte Distributionen und die
Fouriertransformation

In diesem Kapitel entwickeln wir die wesentlichen Eigenschaften der Fou-
riertransformation. Fiir unsere Zwecke notwendig ist dabei eine Einfithrung
in die Theorie der Distributionen, die wir voranstellen wollen. Wir werden
uns hier jedoch auf temperierte Distributionen beschranken.

1. Temperierte Distributionen

DEFINITION 1.1 (Schnell fallende Funktionen). Eine Funktion ¢ € C*°(R™)
heif$t schnell fallend, falls fir alle Multiindizes «, B € N"

da,g(p) = Sup {|z*D%p(2)[} < oo.
TER™

Wir bezeichnen die Menge aller schnell fallenden Funktionen mit S.
Weiter versehen wir S mit der Topologie, die von der Menge der Halbnormen
{dap:a,0 € N4 induziert wird.

BEMERKUNG 1.2. (a) Nach Definition konvergiert eine Folge (¢n)nen C
S gegen ¢ € S, wenn dy g(¢n — ) — 0 fir alle o, 3 € N? gilt.
(b) Der Raum der schnell fallenden Funktionen ist ein Fréchet-Raum.
Denn eine abzdhlbare Familie von Halbnormen ist gegeben durch
dj(p) = sup sup {(1+ [z[*)/[D%p(2)[}, j € N.

|a|=7 x€R"

und
= 277d(p — o)
)= 2 15—

definiert eine Metrik auf S mit der dieser Raum vollstindig ist.

DEFINITION 1.3. Der Dualraum von S (versehen mit der schwach-* To-

pologie) heifit der Raum der temperierten Distributionen und wird mit S’
bezeichnet. D.h.:

S :={f:8 — C: f ist linear und stetig}.
Wir schreiben (f, ) fir die duale Paarung zwischen 8" und S.

BEMERKUNG 1.4. (a) Eine Folge (Ty)nen C S’ konvergiert gegen T €
S', falls (T,, — T, ) — 0 fiir alle Testfunktionen ¢ € S.

40
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(b) Die Definition der Ableitung stimmt fiir stetig differenzierbare Funk-
tionen mit der iblichen Definition der Ableitung iiberein.

BEISPIELE 1.5. (a) Es sei f : R™ — C messbar mit [(1+|z]*)™" f(z)dz <
oo fiir ein v > 0. Dann definiert

Ty(p) = /f@ dz
eine temperierte Distribution. Insbesondere ist also in diesem Sinne
LP(R™) C &' fir 1 <p < .
(b) Das Auswertfunktional 6(p) := ¢(0) definiert ebenfalls eine tempe-
rierte Distribution die sogenannte Diracsche d-Distribution.
(¢) Cauchy Hauptwert:
Durch

1 . 1
ch — ;(cp) = gl_I)I(l) gp(:n); dz
|z|>e

wird eine Distribution in S'(R) definiert.
ProOF. Einfach, bzw. in den Ubungen. O
DEFINITION UND SATZ 1.6. Es seien T € §’, ¢ € S und p ein Polynom.
(a) Die Ableitung D; in Richtung i =1,...,d ist definiert durch
(DiT', @) == —(T', Diyp).
(b) Die Multiplikation von T mit 1 bzw. p ist definiert durch
(WT, @) :=(T,p) ©€8
(T, ) :=(T,pp) €8
D/z'ese Definitionen sind wohldefiniert, d.h. fiir o € N¢ gilt DT, pT, YT €
S’
Proor. Ubung O

Mit Hilfe der Notation 7,9(y) := g(x — y) iibertragen wir die Faltung auf
Distributionen.

DEFINITION 1.7 (Faltung von Distributionen mit Funktionen). Es seien T €
S', ¢ € C®(RY). Dann definieren wir die Faltung T * @ durch

(Tx ) (2) = (T, Tp)-
SATZ 1.8. Es seien T € 8’ und o € C°(RY), dann gilt T * ¢ € C®(RY) mit
Dj(Tx ¢) = (D;T) x o =T * (Djep).

PRrOOF. 1. T x ¢ ist stetig:

Es gilt 7,0(y) —Tz(y) = p(z2—y) —p(x—y) und damit folgt 7, (y) — Trp(y)
in S, falls z — 2 (MWS). Also (T, 7,¢) — (T, 7,p) und damit lim, . (T

p)(2) = (T * ) ().
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2. Differenzierbarkeit: Es sei h € R\ {0} und e; der i-te Einheitsvektor. Dann
gilt

1 . 1
5 (Fotheip = 7o) (y) = 7 (ol + hei —y) — p(z —y)).

Wie oben folgt daher + (Fyihe, — o) h=0 s (0ip) in S. Also folgt

1 . .
0i(T x ) () = lim E<T’ Tothe;® — To)

) 1 -
= %%(T, 7 (ch—f—hei@ — T2))

TR 7 0i0)

2T« Dip) ()

und damit existiert die partielle Ableitung von T ¢ mit 9;(T * @) = T x 0;.
Insbesondere ist damit 9;(T * ¢) eine stetige Funktion. Mit Induktion folgt
schlieBlich (T * ¢) € C>®(RY).

3. 8Z(T * (p) = (&T) *

Es gilt (9;0)(x —y) = —(0ip(z — -))(y), also ist auch 0;(Top) = —T2(0ip)
damit rechnen wir unter Verwendung von Obigem

Oi(T x ¢)(x) = (T * ip)(x) = (T, 72 (Dip))
= (T, =0i(Tap)) = (0T, Tap) = ((O;T) * ¢) ().

2. Die Fouriertransformation

DEFINITION 2.1. Fiir f € LY(R?) ist die Fouriertransformation von f defi-
niert durch

~ 1 .
Ff() = f(§):= e %28 £ () da.
(2) R[

LEMMA 2.2. Es sei f € LY(R%). Dann ist f € BC(R%) und es gilt

[S1fSW

A 1
[ £l oo (mety < 71l (ray-
(2m)2

PROOF. Es sei & € R? und (£;) € R? mit & — £. Dann gilt

khm ’f(gk) . f(§)| < lim /]f(w)| ’efi@,fk) _ e*i(mvﬁ) Lebe:sgue 0,
—00 k—o0
Rd

d
2

1
(2)
d.h. f ist stetig. Desweiteren gilt:

R 1
FOl1 — [1#@ = g, ¢R?
2 (2m)2

1
(2m)
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SATZ 2.3. Es seien f,g € L'(RY), k € Ng. Dann gilt
(a) f]Rd fg = fRd 19
— d ~
(b) frg=Q2m)2f-g.
(c) Es sei x — x®f(x) € LY(R?) fiir alle o« € N¢. Dann gilt
0% f = (—ix)of.

(d) Es sei f € WFY(RY). Dann gilt
(€)= (i€)* f(©),

fiir alle o € N& mit || < k
(¢) Es gilt F (L'(RY)) C Co(R?) (Riemann-Lebesgue)

(a) Wir erhalten mit Fubini:

ceRr?

PrOOF.
JECIGE Y / / F@)e ) dag(e) dg
Rd
= —U28) g¢ do = §(z) d
o R/ f(a) R/ g(€)e™ ) de da R/ f@)3(a) da
(b) Es gilt:
f g f T — dye i(z,£) d
=
— e~ y:6) — e =18 44 d
(27‘()3/ /f v v
~ [0 ay = 2mig©)f(e), cert
Rd
(c) Da ag‘e_i("”’@ = (—iz)eH®E) gilt, folgt fiir ¢ € C®°(RY)
sy 91 —i(2.€)
10060 = g, g [ ke s
) e—i(:t,£+h6j> _ e—i(r,{)
:]’ILEI%)( )3/ #(@) h de
Lebe:sgue 1 i _i<x’5>d
(271)3/ (m)agje T
_ 1 iy —i(.) q
(27‘(‘)3R[ ixjo(z)e x
Tia)e R j=1,...,d

= (—iz)%p(¢),
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Approximiere f mit (¢,) C C2(RY).
(d) Sei ¢ € C°(R?). Dann gilt:

= 1

djp(§) = )t /(8j(p)(x)e—i<x7§> dr — —
Rd

! ; / (@) (—i€;)e 9 da

(27 (2m) S

= (i)%¢(€), €€R% j=1,...,d.

Approximiere f € WH(R?) mit (p,) C C°(R?).
(e) Sei p € C®(R?). Dann gilt 0% € LY(R?) fiir alle o € N&. Ins-
besondere folgt aus (d), dass lim|¢g_o P(§) = 0, d.h. ¢ € Co(R9).

Approximiere f € L'(RY) mit (p,,) C C2(RY).
O

BEISPIEL 2.4. Seia > 0 und f(z) = ¢~%**. Dann gilt:

9= (5) %

PRrROOF. Sei d = 1. Dann gilt

—

(7Y(€) = (~imei(©) = 5 ey )

a
T, . 1 4
= /(€)= —-€/(©)
Damit folgt:

d [ k? .
% (<% 7©) =0

also ist elél*/4a f (&) konstant. Die Konstante ergibt sich aus

A

f(0) = \/12? e an - (;) .
R

Somit erhalten wir die Behauptung fiir d = 1. Der allgemeine Fall folgt nun
mit Fubini:

d d
A . 1\2 2
FO =TI [erdemsan = (5.) e %,

NOTATION 2.5. Fiir f € L*(R?) definieren wir

5 . 1 .
7€) == f(—¢) = =) £(z) da.
(2r) R/

[SIIcH
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THEOREM 2.6 (Inversionsformel der Fouriertransformation). Seien f, f €
LY(RY). Dann gilt:

A~

(f)=Fr=1f [
PrOOF. Fiir t > 0, z € R? setze

put(2) 1= i@

Dann gilt:
g2
bral€) = — [l g = e

(Zw)ERd 22 ¢d
d 1 _lo—g? d
=i W = emltate o)
T)2

wobei g(z) = (4;)%e_|x‘2/4 und g;(z) := 1/tg(x/t). Somit gilt:

R4 R4

= 20! [ 1©n@ -9 d¢ = n)H( x9)()
Rd
Man zeigt (vgl. Mollifier)
}E% 1f* gt — f”Ll(Rd) = 0.
Desweiteren gilt:
@) lim [ en@F©d = [ 97 &t = em ().
R4 R4
Aus (22) und (23) folgt f = (f)v Analog zeigt man f = ? O
KOROLLAR 2.7. Sei f € LY(R%) und f = 0. Dann gilt f = 0.
Proor. Klar. ]

THEOREM 2.8 (Plancherel). Sei f € L'(RY) N L2(RY). Dann ist f € L*(R%)
und die Abbildung .7:]L1(Rd)mL2(Rd) kann eindeutig zu einem unitdrem Iso-

morphismus Fo auf L?(RY) fortgesetzt werden.

PROOF. Sei X := {f € L'(RY) : f € L'(R%)}. Dann ist insbesondere
f € L®RY), dh. X ¢ L*(R?). Ferner ist X dicht in L*(R?), da C°(RY)
X.
Seien f,g € X und h := §. Dann gilt:

1
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[ta=[si=[in=[ 73
Sl

Insbesondere folgt mit g = f, dass || f[|,2(ra) = HfHLz(Rd) gilt. Da FX =X
kann F|x zu einem unitdren Isomorphismus Fy fortgesetzt werden.
Es bleibt zu Zeigen, dass

(F2f)(€) = f(&), feL'RY)NL*RY.
Sei (p;) C C°(RY) mit

d.h.

lim |[f —jllp1gay =0
J]—00
lim |[f = ¢jllz2®ae) = 0.
j—00

Einerseits gilt lim; .o I/ — Pjll oo (may = 0, d.h.

Jim - 2i(6) — fQ)1dg =0, R>0.

B(0,R)

Andererseits folgt mit Plancherel

lim [|¢; — Fofllr2mey = lim [l@; — fllp2may =0,
j—oo j—oo

d.h.
i [ 16O -Ri@lE=0. R0
B(0,R)
Damit folgt Fof(€) = f(£) fiir alle f € L'(R%) N L2(RY). 0

SATz 2.9 (Hausdorff-Young-Ungleichung). Sei % —1—5 =0 mit p € [1,2].
Der Operator F kann zu einem stetigen Operator F,, : LP(RY) — LI(R?)
fortgesetzt werden. Es gilt:

1

H}—, HL LP(R%),L9(R4 Si’n
Pl L(LP(R?),L4(R?)) (27)5~

ol

ProoFr. Wir wissen bereits, dass F : L'(R?) — L*®°(R?) und F» :
L*(RY) — L%(RY) stetig sind. Daher folgt die Behauptung aus dem Riesz—
Thorin Konvexitatstheorem (man ersetze oo durch 2). O

BEMERKUNG 2.10. Fir p > 2 und f € LP(R%) ist f i. A. keine Funktion
mehr (vgl. Distributionen-Theorie).

Proor. Ohne Beweis. O

SATZ 2.11. Sei k € Ng. Dann gilt:
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(a) Seix s zf(z) € L2(R?) fiir alle « € Nd mit |a| < k. Dann gilt

~ —

o f = (Zim)e .
(b) Sei f € H¥(RY). Dann gilt
9°f(€) = (6)*f (&), &eRr’
fiir alle o € N& mit |a| < k.

ProoF. Nach Satz 2.3 gilt die Behauptung fiir ¢ € C°(R?). Approxi-
miere f € L?(R%) mit (p,) € C*(R%) und nutze Plancherel. O

SATZ 2.12. Die Fouriertransformation ist ein topologischer Isomorphismus
von S nach S.

PROOF. Wegen einfacherer Notation setzen wir zuniichst D® = (—3)!l9>
fir o € N Wir verwenden Satz 2.3 und erhalten fiir ¢ € S und «, § € N¢

€2 D2y ()| = € (—1)PIF (280))|
= |F(D*(—2)p)|

1 o
< 5977 R/ D ()| da

- @ [ 0Py o) Dae ()| e

R4
Wiihlen wir m so, dass [(1+ |z[*)™™ dz = M < oo gilt, so folgt

(24) €*DPG()] < sup (1 + |z*)™ | Da(a’p(z))| M

z€R4
Da ¢ € S gilt, folgt somit auch Fp € S. F ist linear und mit (24) folgt
auch, dass Fy, — 0, falls ¢, — 0, also ist F stetig.
Mit Theorem 2.6 folgt schlieBlich die Bijektivitéit und die Stetigkeit von F—1,
da F~lp(z) = Fo(—x). O

Setzt man die Fouriertransformation in natiirlicher Weise auf komplexe Va-
riablen fort, so erhalten wir die folgende Verbindung zwischen holomorphen
Funktionen und Funktionen mit kompaktem Triager. Wir bemerken hierzu
noch, dass eine Funktion F' : C¢ — C holomorph ist, wenn sie in jeder
Koordinate holomorph ist.

SATz 2.13 (Paley-Wiener). Eine ganze holomorphe Funktion F({) : C* — C
ist genau dann die Fouriertransformierte einer Funktion f € C°(R™) mit
supp(f) € B(0,R), d.h.

F(¢) = (2m)° / e~ f(2) do,

R
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wenn es fiir jedes N € N eine Konstante Cy gibt, so dass
(25) [F(Q)] < Cn(1+[¢[) Nefitmdl,

PROOF. Es sei f € C°(R?) mit supp f C B(0, R). Dann folgt mit par-
tieller Integration fiir jedes 3 € N mit |3] = N

Q)P F(Q)] = |(2m)~/2 / &S99 £ () da
B(0,R)
< ol CIR (92 / 0 f(2)] da
B(0,R)

Fiir die Riickrichtung definieren wir zunéchst

(26) @) = (2" [ SR (),
R4
Die Inversionsformel liefert nun, dass f(€) = F(¢) und f € C®(RY) gilt, da
aus der Glattheit von F folgt, dass F' € L'(R%) gilt.
Zur Eingrenzung des Trigers von f differenzieren wir zunéchst (26) unterm

Integralzeichen. Dies ist durch die Voraussetzung (25) gerechtfertigt. Es folgt
somit

1) 0°f(a) = (2m) 2 [ ) (ig) () do

Rd
Wir setzen nun fiir ein @ > 0 = aﬁ und wenden Cauchys Integralsatz
sukzessive auf (26) an und erhalten

f(z) = (2m)~2 / SR B¢ 4 i) de
Rd

wobei die Integrale iiber die Wege in imagindrer Richtung wegen (25) im
Grenzfall verschwinden.
Fiir N = d+1 erhalten wir nun wieder mit der Voraussetzung die Abschitzung

(@) < Cem= e [ (1p ) .
Ra
Da dies fiir beliebige a@ > 0 gilt, folgt (mit o — o0) fiir |x| > R, dass
f(x) = 0. Also folgt supp f C B(0, R). O

DEFINITION UND SATZ 2.14. Sei m € L>®(R%). Dann ist Ty, : L*(R?) —
LARY), Tonf == Fy " (mFaf) ein stetiger Operator mit

1Tl 222y = M Loo (ray-
Die Funktion m heif$t Fourier—Multiplikator.
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PROOF. Plancherel liefert
1T fll 2ray = 1F5 " (mFof) |l p2qray = ImFafll o (ray
< [|m| poo (ray | F2 f1] L2 (a)
= [lml poo gy | fll p2rey,  f € L*(RY),

d.he ([Tl 22 ray) < Ml poo (may-
Zu e > 0 wihle Q € RY mit 0 < | < 1 mit inf,eq |m(z)| > [l oo (may — €
Dann gilt fiir ¢ = xq

1T (F5 o) | 2ray = ImFaFy ol p2may = [mell 2 gy
> (Il zoe ey — 2) 19l 22y,
d.h. ([Tl 22 ray) = Ml oo (may- O
BEMERKUNG 2.15. Man kann zeigen, dass m € L®(RY) eine notwendige
Bedingung ist.

DEFINITION 2.16. Die Fouriertransformation fiir temperierte Distributionen
ist definiert durch (Ff, o) = (f,Fp), f€S, p€S.

SATZ 2.17. Die Fouriertransformation F : S' — S’ ist stetig. Ist v € S und
ist Ty, € S die von ¢ erzeugte Distribution (via (Ty, ) = [1g), so gilt
Ty =Ty
Proor. FT € &' folgt aus der Stetigkeit von F auf S, da fiir o — ¢
(FT,0r) = (T, For) = (T, Fo) = (FT', )

gilt.
Die Stetigkeit von F auf S’ folgt dhnlich, denn fiir Ty — T in &’ folgt

<Tk7 90> = <Tk‘7 @> - <T7 ¢> = <T’ 90>
([

SAaTz 2.18. Die Fouriertransformation ist ein Isomorphismus auf S’ mit
Inverser (F~IT, ) = (T, F~Ly).

PROOF. Essei T € & und ¢ € S. Dann gilt
(FFTIT, ) = (FTIT,Fp) = (T, FF ') = (T, )
also folgt FF~! = Ids und analog F~'F = Idg. (]



