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KAPITEL 1

Einfiihrung in die Problematik

1. Physikalische Motivation

Betrachte einen Stab aus Metall mit gegebener Temperaturverteilung. Nun
wollen wir untersuchen wie die Wéarme geleitet wird.
Annahmen:

e Stab (isoliert) wird parametrisiert durch das Intervall [0, 1], u(t,z) =
Temperatur in x zum Zeitpunkt ¢.

Konstanten: p Dichte, ¢ spezifische Wéarme

f:10,1] = R Wérmequelle

Energie in Segment [z1, z2]: E(x2,x1,t) = cp(xy — x1)u(t, 1)
Wiérmeleitungsregel von Fourier: Sei Q(t,z) = die Wérme durch
Punkt  zum Zeitpunkt ¢

t — Q(t
Q 2’? tQ( L) ~ —Ko({%u(tl,:n) Ky Thermale Konduktivitit
2 — 1l

e Energieerhaltung:

ep(zy — x1) (ulta, x1) — u(ty, 1))

= (tQ — tl)(iL'g — l’l)f(l’l) — K(](tg — tﬂ(%u(tl,xl) — %u(fl,lbg)) .

Daraus folgt

’LL(tg,:El) — u(tl,:nl) B f(:L'l) n @ a%u(tl,xg) — a%u(tl,xl)

to — 11 cp cp 9 — T
und damit

0 0?
0 utta) =L 4 D),

wobel kK = Ic(—;j die thermische Diffusivitit (eine Konstante) ist.

Stationire Temperaturverteilung (Gleichgewicht, steady state):

0— %u(f,ﬂj) u(t,g)(r) 0— f(ﬂi‘) + Av(x) _— A’U(fL’) = —f(l')

2. Mathematische Problemstellung
Es sei Q C R? offen und beschrinkt.
Gegeben: Stetige Funktion f auf Q.
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Gesucht: Stetige Funktion u : Q — R, in € zweimal differenzierbar mit

2) { Au(e) =YL, Lu(z) = f(x) Vr € O

1

u(z) = 0(z) Vo € 0.
Anwendung: Potential eines Ladungsfreies elektrisches Feldes.
u stationdre Temperaturverteilung
BEMERKUNG 2.1. A ist ein linearer Operator A(u+ v) = Au+ Av.

Idee: Definiere den Laplace-Operator in geeigneten Rdumen und untersuche
Abbildungsvorschriften.
Sei zB. X := {h: h € C%Q), hlaq = 0} und Y := C(Q) und betrachte
Axy: X =Y.
Typische Fragestellungen:
(a) Ist Axy injektiv (d.h. die Losung der Gleichung 2 ist eindeutig,
falls sie existiert)
(b) Ist Axy surjektiv (d.h. es existiert eine Losung der Gleichung 2 fiir
alle f €Y).
(c) Finde moglichst einen grofen Raum Y so dass Axy surjektiv ist
(d.h. die Gleichung ist fiir viele f losbar).
(d) Da X typischerweise nicht explizit gegeben ist, finde moglichst viele
Eigenschaften von X (d.h. Eigenschaften der Losung).

BEMERKUNG 2.2. (a) Der Laplace-Operator besitzt keine guten Eigen-

schaften in C(Q)). Suche nach geeigneten Raumen fihrt auf Sobolev-
Réaume (reflexive Banachrdiume bzw. Hilbertrdiumen).
Idee (L2-Theorie):
(a) Die Existenz einer schwachen Losung lidsst sich im Hilbertraumfall

(Lo-Theorie) sehr einfach iiber Lax-Milgram zeigen.
(b) Regularititstheorie liefert dann eine starke bzw. klassische Losung.

BEMERKUNG 2.3. Fine wichtige Rolle bei der Regularititstheorie spielt die
sogenannte Lokalisierung.

Idee (L,-Theorie):
(a) Betrachte zunéchst
A —A)u(z) = f(z), =eR

(b) Benutze die sog. Fouriertransformation. Die zentrale Eigenschaft
dieser Abbildung ist, dass sie Differentialausdriicke in algebraische
umwandelt. Im Fall (A — A) erhélt man

A+ |EP)Fu = Ff.

Damit ist die formale Inverse von (A — A) durch v = F~Y(\ +
I€12) "L F f gegeben.
Typische Fragestellungen:



2. MATHEMATISCHE PROBLEMSTELLUNG 2

(a) Wie kann man dem formalen Ausdruck F~(\ + |¢|?)~1F als Ope-
rator: Y — X einen Sinn zu geben?

(b) Finde hinreichende Bedinungen, so dass F~!1(\ + |£]|?)"1F ein be-
schrénkter Operator in L, ist.

BEMERKUNG 2.4. Auf diesem Weg werden wir auch erkennen, dass sich T =
F Y+ [€12)VF auch als Integraloperator, d.h. Tf(x) = [ k(z,y)f(y)dy,
darstellen ldsst.

Im letzten Abschnitt betrachten wir die Warmeleitungsgleichung (1).
Idee:
(a) Betrachte u als Funktion t — u(t,-) € X, X ein Funktionenraum
(Sobolevraum)
(b) Sei A der Laplaceoperator und betrachte

u'(t) — Au(t) =0, t>0
u(0) = up.
Dies ist eine gewohnliche DGL im Banachraum!
(c) Ana III: Losung ist e~tug
Typische Fragestellungen
(a) Verniiftige Definition fiir e/ fiir grofie Klassen von (Differential-

)Joperatoren.
(b) Suche Bedingungen an A, so dass e*4 wohldefiniert ist

BEMERKUNG 2.5. Fliir spezielle (in Physik und Ingenieurwissenschaften sehr
relevante) Klassen von Differentialoperatoren, sog. Divergenzoperatoren, lisst
sich zeigen, dass et wieder ein Integraloperator ist (z.B. Laplace auf belie-
bigen offenen Mengen).



KAPITEL 2

Sobolevraume

1. L, Riume (Erinnerung)
In diesem Abschnitt sei (M, 3, u) stets ein Mafiraum.
DEFINITION 1.1.
(a) Seil < p < oo. Setze || fllp == </|f|pd,u>
(b) Sei f: M — K messbar. Dann Ji\LJez'ﬂt f wesentlich beschrinkt, falls
ein o > 0 existiert mit u({x € X : |f(z)| > a}) = 0. Ferner heifit
[flloo :=inf{fa > 0: p({z € X : |f(z)| > a} = 0)}

das wesentliche Supremum von f.
(c) Sei 1l < p < oco. Definiere

LP = LP(M, Y, 1, K) := {f : f: M — K messbar und || fl|, < oo}.

1/p

BEMERKUNG 1.2.
(a) || - ||p ist eine Halbnorm auf LP.
(b) Sei f € LP. Dann ist || f||, =0 genau dann wenn
feN: ={f: f messbar und f =0 p-fast iberall}.

(c) LP ist ein Vektorraum.
(d) N ist ein Unterraum von M, dem Vektorraum der messbaren Funk-
tionen (auch von LP), und

f~g 24 f—geN

definiert eine Aquivalenzrelation
DEFINITION 1.3. Der Raum L ist definiert durch:
LM, p) i= LM, 5, i, K)ING [ Illoo o= [ flloor VIS € L.
SATZ 1.4.

(a) |f] < |Iflloo m-fast iberall.
(b) || - |loo ist ein Norm.

(c) Ifn — flloo — 0 = es existiert ein A € ¥ mit u(A°) = 0 und
fn — [ gleichmdssig auf A.
(d) (L=(M,p), || - |lso) ist ein Banachraum.

3
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DEFINITION 1.5. Seil <p < o0
LP(M, p) o= (M, 2,1, K)/N, - l[fllp == I fllp, VIf] € LP.
SATZ 1.6 (Holdersche Ungleichung). Es seil < p,q < oo mit 1/p+1/qg=1
(interpretiere 1/oo = 0). Desweiteren seien f € LP(M,u) und g € LI(M, ).
Dann ist f - g € LY(M, i) und
1fglle < 1f1lp - lgllq-

ProoF. Die Fille p = 1,00 sind trivial. Seien a,b € Ry und f,g # 0.
Dann gilt
ab < %,, + % (Youngsche Ungleichung).

(Der Beweis dieser Ungleichung ist elementar.) Natiirlich ist fg messbar. Sei-
en G := g/||gllq und F := f/||f|l,- Anwendung der Youngsche Ungleichung
in jedem Punkt x € M ergibt nach Integration

Elz)P G(z)| 11
[1F@cE) an < [ gy o [I00 g 21 Ly
p q P oq
M M M
und die Behauptung folgt. 0

SaTz 1.7 (Minkowskische Ungleichung). Sei 1 < p < oo und f,g € LP(M, ).
Dann gilt

1+ gllp < 171l + llgllp-
SATZ 1.8 (Riesz—Fischer). Sei 1l < p < oco. Dann ist LP(M, p) vollstindig.

SAaTz 1.9. Nehmen wir an, dass f, € LP(M,u) gegen f € LP(M,u) konver-
giert, dann existiert eine Teilfolge fy, , so dass fn, (x) p-fast iberall konver-
giert.

SATz 1.10 (Dualitét). Sei 1 < p < oo, und (M, X, ) o-endlicher Mafraum.
Sei 1/p+1/q = 1 (so genannte konjugierte Exponente). Dann definiert
LM, p) — LP(M, p)’

J(o)f = /f gdp,  ge LIM.p), f € IP(M, ).,
M

etnen isometrischen Isomorphismus.

PRrROOF. J ist wohldefiniert nach der Holderschen Ungleichung. Natiirlich
ist J linear. J ist isometrisch, denn sei g € LY(M, 1) und setze

3 lg| \a/p
Fe= ()

31\? Jgle
wusz— =1
P lgll ) llglld

M

und [,, fgdu = ||glly. Es bleibt die Surjektivitiit von J zu zeigen.

Dann
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1. Fall u(M) < o0: Sei ¢ € LP(M, ). Betrachte v : ¥ — K, v(A) := ¢(x4)
(xa € LP(M, p)). v ist ein signiertes (komplexes) Maf. Ferner ist v absolut
stetig beziiglich p, denn A € ¥ und p(A) = 0 impliziert x4 = 0 p-fast
iiberall, d.h. x4 = 01in LP(M, u), also v(A) = ¢(x4) = 0. Satz von Radony—
Nikodym ergibt g € L'(M, 1) mit

v(A) = /gd,u: /XAgd,u VA e X.
A M
Also wegen Linearitét

(3) o(f) = /fg dp V Treppenfunktionen f.
M

Ferner |o(f)| < C'||f|loo- Die Treppenfunktionen sind dicht in L>°(M, i) also
gilt (3) fiir f € L*°(M, p). Wir zeigen nun g € LI(M, ). Sei erst ¢ < oo.
Setze

) ) = {% o) 70

0 sonst.

f ist messbar und |g|? = fg = |f|P. Fiir n € Nsei A, :={z € M : |f(z)| <
n}. Dann ist x4, f € L>°(M, ) und

/ 1917 du = / wan S dn = o0ca, f) < llella, £, =
An M

1/p 1/p
= el ([ 1917 a) ™" = el ([ 1o an)
An An
1
q
— (A/ gt <ol vnen.

Satz von Beppo Levi(monotone Konvergenz) gibt g € LY(M, ).

Jetzt betrachten wir der Fall ¢ = co. Dann |g| < ||¢]|, dennsei A := {x € M :
lg(x)] > llell}. Setze f := xalgl/g, f € L®(M, ). Nehmen wir pu(A) > 0
an.

u(A)lell < / gl dp = /fg dp = o(f) < llell - [ f]1:
A M

und nach Annahme = p(A) < || f|j1, Widerspruch mit p(A) = || f|/1. Also
g€ L(M, ).

Die Treppenfunktionen sind dicht in LP(M, u) also ¢ = Jg.

2. Fall, (M) = oo: Es sei M = ;2| M,, mit pu(M,) < oo, und M,
paarweise disjunkt. Sei o € LP(M,u)". Setze ¢, (f) := o(xm, f), fir f €
LP (M, piy,), wobei p,(A) := p(M, N A). Dann ||o,|| < |||, insbesondere
on € LP(M,, py)'. Verwende jetzt den ersten Fall um g, € LY(M,, ) zu
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bekommen. Setze g := Y 7 | g, (in jedem Punkt nur ein Summand, g,, wird
durch 0 fortgesetzt auf MS). Es ist g € LY(M, ) und ¢ = Jg zu zeigen. Sei
Ay = Uj—; Mj und f wie in (4)

/ 919 dp =" / fgdp=">" / X fg5 din=">" o(xar, f)
i = = i

= sO(Z xar, f) < Z Iellllxar £l

— el Ej/Wm% P au) " =gl /quu

]lM

o

Daraus folgt fA lg|? dp)a
LY(M, p). Es gilt:

PU) = ¢l xa,f) = im ela,f) = tim [ fo
An

< ||l¢ll, und nach Beppo Levi Theorem g €

n—0o0

. Lebesgue
= lim [ xa,fg = /fg-
n—oo
M

O

SATz 1.11 (LP Interpolation Ungleichung). Seien pg,p1 € [1,00], 6 € (0,1)

und % = lp;og—l—l%. Sind f € LPO(M, u)NLPY(M, i), dann ist f € LPo(M, u)

und es gilt
—0 6
1 £llos < £ 1pg 111, -

PROOF. Setze g := |f|(1=9P¢ und h := | £|%P%. Dann ist gh = | f|(1=0Pe+0ps —
—pg 1
|f|Pe, ferner g € L@=9%6 (M, ) und h € Lo (M, ) und

1£1l5s = llghlly < Al = = £ 15~ - I fliee

p1
mit der Verwendung der H(')'lderschen Unglelchung.

O

SaTz 1.12 (Verallgemeinerte Holder-Ungleichung). Sein € N und 1 < pZ
oo, fi € LPi firi=1,...,m. Sei ferner 1 < p < 0o so, dass——Z

Dann gilt
Hfi €L und HHfz pSHHfini'
i=1 i=1 i=1

Proor. UA. O

DEFINITION UND SATZ 1.13. (a) L'NL>®(M, p) := LY (M, u)NL>® (M, p1)
versehen mit der Norm ||fllinco := ||fll1 + || fllc ist ein Banach-
raum.

7'1171
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(b) Definiere
L' 4+ L (M, p) :={f: M — K mb.:3g € L*(M, ), h € L°(M, )
mit f = g+ h}.
Die Abbildung
1l oo o= mE{IAIL + lglloo s £ =g+h: g€ LN(M, ), h € L(M, )},
ist eine Norm, mit der L' + L™ ein Banachraum ist.
SATz 1.14. Sei 1 < p < oo. Dann gilt L,(M, ) € L1 + Loo(M, ).

PROOF. Der Fall p = oo ist trivial. Sei f € LP(M, u). Setze A := {x €
M : |f(x)] > 1} und h := xaf, g :== xanaf- Dann g € L>(M, ) und
h € LY(M, p), denn

[mlau= [1nae< [15rans 1P au
M A A M

THEOREM 1.15 (Riesz—Thorin Konvexitétstheorem). Sei T : L1 + Loo —
Ly + Lo linear, ferner seien pg,p1,7r0,71 € [1,00] mit pg < p1 und ro < 71.
Sei av € (0,1) und setze

O

1 . 1—a+

a 1 . 1« o
Pa Po p1 und Ta TO + ry’

Dann gilt

l—«

11w ey < TN G gy IT IS 1 10
Zur Beweis bendtigen wir folgenden Satz und folgendes Lemma.

SATz 1.16 (Hadamard, 3-Linien Satz). Seia < b und f : {z € C : a <
Re z < b} — C analytisch und beschrinkt. Weiter sei

M, =sup|f(a+it)], und My = sup|f(b+it)|.
teR teR

Dann gilt:

b—zx T—a

|f(z+iy)| < Mg M,)™, z+iyec{zeC:a<Rez<b}.

+iy—>b a—(z+1iy)

PROOF. Wir betrachten f.(z+iy) = @+’ f(ztiy) M, *~* M, *°
fiir e > 0. Dann gilt [f:(a + iy)| < e und |f.(b+ iy)| < e (Beachte:
|a®¥| =1 fiir @ > 0, y € R). AuBlerdem gilt

lim sup |f:(x+iy)| = 0.
Y—=£00 <<

Mit dem Maximumprinzip fiir analytische Funktionen und ein hinreichend
groBes Rechteck folgt |f-(z)| < max{e®®” e}, Aus ¢ — 0T folgt die Be-
hauptung. O
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LEMMA 1.17. Seipg < p < p1 und f = Y aja;xg, eine Treppenfunktion
mit oj € C, |aj| =1, aj > 0 und {E;} paarweise, disjunkte, mb. Mengen
mit (jeweils) endlichem Mafl. Weiter sei || f||, =1 und

P
f:=Y ajal xg,
wobei p,
1 1—2z z
— +

Dz Po b1

gentigt. Dann gilt:
HszLPRez :1, OSRGZSL
Proor. Es gilt

/ o) dp VA ST s PuEy) = I8 = 1.

O

BEWEIS v. THEOREM 1.15. Sei p = p, mit 0 < a < 1 und betrachte
Treppenfunktion f und f’ auf M, welche | f||, = || f'll, = 1 erfiillen. Sei f,
und f, wie in Lemma 1.17, wobei f, mit pg und p; und f, mit ro und rq
konstruiert werden. Nach Voraussetzung ist

D(z) = / ST () dp(z)
M

analytisch in z. Mit der Holder-Ungleichung und Lemma 1.17 folgt nun:
’(I)(] +iy)’ < ”f;”p’MJ”fz”P < Mj? J=0,1, yeR
d.h.

sup [®(j +iy)| < M;, j=0,1
yeR

Damit folgt mit dem 3-Linien Satz, dass
| [ a1 < ey

Da Treppenfunktionen dicht in LP" sind, erhalten wir | Tf]|, < Mg~ “My.
Die Behauptung folgt nun, da Treppenfunktionen auch in L? dicht sind. [

2. L, Raume II

Im Folgenden sei u stets das Lebesgue-Mafl und ¥ die o-Algebra der Lebes-
gue-messbaren Mengen.

SaTz 2.1 (Faltung, Youngsche Ungleichung). Sei f € L'(R?), g € LP(RY),
1 <p<oo. Dann gilt
(a) Fiir fast alle v € R ist y — f(z —y)g(y) € L' (R?)
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(f * 9)a /fx—

s0 ist fx g € LP(R?) und es gilt
1f=glp <Iflli-llgllp 1 <p<oo.
PRrROOF. Sei p = 1. Dann gilt:

[ [ 1@ =gl ayas T0“6“1/| I/Ifw— )l de dy < | llgll.

Re R4

(b) Setzt man

Fiir p = oo liefert die Holder—Unglelchung
!/f v~ )g(v) dyl < |19l

insbesondere existiert [pq f(z — y)g(y) dy fiir alle z € R,
Betrachte nun die Abbildung Tyg := f * g. Dann folgt aus dem Riesz—
Thorin Konvexitéitstheorem dass Ty € Z(LP, LP) und || Ty|| 2 e,y < | fl1
fiir 1 < p < o0, d.h. (b) gilt. Ferner erhalten wir mit Beppo-Levi

P

\fx— Me)ldy | dz

p

zrlin;o/ (R/f(xy)xB(o,r)g(y)dy dz
Rd d

< 1im [|flIxsonglls < 17109l

d.h.
P

/ @yl dy | < oo, fa. e RY

BEISPIEL 2.2.
(a) Betrachte die partielle Differentialgleichung
(1—Au(z) = f(z), = cR

Dann existiert fir jedes f € LP eine eindeutige Losung u. Deswei-
teren besitzt u die Darstellung

u(@) = (k* f)(x), z€R,

mit einem Kern k € L.



2. L, RAUME II 10

(b) Betrachte
du(t,z) — Au(t,z) =0, t>0, xR
u(0,z) = up(x), =R

Dann existiert fiir jedes ug € LP eine eindeutige Losung w. Deswei-
teren besitzt u die Darstellung

u(t,z) = (k; *up)(x), t>0, zeRY,
mit ky € L fiir t > 0.

Im Folgenden bendétigen wir den Raum der lokal integrierbaren Funktionen
Ll (R%). Genauer,

loc

Li (RY) = {f :RY — Cmb. : £l 21 (k) < oo fiir alle kp. K C Rd} .

KOROLLAR 2.3. Sei f € L'(RY), dann definiert die Abbildung Tf := f x g
einen stetigen linearen Operator auf LP(R®) mit | T|| < | f]1-
SATZ 2.4. Sei f € C.(RY), g € L} _(RY). Dann f x g € C(R?).

loc

ProOF. Wegen

I * 9)(a)] = / @ —)9(y) dy < 1]l
Rd

existiert (f * g)(x) = [ f(z — y)g(y) dy fiir alle z € R%.
Sei x, — x. Wir zeigen (f * g)(z,,) — (f * g)(x). Setze

Fo(y) = f(zn —y)g(y) und F(y) = f(z —y)g(y),

dann gilt F,,(y) — F(y) fiir fast alle y € R?. Anderseits, sei K kompakt so,
dass x, —supp f C K fiir alle n € N. Dann z,, —y & supp f falls y ¢ K,
dh. f(zn —y) = 0 fir y ¢ K. Daher ist |F,(y)| < [|fllooxx (y)|9(y)| eine

integrierbare Majorante. Nach dem Lebesgueschen Satz folgt [ F,, dy —
[ Fdy. O
DEFINITION 2.5. Sei Q C R?, f:Q — C messbar und setze
Oy = {a: € Q: 3V C Q offene Umgebung von x
mit f(x) =0 fir f.a. © € V}
Dann heifst supp f := Q\ Oy der Tréger von f.
SATZ 2.6. Sei f € C.(R%), g € L}, (RY). Dann gilt

(5) supp(f * g) C supp f + suppg
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Proor. Wegen [(f * g)(z)| < [[fl1llglloc existiert (f = [
y)g(y) dy fiir alle z € RY. Also
(f x9)(x /f Ty = / f(x = y)g(y) dy.

(z—supp f)Nsupp g

Falls ¢ supp f+supp g, gilt (x—supp f)Nsuppg = @ und (f*g)(z) =0. O

BEMERKUNG 2.7. Im Satz 2.6 gilt supp f + suppg = supp f + suppg.

BEMERKUNG 2.8. Die obige Aussage (5) gilt auch fir f € L'(RY), g €
LP(RY), 1 < p < oo.

SATZ 2.9. Seien f € C¥(R?), g € Lloc(Rd). Dann ist f x g € CF(RY), und
De(fxg) = Dfxg. Insbesondere f € C, g € L} (R?) = fxg € C®(R?).

PROOF. Wie immer existiert (f * g)(z) fiir alle . Sei ¢; € R? ein Stan-
dardbasisvektor, h € R, |h| < 1. Setze K := supp f + B(0, 1), dies ist auch
kompakt. Dann gilt (Differenzenquotient):

L(f # 9)(a + hej) = (f + g)(@))

= / F(f(x+hej —y)gly) — flz—y))g(y) dy =
Rd

_ / L(f (@ + hej — v)g(y) — f(z — y))g(y) dy,
K—x

wobei der Integrand gegen D; f(x —y)g(y) fiir alle y konvergiert. Auerdem
gilt

|F(f(x+he; —y)g(y) — fl@—y)g@)| < ID; fllsolg)Ixk ()

Nach dem Satz von Lebesgue (Beachte: g € Li (R?) bekommen wir D;(f *
9)(x) = ((D;f) * g)(z), und so die Behauptung. O

DEFINITION 2.10. Eine Folge (py,)n>1 von Funktionen mit den Eigenschaften

(a) pn € C®(R?) (¢) supp p, € B(0,1/n)
(b) pn =0 (d) Jgapn =1

heifst Mollifier.

BEISPIEL 2.11. Betrachte p € C°(R%), supp(p) € B(0,1), p >0, [p=1,
und definiere py(x) := 1/n%p(nzx).

LEMMA 2.12. Sei f € C(RY) und (pn)n>1 ein Mollifier. Dann konvergiert
pn * [ — f gleichmifig auf kompakten Teilmengen von RY.
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PROOF. Sei K C R? kompakt. Dann existiert fiir alle € > 0 ein § > 0
mit |f(x —y) — f(z)] < e fir z € K und |y| < 4. Also

(o * 1)) — f(z) = / (F(z—y) — F(2))on(y) dy

Rd

— [ G- 1@ .
B(0.1/n)
so fiir n > 1/8 gilt |(pn * f)(z) — f(z)] < e [pp =€ fir z € K. O
LEMMA 2.13 (Urysohn, C™-Version). Sei ) # Q C R? offen, K C Q, K
=1

kompakt. Dann existiert ein ¢ € C°(2) mit 0 < ¢ < 1 und ¢(z) fiir
z e K.

PROOF. Sei 0 < 1/n < e < e+ 1/n < dist(K,Q°). Setze U. := {y €
Q: dist(y, K) < e} € Q und v = xp.. Dann gilt ¢ := p, *u € C®(R?)
und suppy C B(0,1/n) + U. C Q, also suppy C Q ist kompakt. Sei z €
K, dann ¢(z) = [, o1, u(@ = y)pa(y) dy = [}, <1/, Pn(y) dy = 1. Ferner
[l < lpnls - [l = 1. Da o > 0 folgt auch 0 < < 1. O

BEMERKUNG 2.14. Sei () #Q C R? offen und K C § kompakt. Dann
ezistiert V.C R% offen mit V kompakt und

KcVcVco.

PROOF. Sei ¢ € C°(Q2) wie in Lemma 2.13 und setze

Vi={z e Qpx) > %}

SATZ 2.15. Sei 1 < p < co. Dann ist C°(R?) dicht in LP(RY).

PRrROOF. Sei f € LP(RY).
Beh.:Ve > 03 Treppenfunktion T = ZZ]\L LaiXx A, mit A; C R? beschriinkt
und |7 — f|l, < e, bekannt aus der Mafltheorie.
Beh.:Ve > 0 Ju € CP(RY) :[lu — xa,ll, < e
Wihle eine offene Menge O und eine kompakte Menge K mit K C A; C O
und |0\ K| < ¢ (Existenz: Mafitheorie). Dann existiert nach Lemma 2.13
ein p € C°(0) mit p =1 auf K. Es gilt:

Jiea—el = [ ba— o <wl0\ K| < 2=
o O\K

SATZ 2.16. Sei (pn)n>1 ein Mollifier.
(a) Seil <p<oound f € LP(RY). Dann ||pn * f — fll, — O.
(b) Sei f € BUC(RY). Dann |pn * f — flloo — 0
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ProoOF. (a) Nach Satz 2.15 existiert fiir ¢ > 0 ein g € C.(R?) mit
lf — gl <e. Satz 2.6 liefert
supp(py, * g) € B(0,1/n) +suppg C K, wobei K kompakt.
Da nach Lemma 2.12 p,, * g gleichméssig auf K gegen g konvergiert, existiert

ein ng € N mit

lon*g - gll? =/|pn*g—g|P < K.
K

Daraus folgt mit der Youngschen Ungleichung

lon * f = fllp < llpn* (f = Dllp + lon*g —9gllp + llg — fllp
1
<|f =gllp +llpnxg—glp +1lg — fllp <e+elK[» +e.

(b) Wiederhole den Beweis von Lemma 2.12. (]
KOROLLAR 2.17. Sei ) # Q C R? offen und 1 < p < co. Dann ist C°(9)
dicht in LP(2).
PROOF. Setze ), := {z € Q : dist(z,Q°) > 1} und
Ful@) = { flz) , ze€Q,

0 , sonst

Dann gilt nach dem Satz von Lebesgue lim,, oo || fn — fllzr(0) = 0, d-h fiir
e > 0 existiert ein ng mit || f,, — flr() < e
Setze g := pm * fn, Wobei p,, ein Mollifier ist. Dann existiert nach Satz 2.16
ein mo > no mit [|gm — fuollr(re < €, M > mg. Des Weiteren gilt

SUPD gim = SUPP P + SUPP fny C 2,  m > my,.

Damit erhalten wir

gm = fllze@) < lgm = Frollze) + [1fno — fllr) < 26, m > my.
O

SATZ 2.18 (Zerlegung der Eins). Seien Q, Q; C R? offen. Seien ferner
K, cQ,CQ CQ, i €N,
mit K;, Q; kompakt und
U Q; =Q,

€N

so, dass fir alle x € Q eine Umgebung U(x) existiert, welche nur endlich
viele 5 trifft (diese Uberdeckung heifit lokal endlich). Nehmen wir ferner
an, dass K; N K; =0, falls i # j.
Dann ezistieren @; € C°(2), i € N mit

(a) vi >0

(0) > ieni(x) =1, falls x € Q

(c) suppy; C
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(d) 0< > ienepi < 1.
AufSerdem gilt p;(x) =1 fir x € Kj.

PrOOF. 1. Schritt: Nehmen wir an dass wir die folgende Situation haben
K; CV;CV; CU; €9,

wobei V; kompakt, U; N K; = 0 falls ¢ # j und V},U; sind lokal endliche
Uberdeckungen von €. Wihle cp; nach Lemma 2.13 zu U; und Vj. Dann gilt
o(x) == > ey wi(x) > 0, wobei lokal in © nur endlich viele Summanden von
0 verschieden sind. Setze ¢;(z) := ¢}(z)/p(x). Nach Konstruktion haben
die ¢; die gewiinschte Eigenschaften.

2. Schritt, Disjunktisierung von ; und Kj: U; := Q; \ Ui#j K;. Natiirlich
gilt K; C U; C Q;. Wir behaupten, dass U; offen ist. Sei z € U; und
U(z) C Q; eine Umgebung von z so, dass J := {i : Q; NU(x) # 0} endlich
ist. Fiir j # k € J existiert eine Umgebung Wy (z) C U(x) von z mit
Wi(xz) N Ky = 0. Setze W (z) := NkesWi(x), die ist eine Umgebung von x
mit W(z) C U; und W(z) N K, = 0 fiir alle i € N, ¢ # j, also U; ist offen.
Sei jetzt x € 1, liegt dann x € ), fiir ein j, dann liegt es entweder in U;
oder in K; fiir ein i # j. Die Uberdeckung Uj ist lokal endlich, da €); lokal
endlich ist.

3. Schritt, Konstruktion von Vj: Sei V; := U;. Angenommen Vj, j < n
konstruiert ist mit der Eigenschaft

n—1 [e'¢)
Uvulu =2
j=1 j=n

sei I, eine abgeschlossene Umgebung von 90U, die erfiillt

n—1 00
ou, cF, c|Jv,u | U;
j=1 j=n+1

Solche eine Umgebung existiert nach Bemerkung 2.14. Falls U,, # 0, konnen
wir eine kleinere Umgebung 0U,, C F| C F,, finden damit U, \ F], nichtleer
wird. Setze V,, := U, \ F,. Dann

n [e.e]
U, CVauF,c|Jviu | U
j=1 j=n+1

Also Vj ist eine offene Uberdeckung, die natiirlich lokal endlich bleibt. O

SATZ 2.19 (Zerlegung der Eins). Sei K C R? kompakt und K C Ui, Q,
mit Q; C R? offen. Dann existiert ¢; € C°(Q) mit

(a) p; >0

(b) S0 pi(x) =1, fallsx € K

() 0<3 0 <1

(d) supp p; C Q;
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PRrROOF. Wihle V mit V kompakt und
KcvecvelJo
i=1
nach Bemerkung 2.14. Setze U;; = V N ; und verwende Satz 2.18 O

BEMERKUNG 2.20. Das System (@;)ien heifit der Uberdeckung untergeord-
nete Zerlegung der Eins zu K.

3. Sobolev Riume I.
In diesem Abschnitt es sei ) # Q C R? offen und beschriinkt.

DEFINITION 3.1 (Distributionelle Ableitung). Sei f,g € L. .(Q). Falls die
Identitdt

[ D=0l [gp gir atte o € c2(@)
Q Q
gilt, heifST G die distributionelle Ableitung von f, und wir schreiben D*f =
g, 9 =g oder f = 0%.
BEMERKUNG 3.2.
(a) Die distributionelle Ableitung ist eindeutig, insbesondere ist die obi-
ge Definition sinnvoll, denn
/(f —9)p=0 firalepeCXQ) = f—g=0 fast iberall.
Q

(b) Falls f € C™(Q). Dann fir jede |a| < m ist D*f die klassische
partielle Ableitung von f.

DEFINITION 3.3. Seim € N und 1 < p < oo. Definiere
WmP(Q):={f € LP(Q): V|ja| <m ID*f € LP(Q)}
I flwmey = D> IDFllzr):

|| <m

SATZ 3.4. W™P(Q) ist ein Banachraum.

Proor. Klar: normierter Vektorraum. Um die Vollstdndigkeit zu zeigen,
nehme (f,) € W™P(Q) eine Cauchyfolge, d.h. die Folgen (D f,) C LP(2)
sind alle Cauchyfolgen. Daher konvergieren die auch, bezeichne die Grenz-
werten mit f,. Wir zeigen nun D*f = f,:

/fasw— /D“fw: (—1)0"/an%—> (—1)'a/fDa<p-
Q Q Q Q

Die Behauptung folgt. O

SATZ 3.5. Seil < p < co. Dann ist WP (Q) separabel und reflexiv. W™ ()
st separabel.
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PROOF. Definiere die stetige Abbildung
J:W™P(Q) — LP(Q) x --- x LP(Q) =: X,
M

wobei M = die Anzahl der Multiindizes o mit || < m ist, durch (Jf)(z) :=
(D~ f )jaj<m- Dann ist J stetig invertierbar, bildet also auf einen abgeschlos-
senen Unterraum von X ab. Falls 1 < p < oo ist, ist X separabel, ist
zusétzlich p > 1, folgt die Reflexivitdt von X. O

LEMMA 3.6 (Lokale Approximation). Sei 1 < p < oo, f € W™P(Q2) und
D C Q offen mit D C Q. Betrachte § = dist(D,09) > 0 und den Mollifier
Ne, € < 0. Setze fo :=n-* (xaf). Dann fo — f in W™P(D).

PRrROOF.

D*f.(z) = D°ne * (xaf )z / Do — ) (y) dy

@ @ Trager! o
1) '/D ne(z —y)f(y)dy = /na(rc—y)D fly)d
Q
=(D*f)e(x), =€ D.

Also f. € W™P(D) und nach Satz 2.16 D*f. = (D“f). — D“f. O
SATZ 3.7. Fir 1 <p < oo ist W™P(Q)NC>®(Q) dicht in W™P(Q).

PROOF. Betrachte eine lokal endliche Uberdeckung €, von €, Qi C Q
kompakt (siehe Satz 2.18). Sei ¢y Zerlegung der Eins, ¢ > 0 und ¢, > 0

spater noch zu bestimmen. Fiir ¢ > 0 existiert nach Lemma 3.6 f,. €
C(Q) N W™P(Qr) mit [|f — frellwmrq, < cre. Setze

foi= rfre also fo— f=>> p(fre — f)

keN keN

(lokal nur endlich viele Summanden). Die Produktregel gilt, denn fiir ¢ €
e ()

/ o) Dyt = / (Di(onth) — (Dig))f = — / (ort))Dif + ¥f Digp).
Q Q Q
Daher ist ¢ f € WHP(Q),

Di(erf) = Digr - [+ @D f.
Ferner gilt induktiv auch ¢ f € W™P(Q), und fir |o| < m

D*(grf) =Y <Z>Da_ﬁﬁpk -Df.

BLa
Wir erhalten

D°f. — Df = Z( )ZDQ Bor(DP e — DPS)

B<a keN
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ID* fo = D* fllzoiy < C D Ikl om@ I P° fre = D2 fllvoy
keN

< CeZCkaHcm(ﬁ) <e
keN

falls ¢x < 27*([l@nllgmg) +1)7"/C. O

SaTz 3.8 (Produktregel). Sei 1 < p < oo, % % =1 und f € W™P(Q),

g € W™4(Q). Dann fg € W™ (Q) und Di(fg) = Dif - g+ fDig.

PROOF. Sei p < co. Nehme f, € W™P(Q) N C>®(Q) mit fr, — f. Wir
haben gesehen D;(frg) = D;ifr - g+ frDig.

/Dm f9= klin;O/Diw “frg = _kli_{I;O/CPDi(fkg)
Q Q Q

——tim [ @(Difi-g+ fiDig) = — [@Dif -9+ £ Dig).
Q Q

Der Rest folgt mit Induktion. O

SaTz 3.9 (Kettenregel). Seien ', Q C R? offen, und ® : Q' — Q ein C'-

Diffeomorphismus mit beschrinkten Ableitungen D®, D®~1. Seil < p < oo.

Dann gilt fir f € WP(Q):

(a) fo® e Whr(Q).
(b) O(f o®) = f 0P - 0.
Proor. UA. O

Sei 2 C R? offen, 1 < p < 0o und m € N. Wir setzen

m e WR(Q)
W () = C(9) ,

VV0 VP = {ue WP s u> 0L},
Ce( Q)1 :={p e CZ(Q) : ¢ = 0}.

und

fr=xps0fs 7 =xp<0f, fELP(Q).
LEMMA 3.10. Sei Q@ C R™ offen.
(a) Dift =1p20D;f, Djf~ = ~1p<oD;f fuer f € WH(Q)
(b) f|—>|f| o W12( ) — W2(Q) stetig.
(¢) C(Q), dicht in Wy*(Q),.
(d) Seiu € WH2(Q), supp(u) CC Q, d.h. es emz’stz’ert ein offenes D C
mit suppu C D C D C Q. Dann ist u € VV0 (Q).

Proor. U.A. O
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SATZ 3.11. Sei I # () ein offenes Interval und f € WHY(I). Dann existiert
eine Nullmenge N so, dass fir x,y € I\ N

(6) )~ fla) = / f'(2) da

gilt.

PROOF. Sei f € WHL(Q) und f, € C°(I) N WhY(I) mit fr — f in
WHL(T). Dann gilt

Yy Yy
fuly) = @) = [ i) dz / f'(2) dz

Da fi in L'(I) konvergiert, besitzt sie eine punktweis fast iiberall konver-
gente Teilfolge, also lim;_, fi,(2) = f(z) fur fast alle z € I. O

SATZ 3.12. Sei I # 0 ein offenes Interval und f,g € L*(I) mit

Y

) — (@) = / g(z)dz firz,y € I\ N,

xT
fiir eine Nullmenge N. Dann ist f € WHY(I) und f' = g.

PROOF Sei ¢ € C°(I), und ¢, d € I so, dass supp® € [¢,d] und f(y) —
f(c) = [? g(z) dz fiir fast alle y € I. Dann

Y

/dz// dy—//w’ z) dz dy =/d/dw’ ) dyg(z
/dw

SATZ 3.13. Sei f € WY(I). Dann existiert ein g € C(I) so, dass f = g fast
tberall.

O

PROOF. Sei I = (a,b). Definiere h(y) := [” f'(z) dz. Die Funktion h ist
stetig auf I, denn [’ € Ll(I ). Auﬁerdem ex1st1ert hmm_m’g7 h(z), also h €
C(I). Seien z, z so, dass f(z) = [” f'(z) dz. Sei ¢ := f(z) — h(z) und

setze g(y) = h( ) + ¢. Nach Deﬁnltlon f(z) =g(x) fir fast allex € I. O

BEMERKUNG 3.14. Die obige Integralgleichung impliziert nicht nur Stetig-

keit, sondern auch Absolutstetigkeit. Genauer ist Absolutstetigkeit dquiva-
lent zu (6) (vgl. Maftheorie).
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Sarz 3.15. Es sei 1 < p < oo und I = (a,b). Dann sind die Einbettun-
gen WmP(I) — WhHP(I) — WhY(I) — C(I) stetig. Falls p > 1, ist die
Einbettung WP (I) — C(I) kompakt.

Proor. Es ist klar, dass die Einbettungen
W™P(I) — WLP(I) — Wh(I)

stetig sind. B
Es bleibt zu zeigen, dass W1(I) < C(I) stetig ist. Sei f € WH1(I). Nach
Satz 3.11 existiert eine Nullmenge N mit

Y

) — fla) = / f(t)dt, zyel\N.

T

Dann gilt

fWI = 1@+ [ £

Integration bzgl. x iiber I liefert

Yy
)|+ / 1< 1F@)]+ 1

(b—a)lf(y)] < / W)l de < | fllpray + 0=l f @y, yEI\N,
T

A [[fllzeo(ry < Cllfllwray- Da Co°(I)NWE(I) dicht in W(T) ist, folgt
die Behauptung (Beachte: fiir f € C(I) gilt [Jul| oo (r) = [Julloo)-
Nun sei p > 1 und x,y € I mit > y. Dann gilt mit 1/p+1/p' =1

7 pHold , ,
)~ F@)P < ( / ) S @ 1P < @- e i

< (@ = 9" 1 B0y

d.h.
[f(@) = fy)] < (@ - y)i\lf\lww(z), fewhr(I).

Also ist Byp(p),1(0) € C(I) gleichméfig gleichgradig stetig. Die Behaup-
tung folgt nun aus dem Satz von Arzela—Ascoli. O

4. Sobolev Ridume II. — Einbettungssitze
SATZ 4.1. Fiir 1 < p < 0o ist der Raum C°(RY) dicht in W™P(R?).

PROOF. Seien ¢ > 0, f € W™P(RY) und ¢ € C®(R?) mit supptp C
B(0,2) und ¢(x) =1 fir x € B(0,1). Setze ¥;(x) := ¢ (x/j).
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Beh. ¢ f — f in W™P(RY).
Die Produktregel (Satz 3.8) liefert
ID*(sf = Pl <C YD (W = )] -|DFf,
B<a
also
/ D = P < ¢ [ S IDA Wy~ 1P DAY
R BLa

—o [ - et

PFSogay B(o,5)

+e'Y [ Doy - v e
7=eB(04)

—o [ - et

PFSogay B(o,5)

<C"> / |DAOfP < eP,
Fsega\ B(o,5)

falls j grofl genug ist.

Nun betrachten wir einen Mollifier (p,,). Dann hat p,,*1; f kompakten Trager
und ist glatt. Nach Satz 2.9 und 2.16 gilt D*(py, * (V5 f)) = pn * D (¢ f) —
D%y f fiir n — oo. Sei also erst j grof und dann n geniigend grof, so dass

1 f=pnx (¥ F)lwmpmay < Nf =05 Fllwme@ay+1105 f —pnx (5 )l wmpmay < e
O
SATZ 4.2. Sei 1l < p < oo. Dann gilt
WHP(R) < L¥(R)
mit stetiger Einbettung, d.h. fir eine Konstante C,
[ull oo ®) < Cpllullwrom), YueWH(R).

PROOF. Sei p € C°(R) und 1 < p < oo. Setze G(s) := |s[P~1s. Dann
gilt ¥ := G(p) € CLR) und ¢’ = G'(p)¢’ = ple/P~1¢'. Also erhalten wir
firx e R

Glp() = / Pl (1) dt.

Nach der Holderschen Ungleichung folgt

1G(p(x))] = [e(@)IP < pllelE ¢ ll
und
lo(@)] < Cllell®177 ]| 4P
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Die Youngsche Ungleichung liefert

(7) lp(@)] < CERlelly + C 5l Iy < Cllellw -

Sei nun u € W1P(R). Nach Satz 4.1 existiert u, € C°(R) mit u, — u in
WLP(R). Mit (7) ist dann u, eine Cauchyfolge in L°°(R) und die Behauptung
folgt. O

LEMMA 4.3. Sei d > 2 und fi,...,fq € L™ R, Fir x € R? und
1 < <d setze

Ti= (v1,29, .., i1, Tis1,. .. 2q) € R
und sei
f(@) = f1(@1) fo(T2) -+ fu(Ta) fiir z € RY.
Dann f € LY(R?) und
d
£l ey < H | fill a1 (ra-1y-
i=1
Proor. U.A. O

THEOREM 4.4 (Sobolev). Sei 1 < p < d. Dann ist die Einbettung

« 1 1 1
WhP(RY) — LF"(RY), mit — = — —
(RY) < 1P (RY) =3
stetig und es existiert C' = C), g4 mit
Il <CIVFlle Y € WH(RY).
PRrROOF. 1. Schritt: u € C}(R?).
Seil<i<d.
i
ou
lu(z1, o, ..., xq)| = ‘ %($1,ZE2, e L1, T 1y X)) dt‘
(2
—00

71 0u
= /‘axi(xl’x2""7xi—17ta$i+1,-..,xd)‘dt
= fii).

Also [|fill 1 (ra—1) < ”gZHLWRd)-
Bs gilt |u(z)|? < Hle |fi(z:)]. Mit Lemma 4.3 folgt:

d d 1 a
/yu(x)\ﬂ dz < /H @)™ do < |1 5
Rd R ‘ =1

1
da—1
L1(R4)"

q =1
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Das heifit

(8) lull, 4, W_Hml

Wir wenden (8) auf |ul’, ¢ > 1 anstatt auf u an. Also, mit 1/p+1/p’ =1

¢ s
Il = ([ 1075 ) ) <HMW3%

Ll(Rd

R4
d
t—10u ||d d
Sth“ - | 21 ey < el ey HHamz
Wihle nun ¢ so dass d— = p( 1), d.h. t = &=p* (dann ¢t > 1). Jetzt
durch dividieren durch [ju|” bekommen wir

Lp (t 1) (Rd)

[ull o (ray < tHHaxz

die Behauptung fiir u € C} (]Rd).

2. Schritt: Sei v € WP(R?). Nach Satz 4.1 wihle up € C®(R?) mit
up — u in WP(R?). Dann [kl o+ ey < ClIVug||Lp(ga). Dies zeigt auch

[_,p(Rd < CHVUHLP(Rd)a

dass uy eine Cauchyfolge in LP"(RY) ist, deshalb ist sie konvergent. Ei-
ne Teilfolge konvergiert dann fast iiberall, benutzen wir die selbe Bezeich-
nung uy(x) — u(z) fiir fast alle z € R% Also u, — w in LP (R?), und
[ull o= (may < ClIVUllLp(Ra)- Ol
BEMERKUNG 4.5. Es geniigt Cpq = (dd__lp)p. Die optimale Konstante ist
bekannt aber kompliziert.

SATZ 4.6. Sei 1 < p < d. Dann ist die Einbettung
WHPR?) — L"(RY), 7€ [pp’]
stetig.

PROOF. Sei p < r < p*. Fiir ein 0 gilt % = g + 1p;*9. Verwende dann die
Interpolationsungleichung, die Youngsche Ungleichung und Theorem 4.4

Jull pr ey < HUHQLp(Rd)HUH;*Q(Rd) < Ollullpogay + (1 — O)[|ull Lo (ray
< HUHLP(Rd) + ||u||Lp*(Rd) < ||U||Lp(Rd) + CHVUHLP(Rd)

< C'lullwrrmay-

THEOREM 4.7 (Morrey). Es sei p > d. Dann ist die Finbettung
WHP(R) — Lo(RY)
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stetig. Ferner existiert ein C := Cy,, so, dass fiir alle f € Whr(RY) gilt
|f(@) — f(y)| < Clz —y|°|IV £l fiir fast alle x € R4,

g—1_4d
wobei 6 = 1 B

PROOF. 1. Schritt: Sei u € CL(R?). Sei Q ein abgeschlossener Wiirfel
0 € @ mit Seitenlinge r. Sei x € @, dann u(z)—u(0) = fol 4 u(tz)dt. Daraus

Loa
|u(z) — u(0)| §/Z|g—(t$ |$Z|dt<r2/‘ (tz)| dt.
0

1=1 =17
Sei u = |Q|™* Jo u(z) dz. Dann |z —u(0)] < Q|1 Jo lu(z) —u(0)], und

1 T
\a—u(O)lgﬁ /Z t:v!dtdazzid//zzaxZ (tz)| da dt
i—1 5 0

| A

1
d d/ pl—d/
éﬁﬂWWm@v”/%§& Tl o).

Natiirlich kénnen wir das ganze fiir  anstatt fiir 0 wiederholen und auch @
verschieben, also

1—d/p

(9) U —u(@)] < — p”VUHLP(Q) fir z € Q.

Daraus

[u(z) —u(y)] < Ju(z) —al+|a—uly)] < T d/pHVUIILp(Q) fiir 2,y € Q.

Sei nun z,y € R%. Es existiert ein Wiirfel Q der Seitenlinge r = 2|z — y/| mit
x,y € Q.

Clz —yl?
)~ u)] < S Tl

2. Schritt: Sei u € WHP(R?). Approximiere mit u, € C°(R?), d.h. up — u
in W1P(R?). Wie im Beweis von Theorem 4.4 folgt

Clz —y|?
ute) = )l < TVl
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3. Schritt: Wir zeigen WHP(R?) < L®(RY). Sei u € CH(R?), z € R? und
@ > x der Einheitswiirfel. Aus (9) folgt
u(@)| < faf + CllVulle @) < llullr@) + ClIVullr@) < Capllullwre e
Schlieflich approximiere u € W1P(R?) mit u; € CH(R?). O
SATZ 4.8 (Der Fall p = d). Die Finbettung
WHI(RT) — LURT), g€ [d,o0)

15t stetig.
PrROOF. Ohne Beweis. U
KOROLLAR 4.9. Seim € N (m > 1) und 1 < p < co. Dann gilt
(a) 3+ =% >0= WmP(R?) — L'(RY) mit L =1 - %
(b) % — 2 =0 = W™PR?Y) — L"(R?) fir alle r € [p, o) % = % -7
(c) 3 =% <0 = W"P(R?) — L*(R?)
jeweils mit stetiger Finbettung.
(a) Sei % — %<0, m—d/p&N. Setze
k::[m—g] und H:Zm—g—k,0<9<l
— fiir jede f € W™P(R?) es existiert C' mit
1D fllzee < ClIf llwmp Vla| <k
|Df(x) — Df(3)| < C||f |lwmw|z —y|° fast alle z,y € RY, |a| = k.
Insbesondere gilt
W™P(R?) — CH(R?)
mit stetiger Finbettung.
Proor. UA. a

5. Sobolev Raume III. - Gebiete
NoTATION 5.1. Sei # € R%. Dann z = (2/,24) mit 2 € R 2/ =
(x1,...,2q-1). Wir setzen
RY = {z = (2/,24) : 24 >0}
Q:={x=(2,2q9): |2'| <1 und |z4] <1}

Q: =QNRL
Qo :={x=(2',29): |2'| <1 und 24 =0}

DEFINITION 5.2. Sei Q C R? offen. Dann heifit Q von der Klasse C™, falls
eine lokal endliche Uberdeckung {U;}jen des Randes 02 und bijektive Abbil-
dungen ®; : Q — Uj existieren, so dass ®;, <I>j_1 m-fach stetig differenzierbar
mit gleichméBig beschrinkten Ableitungen sind und ®;(Q+) = U; N QY und
®;(Qo) = U; N0 gelten.
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SaTz 5.3 (Fortsetzungsoperator). Sei ) C R4 beschrinkt und von der Klasse
C™ oder Q) = Ri. Dann existiert fir 1 < p < oo ein linearer Operator
F: LP(Q) — LP(RY), so dass fiir alle w € WEP(Q) mit k < m gilt

(a) Fulg = u,

(b) [[Fullwrsray < Collullwrsq)-

BEWEISIDEE FUR m =1 UND {2 BESCHRANKT: Nach Voraussetzung kann
man ) mit Uy =  und endlich vielen U; iiberdecken. Die zugehorigen bi-
jektiven Abbildungen bezeichnen wir wieder mit ®;. Betrachte eine dieser

Uberdeckung untergeordnete Zerlegung der Eins (¢;). Die Funktionen ¢ f
(eingeschrénkt auf Q N U;) liegen in W1P(Q N U;). Sei einfach

~ ~ Jgo(z) xzeU
fo(z) == {0 Uy

Fiir [ > 0 definiere g; := (¢ f) o ®;. Dann gehért g zu W1P(Q,) nach
Satz 3.9. Setze g;, [ > 0 auf @ so fort:

(@', zq)) = {gl(($lv$d)) (2, 24) € Q4

ot a((@,—za)) (@',2a) € Q4 U Qo.

Es gilt § € W'P(Q) und lgillwir) < Cllgllwirg,y (dies ist noch zu
beweisen!). Jetzt sei f; := §; o <I>l_1. Dann gilt fl‘ onv, = (@if) eny, und fi
ist null auBerhalb von <I>l_1(Q). Betrachte jedes f; als eine Funktion definiert
auf R? (0 auBerhalb U;). Dann f; € WhP(R?), also liegt die Funktion

~ N ~
F=>_F
1=0

auch in WHP(R?) und sie ist eine Fortsetzung von f (nach Konstruktion).
Die folgenden Abschitzungen gelten fiir [ > 0:

lgtllwre,y < Cllenf lwie@nuy), laillr @y < Clleuf lr@noy)
lailwre@) < Cllallwrieq,), gl e @) < Cllgll ey
[ fillwre@wyy < Cllallwirg), Ifille @y < Cllallze @)

wobei die Konstante C' nur von €2, von der Uberdeckung und von den zu-
gehorigen Funktionen ®; abhingt. Also

N N N
I Flwio@ay < DI fllwioge = Y I fillwre@y < C D llefllwre@ne
1=0 =0 1=0

< " fllwrr()-
Analog folgt die Abschétzung im Fall £ = 0. O
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SATZ 5.4 (Dichtheit). Sei ) # Q C R? beschrinkt und von der Klasse C™.
Sei u € W™P(Q) wobei 1 < p < oo. Dann existiert eine Folge (u,) C
C>®(RY) mit un| @ — uw in W™P(Q), d.h. die Menge

{u‘g Du € Cfo(Rd)}
ist ein dichter Unterraum von WP ().

PROOF. Sei v € W™P(Q) und betrachte F'u. Satz 4.1 liefert eine Folge
(v,) € CX(RY) mit

lim H'Un — FuHWm,p(Rd) =0.
n—oo
Die Folge u,, := Un‘g hat die gewiinschten Eigenschaften. O

KOROLLAR 5.5. Seim € N (m > 1), ) # Q C R? beschrinkt von der Klasse
C™ oder 2 = Ri und 1 < p < oco. Dann gelten die folgende Aussagen

(a) 3 =5 >0= WmP(Q) — L"(Q) mit t =112

(b) 1 -2 =0= W™P(Q) — L"(Q) fir alle r € [d,0),

(c) g - <0 = WmP(Q) — L>(Q)
jeweils mit stetiger Finbettung.
(a) Sei % — %<0, m—d/p¢&N. Setze
k::[m—g] und H:Zm—g—k,0<9<l
= fiir jede f € W™P(Q). Dann existiert C' mit
D% fllpe) < Cllfllwmey  fir alle |o] <k
1D f(x) = D*f(y)| < Cllfllwmr@le —yl”  fir fast alle z,y € Q, |a| = k.
Insbesondere gilt
W™P(Q) — C*(Q)
mit stetiger Finbettung.

Proor. U.A. O

SATz 5.6 (Charakterisierungen von Sobolev Funktionen). Es sei f € LP()
mit 1 < p < oo. Aquivalent sind

(a) [ € W'P(Q)
(b) Es ezistiert C >0

Op
Q
(c) Es existiert ein C > 0, so dass fiir jedes Q' C Q mit ' C Q und
fiir alle h € R? mit |h| < dist(Q, Q°) gilt
ITnf — fllzery < Clh|.

BEMERKUNG 5.7. Es kann C = ||V f||r(q) gewdhit werden.

< Clloll o () fiir alle p € C°(Q), i =1,...,d.
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Falls p=1, so gilt (a) = (b) < (c)
Proor. UA. O

SATZ 5.8. Sei Q C R? offen, 1 < p < 0o und M C LP(Q) beschrinkt. Es
gelte

(a) fiir alle e > 0 und ' C Q' C Q ewistiert ein 0 < § < dist(Y, Q°)
mit

ITnf — fllery <€ fir alle h € RY mit |h| < § und fiir alle f € M,

wobei (tp.f)(x) = f(xz+ h). B
(b) fiir alle e > 0 existiert ein ' C Q mit Q' kompakt in Q, so dass

I fllr\qy <€ fiir alle f € M.
Dann ist M relativ kompakt in LP(Q2).

PROOF. (Skizze). Wir betrachten zunichst den Fall Q = R% Nach Vor-
aussetzung (b) kénnen wir €' C Q mit €’ kompakt in Q wihlen, so dass ein
C > 0 mit

(10) I fllze@or) < Ce,  f € M.

existiert. Sei 7, ein Mollifier und ® € C.(R%). Dann gilt

(11) 11 # @ = @ 1o gay < , Sup 172 ® = @l Lo (gay -
€

0,e

Da C.(R%) dicht in LP(R?) ist, existiert fiir f € LP(R?) eine Folge (®;);en C
Co(RY) mit limj_, ®; = f in LP(R?). Es gilt

Tim 7y % @5 =1, f in LP(RY),

jli_)rgo m,®; = 7,f in LP(RY).
Damit folgt aus (11) und (a), dass

Jim 9, f = fllzry =0
gleichméfig fiir alle f € M, d.h. es existiert ein C' > 0 und ein n € N mit
(12) 70 * f = fllory < Ce,  f€M.
Wegen 7, * f € C®(R?) gilt insbesondere 7, * f € C (V). Mit Arzela-Ascoli
folgt nun, dass

M ={n,*f:feM}

relativ kompakt ist.
Somit existieren nach (Adams, Sobolev Spaces) Theorem 1.19 (Total be-
schrankt) eine endliche Menge von Funktionen {t1,...,9,} C C() mit

M c CJB(QM,E).

i=1
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Daher existiert ein C' > 0, so dass fiir f € M ein j € {1,...,m} mit
(13) (@) = (o * f)(z)| < Ce, e

existiert. Bezeichne die Erweiterung mit 0 auf R? von 1) mit . Dann folgt
aus (10), (11), (12) und (13), dass

If— inLP(Rd) <e
fiir ein j € {1,...,m} gilt, d.h.

m
M c | B(hi,e).
i=1
Daher ist M relativ kompakt.
Der allgemeine Fall folgt aus dem Spezialfall, wenn man die Menge M = { f:
f € M}, wobei f die Erweiterung mit 0 auf R von f bezeichnet, betrachtet.
(s. Adams, Sobolev Spaces, Theorem 2.32) O

THEOREM 5.9 (Rellich). Sei ) # Q C R? beschrinkt der Klasse C'. Sei
1 <p < oo. Dann gilt
1, r * -1
(a) pt< d = W'P(Q) — L"(Q), r € [1,p*), wobei = =
ist;
(b) p=d = WHP(Q) — LT(_Q), r € [l,00);
(c) p>d= WP(Q) — C(Q)

jeweils mit kompakter Finbettung.

% — é erfillt

PROOF. (a) Sei B die Einheitskugel in WP(2). Wir verwenden Satz

5.8. Sei 1 < r < p*. Dann existiert ein 6 € (0,1] mit % = %—i— 11;9. Sei

Q' C O CQund |h] < dist(€, Q). Die Interpolationsungleichung 1.11 und
5.6 liefern

l7mts =l @y < lmwte =l o lrme = ll 5

< B[Vl gy (2l o )~
< CIR IVl oyl ) < CIAI",
falls u € B. Ferner gilt fiir solche u

. 1/r )
Jullzrionery = ([ fu@l o)™ < fullor |2\ 27
o\
<SIQ\QTT <,
falls € geeignet gewihlt ist.
(b) Analog.
(c) Sei p > d. Sei B die Einheitskugel in WP(Q2). Es ist zu zeigen, dass B

relativ kompakt in C(€2) ist. Korollar 5.5 liefert
[f(@) = fy)| < Cle—y[*  VfeB,
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mit a > 0, d.h. B ist gleichméBig gleichgradig stetig. Der Satz von Arzela—
Ascoli liefert die Behauptung.
O

SATZ 5.10 (Poincaré Ungleichung). Sei () # Q C R? offen und beschrinkt.
Dann existiert Cq > 0 mit

1£lloiy < CallV i fir alle f € WyP(Q).

PROOF. Sei f € C°(Q) und Q C [aq,b1] X -+ X [ag, bg], und definiere
f=0auf R¢\ Q. Dann gilt firi=1,...,d

lf(x1, o @iy |P = |f(x1y . iy oo g) — f(21, .oy aq, .. xg) P

= ‘78if(a:1,...,yi,...md)‘p dy;

< (b= et [l0sP < - al [ jousP

Daher
HfHLP(Q (b — aZ)p/p (bi — a;)||0; fHLP(Q (bi — ai)P||0; fHLP(Q

Da (Eizl 0; f|P)1/P < M|V f|, so erhalten wir die gewiinschte Ungleichung.
U

SATz 5.11 (Einbettungssitze fiir Wol’p(Q)). Die obigen Einbettungssdtze gel-
ten auch fiir Wol’p—Rc'iume.

Proor. Klar, da W,?(2) c WhP(Q). O

BEMERKUNG 5.12 (Vektorwertige Sobolev-Riaume). Sei m € N, k € Ny,
1 <p<ooundQC R offen. Wir definieren

WHEP(QR™) o= {f = (f1,- - fm) 1 fi € WFP(Q), i =1,...,m}.
Dann gelten die Sitze fir W*P(Q) auch fiir vektorwertige Sobolev-Riume.

PROOF. Sitze komponentenweise anwenden. O

6. Sobolev Riume IV. Spuroperatoren

SATZ 6.1 (Spursatz (Halbraum)). Sei 1 < p < oo. Dann ezistiert eine ein-
deutige stetige Abbildung T'ga : WHP(RL) — LP(RIY) mit
+

FRiu = ’I,L|8Rd+, u € CP(RY).
Proor. U.A. O

SATZ 6.2. Sei 1 < p < oco. Dann gilt:
ue WyP(RY) & Tpau=0, ueWH(Q).
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PRrOOF. Die Richtung von links nach rechts ist klar. Sei nun u € WhP(R%)
mit I'psu =0 und (u,) C C(R?) mit u, — uin WP(RZ). Wir bezeichnen
die Fortsetzung von v mit 0 auf R? mit @ und zeigen, dass @ € WHP(R?)
liegt, wobei D% die Fortsetzung von D®u mit 0 auf R? ist. Es gilt

/Dawp /Dawp = hm D%up

TR
= lim —/unDo‘cp—i— / Up P
n—oo
R4 R4
= lim [ u,D% = /uDQQDZ/ﬂDa%
n—oo
R% R% Rd

o] <1, ¢ € CP(RY),
da

[ ] < Wty sy = 0 fie = o,
R
Daher liegt v € WHP(RY). Da h Tru (vel. 1. Ubungsblatt) fiir h =

(0,0,0,...,h) eine stetige Abbildung mit Werten in W1P(R?) ist, folgt die
Behauptung nach Lemma 3.10 (d). O

SATZ 6.3 (Spursatz). Sei 1 < p < oo und 00 # Q C R% beschrinkt und

von der Klasse C'. Dann existiert eine eindeutige stetige Abbildung T'q :
WLP(Q) — LP(08) mit

Tou = ulaq, ue CZ(Q).

PROOF. Nach Voraussetzung existiert eine Uberdeckung U; des Randes
von 2. Wir bezeichnen wieder die zugehorigen Diffeomorphismen mit ;.
Weiter sei p; eine der Uberdeckung U; untergeordnete Zerlegung der Eins
und ; € C°(R?) mit 0 < b; < 1 und supp p; CC {¢; = 1}. Wir definieren

Fou:= Z j(Cge (Yju) 0 @j) 0 ;.
Dann gilt:
FQU Z (’pj FRd T,Z)j ) ) (¢} (I)fl(l‘)

—Z% u) o ®;) Z‘PJ (x)

=u(x), =€ 89, u € Cfo(Rd).



7. ELLIPTISCHE RANDWERTPROBLEME 31

SATZ 6.4. Sei 1 < p < 0o, 0 #Q C R? und von der Klasse C'. Dann gilt:
ue WP (Q) & Tou = 0,u € WH(Q).

Proor. U.A. Lokalisierung unter Verwendung von Satz 6.2. U

BEMERKUNG 6.5. Es stellt sich die Frage, ob die Abbildung T'q : W1P(Q) —
LP(Q) surjektiv ist, d.h. kann jede LP-Funktion auf dem Rand ins Innere
fortgesetzt werden?

1
Antwort: Nein, man kann aber zeigen, dass I'q : WHP(Q) — Wl_E’p(ﬁQ)
fiir 1 <p < oo surjektiv ist. Hier:

s, : : u(z) — uly)

00 002

7. Elliptische Randwertprobleme

NOTATION 7.1. Die Sobolevriume werden im Falle p = 2 mit H™(Q) =
W™2(Q) bzw. mit HY*(Q) = Wén’2(Q) bezeichnet.

BEMERKUNG 7.2. Die Rdume H™ und H§" sind Hilbertrdume mit dem Ska-
larprodukt

(f,9) =) /DafD—ag-
la]<m @

Insbesondere sind sie reflexiv. Die Norm ist hier gegeben durch das Skalar-
produkt

lamiey = 502 = (X [1DatP)"

la|<m g
welches zu der W™2-Norm dquivalent ist.

Im Folgenden nehmen wir stillschweigend K = R an, aber natiirlich gelten
die Resultate auch im Falle K = C.

LEMMA 7.3. Sei ) # Q C R? offen, beschrinkt und von der Klasse C*.
Sei (u,) C HY(Q) schwach konvergent gegen ein u. Dann konvergiert u, in
L3(2) gegen u.

PROOF. Die Einbettung H'(Q) — L2?(Q) ist kompakt (siche Theorem
5.9). Nehmen wir an, dass eine Teilfolge u,, existiert mit ||u,, — ul|r2@q) >
¢ fir ein festes ¢ > 0 und fiir alle ng. Diese Teilfolge wird auch mit wu,
bezeichnet. Da (uy,) beschrinkt in H!(€2) ist, hat es eine L?(2)-konvergente
Teilfolge u,, — u'. Aber u,, — u schwach in H'(Q) also auch schwach in
L?(2), was zu dem Widerspruch u' = v fiihrt. O

BEMERKUNG 7.4. Natirlich g¢ilt das obige Resultat fir WP Riumei, so
lange 1 < p < oo ist.
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7.1. Elliptische Gleichungen 2. Ordnung mit Dirichlet Randbe-
dingungen. Sei () # Q C R? offen und beschriinkt. Seien aji = a;; € CH(Q),
1<i,j <dund ap € C(Q), ap(x) > 0 fiir jedes x € Q. Wir setzen im Fol-
genden die sogenannte FElliptizitdtsbedingung voraus:

d
Z aii(z)&&; > alé)?, Vz € Q, V¢ € RY,
ij=1
fiir ein o > 0, d.h. die Matrix mit den Eintréigen (a;;) ist positiv definit.

PROBLEM 7.5 (Dirichlet-Randbedingung). Finde u : Q2 — R mit

) ou
(P) =3 gy lagy) Fau = f i

ij=1
u =0 auf o

Klassische Losung: Eine Funktion u € C?(Q0), welche (P) erfiillt.
Schwache Lésung: Eine Funktion v € H}(£2) mit

/Z a”gg Ov /aouv = /fv, Yo € H}(Q).
b=l ' Q Q

Schritt 1: Klassische Lésungen sind auch schwache Lésungen
Falls v € C?(Q) gilt auch u € H'(Q) N C(Q). Da U oo = 0, liegt u in H(Q)
. Multiplikation mit v € Cg°(2) und partielle Integration liefern (SP) fiir
v € C(Q). Der Dichtesatz 3.7 gibt (P) fiir alle v € H} ().

Schritt 2: Existenz von schwachen Lésungen

Seien nun a;; € L>®(Q), f € L*(Q). Dann existiert eine eindeutige Losung
u € H} () des schwachen Problems (SP), mit

lulla ) < Clfllez@)
mit einer von f unabhéngigen Konstanten C.

PROOF. Setze

Dann ist a eine stetige Bilinearform auf H}(f2), denn
|a(u, v)| < C|[Vull 2@ [Vllz2) + Cllull2@ vl 2@

< C'lull grollvlla @
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Genauso sieht man, dass das lineare Funktional b stetig ist. Die Bilinearform
a ist auch koerziv, denn

d ou Ou 9 elhpt 9 9
a(u,u):/(Z ”8 wrs +aou> > /a]Vu\ —i—ao/]u\

Q =l Q
2 O‘Hqu%Q(Q) = OZHVUH%?(Q) + 6HU||L2(Q) - 5||U||L2(Q)
= ellulln gy + (@ — ) VulZe i) — ellulZeg

Poir;:arc’ 9 (a—e) 9
= ellullipg + e ||uHL2(Q) ellullzz o)

= ellulp o) + (& - s(l + g )l -

Fiir geniigend kleines ¢ > 0 folgt die Koerzivitit von a, d.h a(u,u) >
EHuH%I(Q), u € H}(Q). Verwendung vom Lax-Milgram Lemma liefert die

Existenz und die Eindeutigkeit der Losung (vgl. UA).

Die schwache Losung u erfiillt

1
Jully < Za(u,u) = / fu < 1z ull 22

Dies zeigt ||ul| < 11171 12(q), also die gewiinschte Normabschitzung. [

Schritt 3: Regularitit der Lésung
Seien a;j(x) = d;; fiir alle €  und Q offen, beschrankt, von der Klasse
C2. Sei f € L*(), u € H}(Q) schwache Losung von (P). Dann gilt
(a) uw e H*(Q) und [ull g2) < cllfllr2@)-
(b) Ist f € H™(Q) und 09 der Klasse C"*? = v € H™%(Q) und
1wl g2y < Clf lam@)-

PROOF. Siehe KapitelS . O

KOROLLAR 7.6. Sei f € H™(Q) und u € H™2(Q) die schwache Lisung
von (P). Die Sobolevsche Einbettungsitze 4.9 geben WHP(€2) <—>_C’2(Q), falls
I >2+d/p. Firp=2undm > d/2 gilt u€ H"2(Q) — C?(Q).

Schritt 4: Riickkehr zur klassischen L&sung

Sei f € H™(Q) mit m > d/2. Dann existiert eine schwache Losung u €
HE(Q) N C?(Q). Ferner partielle Integration und Dichtheitsargument liefern
die Existenz klassischer Losungen.

8. L?-Regularititstheorie

Sei ) # Q C R? offen und beschrinkt. Seien aj; = a;; € C1(Q), 1 <i,j <d
und b;, ag € C(Q), 1 < i < d. Wir setzen die Elliptizititsbedingung vor-
aus. Wir untersuchen zunéchst die Regularitéit von Losungen der folgenden
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Gleichung fiir f € L?(1Q).

d d
(14) - Z 0; (aijaiu) + Zbi&'u +aou = f in Q.

ij=1 i=1

THEOREM 8.1 (Innere Regularitiit). Sei f € L*(Q) und v € HY(Q) eine

schwache Lésung von (14). Dann ist u € H%OC(Q) und fiir V.CC Q gilt:

lullg2vy < C (I1fll2) + lull2) 5
wobei C' nur von 0, V und a;; und ag abhdngt.

Proor. Wir betrachten nur den Fall a;; = 0;5, b = ap = 0. Zu 'V C Q
wiahle W7 € Q und Wy C Q offen mit

VcWicW,CcWyC Wy CQ

und € € CP(RY) mit € = 1 auf V, & = 0 auf R\ W) und 0 < ¢ < 1.
Betrachte

(15) JEawn = [er veni@
Q Q
Setze p = —Dk_h(ﬁzD,@u), wobei

u(z + hey) — u(z)

Dju(z) = 1) =),

h 0.

Dann gilt

0
> —C€Djul 2wy | DR Vull 2wy + 1EDRV 175

> |€EDEVul| 2y — CIIDEVull 2w -
Weiter
lellZ2() < CIV(EDRu)lI72(0) < CUI26VEDRuU|F2q) + 1€V DRl 72(q))
< C (Dl v,y + €2 DEV Ul 0r,))

< € (IVullz2omy + IE2DE Tl )
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und damit

| / of] < Ol el ellzz
Q

< Cf 2@ (IVull 2wy + HszZVUHQLz(Wl))
1
< © (1B + Il + 51 DEValiz) ).
Also,

L IDEV Ul < SIEDEVUI 32y < CUI Iy + 01y
fiir h klein genug, d.h. Vu € H*(V) und
lullg2gry < CUIfllr2(0) + llullmrwn))-
Wiihle n € C°(R?Y) mit n = 1 auf Wi, n = 0 auf R\ W und 0 < 5 < 1.
Mit ¢ = n%u in (15) erhalten wir

/fgp / Vp)Vu = /nz(Vu)(Vu) —|—/277(V77)uVu
Q Q
> H??VUIILm) = Cllull 2wy IVl F2 oy

1
> <00l ry) — Cllul2a(q

und

[ et <l lule)

Q
<C <”f”2L2(Q) + HUH2L2(Q)) ;
d.h.
19ull 2wy < (190l < (171220 + ll22(0y)

Also

1wl g (wyy < O fll2@) + ull2@)-
O
THEOREM 8.2 (Hohere innere Regularitiit). Sei a;j,ag,b; € C™TH(Q), m €

N, f € H™(Q) und u € H(Q) eine schwache Lisung von (14). Dann ist
u € H™(Q) und fir V.C Q mit V.C Q gilt:

loc
ull g2y < C (1flm @) + lullL2@))

wobei C' nur von Q, V und a;;, ag abhdngt.
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Proor. Der Fall m = 0 ist klar. Wir betrachten nur den Fall b; = ag =
0. Sei nun m € N und das Theorem gelte fiir m. Insbesondere gilt dann
u € H2T™(Q) und fiir alle V CC Q existiert C' > 0 mit

loc
(16) [ullgzem oy < CUflam@) + lullz2@),  f € H™(Q).

Wir zeigen, dass das Theorem dann auch fiir m + 1 gilt.
SeiW CQmit VCWcCW CQund|al =m+1. Wéhle ¢ € C°(W) und
¢ = (=1)l*I D2, Mit partieller Integration erhalten wir

d
(17) Z /aijaiﬁﬁajﬂ: /@f
Li=lg Q
mit & = D% € H'(W) und
) d
f = Daf - Z - Z &-(Da_ﬁaijDﬁ@ju)
B<a,fFa i,j=1
Insbesondere folgt aus (16) f € L*(W) und

12wy < CULf I m+r (o) + llullzz@))-
Daher folgt mit Theorem 8.1

Il g2y < CUF 2wy + Nl 2ony) < CUFllamea) + lullzz @)

d.h. [Jull gmisvy < CUfllamer@) + lullz2@)- O
Im néachsten Schritt betrachten wir das Problem
d d
(18) — Z 0; (aij(‘?iu) + Zbi(‘)iu +aou = fin Q
ij=1 i=1
u = 0 auf 09Q.

THEOREM 8.3. Sei Q C R von der Klasse C?, f € L?(Q) und u € H} ()
eine schwache Losung von (18). Dann ist u € H?()) und es gilt:
lull g2y < C (1 Fle2) + llullr2@)) »

wobei C' nur von Q und a;;, ag abhdingt.

Proor. Wir betrachten wieder nur den Fall a;; = d;5, b; = ag = 0.
Schritt 1:
Sei @ = B(0,1) NR%L und setze V = B(0, 3) NRL. Wihle ¢ € C2°(R?) mit
¢=1auf B(0,3), é=0auf RY\ B(0,1) und 0 < ¢ < 1. Sei u € HY(Q) mit
U\amaRi =0 und

[ = [ot. oemo.

Q Q
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Firk=1,...,d — 1 setze ¢ := —D,;h(szZu). Da
pla) =~ D" () [ula + her) — u(z)])

= % (€%(z — hex)[u(z) — u(z — hey)] — € (x)[u(z + hey) — u(2)]) ,

T € €,

folgt ¢ € H} (). Wie im Beweis von Theorem 8.1 erhalten wir

IDEVul: ) < € (171320 + luldy o)) -
d.h. Opu € HY(V) fir k=1,...,d — 1 und

d

(19) S oz < C (I1f)l2) + lullae)) -
k=1, k1<2d

Desweiteren gilt:

d—1 d—1
—8§u:28i2u—Au:282~2u+f.

1=1 i=1
Damit (i. A. aus der Elliptizitét)
(20) 103ull 20y < C (1flr2e) + llullm ) -

Auflerdem gilt:

@) afulg < / (V) (V) = / wf < 11220 + lul220
Q Q
Aus (19), (20) und (21) folgt nun

lullg2vy < C (I1f 2 + lull2(e) -
Schritt 2:
Sei nun €2 beliebig und wéhle zu x € 092
®, : Q' = B(x,r)NRL — U(x),
V' := B(x,r/2) NR? fiir ein r > 0 (vgl. Definition 5.2. Setze V := ®,(V").
und v/ = u o ®,. Dann gilt v’ € H' (), u|89'mRi = 0 und (dies ist noch zu
Zeigen)

d d
Z /a;jajgplaiu' = /Zb;go'aiu'+/a'0g0'u'—l—/gplf',
ij=13 &5 i=1 5 5
mit f' = f o ®, und geeigneten a;;, b} und ag. AuBerdem gilt (auch dies ist
noch zu Zeigen)
d
D ajgi; > g, € eRY

ij=1



8. L>-REGULARITATSTHEORIE 38

Nach dem ersten Schritt ist v’ € H?(V’) und es gilt
' | zr2vry < CUF N2y + 14 2er))s
wobei C' > 0 unabhiingig von f’ ist. Also ist v € H?(V) und es gilt
lull g2y < CIf 220 + lullz2@)
mit einer von f unabhéngigen Konstante C.
Da 002 kompakt ist, konnen wir 92 mit endlich vielen Vi,..., Vy iiber-

decken. Dies liefert zusammen mit der inneren Regularitit die gewiinschte
Abschétzung. O

Analog zu Theorem 8.2 erhalten wir

THEOREM 8.4. Sei a;j,bi,a0 € C™M(Q), m € N, f € H™(Q) und u €
H(Q) eine schwache Lésung von (18). Dann ist u € H™2(Q) und es gilt:
ull gmt2) < C (I flam@) + llull2@) »

wobei C' nur von Q und a;;, b;, ag abhingt.

PrOOF. Ohne Beweis. O

KOROLLAR 8.5. Sei Q@ C R? wvon der Klasse C%, b; = 0, ag(x) > 0 fir
r€Q, fe L) und u € H}(Q) eine schwache Lisung von (18). Dann ist
u € H%(Q) und es gilt:

[ullz2) < Cllfllz2 @),
wobei C' nur von Q und a;;, ag abhdingt.

Proor. Lax-Milgram liefert |[ul| ;1 (2) < C||f||r2(q)- (Die Einschrénkung
an die Koeffizienten liefert die Koerzivitit). O



